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Vorrede.“ 


Ich uͤbergebe hiermit den Freunden des Kluͤgel⸗ 
ſchen mathematiſchen Woͤrterbuchs deſſen 
fuͤnften Theil, mit dem Wunſche, daß die Ausfuͤh⸗ 
rung der Arbeit der Luſt und Liebe, mit welcher ſie 
unternommen wurde, einigermaßen entſprechen, und 
daß ich nicht zu weit hinter meinen beiden verdien⸗ 
ten Vorgängern zuruͤckgeblieben ſeyn möge. Vor—⸗ 
arbeiten habe ich nicht gefunden. Nur uͤber die 
Artikel Taylor's Lehrſatz, Umkehrung der Reihen, 
Unendlich und Zahlzeichen hatte der verewigte Kir 
gel noch Einiges aufgefeit. Aber nur die Notizen 
über den zuleßt genannten Artikel find mir bei meiz 
ner Arbeit von einigem Nutzen gemefen. Jedoch 


wird man auch bei dieſem Artikel die Zufäge und 


Ermweiterungen von meiner Seite nicht unbemerkt 
lafien. Bei manchen Artikeln mehr gu geben ver: 
bot der befchränfte Raum, und die Auswahl ift mir 
“nicht felten ſchwer geworden. Mit diefem Bande 
iſt die erſte Abtheilung des ganzen Werkes, melche 
der reinen Mathematik gewidmet iſt, zu Ende ger 
führt, und die Verlagshandlung hat mich nun zu⸗ 


W Vorrede. 


naͤchſt zu einem Bande Nachtraͤge, Ergaͤnzungen 
und Zuſaͤtze, welche durch die vielen Erweiterungen 
der Mathematik feit 1803, wo der erfie Band er 
ſchien, nöthig geworden find, aufgefordert. OB 
‚ dann auch die angewandfe Mathematik in einer le⸗ 
ricographifchen Bearbeitung, su welcher fich die ein’ 
zelnen Disciplinen diefer Wiffenfchaft wohl vorzugs⸗ 
weiſe eignen, erſcheinen wird, muß lediglich von dem 
Urtheil der Kenner, und von der erhoͤheten Theil⸗ 
nahme des mathematiſchen Publirums an der num 
vollendeten erſten Abtheilung abhängen, in welcher 
die wackere Verlagshandlung für das in dieſes 
Merk fchon verwandte bedeutende Kapital nur allein 
einige Entfhädigung finden Tann. | 
Moͤge denn das. Werk in feiner fo weit voll: 
endeten Geftalt fortfahren, zur immer weitern Vers 
breitung des fo wichtigen mathematifchen Studiums 
beizutragen. 

Vrandenbuts a. H., im September 1830. 


Der Serfaſſer 
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Tabula foecunda, heißt bei Regiomontan bie 


Tafel der Tangenten. hl. I. ©. 669 


Tabula mirifica, heißt bei einigen ältern Schrift: 
ſtellern, z. B. in Clavii Geometria pract. Lugd. 1607. 
A. p. 278., die Tafel der Binomial-Eoefficienten. M. ſ. 
diefen Art. (4). Clavius geht bis zur 17ten Potenz, 
bis zu dem Coefficienten, von welchem an bie vorherges 
henden wieberfehren. 


Tabula pythagorica, ift das fogenannte Ein: 
maleins, deffen Erfindung gewöhnlich dem Pythagoras zu: 
gefchrieben wird. Der Mame feheint beim Beda (Opp. 
Colon. 1612. p. 77.) zuerft vorzufommen. Die Tafel 
felbft haben Nifomahug (Paris. 1538. p. 28.) und 


Boethius (Basil. 1570. p. 1314.) Der Abacus py- 


thagoricus (f. Abacus) ſcheint hiervon weſentlich verſchie⸗ 
den gewefen, und nur durch eine Verwechslung auch auf 


das Finmaleing übergetragen zu feyn, worüber Neimer 
in Boffur’s Gefhichte der Math. I. Hamb. 1804. ©. 


31., und Mannert de numerorum, quos arabicos 


vocant, vera origine, pythagorica. Norimb. 1801, 
zu vergleichen find. | 9 5 
Tacuo, f. Kreis. (78. am Ende). 


Tafel, in der Perfpectiv. ©. biefen Art. (6.) 
Tafelgrund, eigentlih Grundlinie der Tafel, 


iſt in der Perſpectiv die Durchſchnittslinie der Tafel mit 


der Fundamentalebene. — 


2 Tafeln, nathenatſche 


Tafeln, mathematiſche, find 1. Verjzeichniſſe 
der, beſtimmten numeriſchen Werthen ihrer veraͤnderlichen 
Groͤßen entſprechenden, numeriſchen Werthe gewiſſer 
Functionen. Dahin gehören a. die Tafeln der Quadrat: 
und Eubifzahlen, welche die Werthe der Functionen x? 
und x? fuͤrx — 4, 2, 3, 4, u. ſ. f. enthalten. b. Die 
Tafeln der Quadrat und Eubifwurgeln, welche die Werthe 


der Sunctionen V x und Vx für diefelben Werthe vonx 
big zu einer gewiflen Gränze enthalten. c. Die Tafeln der 


Logarithmen für die Zunctionen log. vulg.x und lognat'x, 


für die natürlichen Zahlenwerthe vonx big zu einer gewiflen 
Graͤnze. d. Die trigonometriſchen Tafeln für die Sunc- 


‘tionen sin x, cos x, tangx, cotx, in Bezug aufieinen 
beſtimmten Nadius, und die einzefnen Werthe des Win: 
kels oder-Bogens x wenigftens von Minute zu Minute. 


e. Manche Fleinere Tafeln, wie z. B. zur Berechnung der 
Kreisbögen , als Sunctionen der zugehörenden Winfel für - 
einen beſtimmten Radius, der Binomial: Eoefficienten, 
Bernoullifchen Zahlen, u. f.f. £. Tafeln det Werthe ver: 


ſchiedener transcendenten Zunctionen, wie z. D. des Inte- 


gralfogarithmug in Soldner Theorie et Tables d’une 


.nouvelle function transcendante. Munic. 1809., der 


Werthe des Integrals fettdr für beſtimmte Werthe 
von tin Kramp Analyse des refractions astrono- 
miques et terrestres. Leips. 1798. p. 193., und ande« 
rer franscendenten Sunctionenin Legendre Exercices 


‘de calcul integral, T. II. Paris. 1816. u. vergl. 


Alle diefe Tafeln find zur Erleichterung und Abkürzung 
oft vorfommender Rechnungen beftimme, indem fie ein für 
alle Mal berechnet enthalten, was man fonft für jeden ein- 
zelnen Fall immer befonderg berechnen müßte. Die Ein: 
richtung kann fehr verfchieden feyn,. ift.aber in jedem Falle 
im Ganzen nur einfach, und gewöhnlich wird darüber 


den „Tafeln felbft eine befondere Einleitung und "Anlei- 


tung jum Gebrauche vorausgeſchickt. Enthält Die Function 


nur eine veränberliche Größe, fo daß fie = px; fo wer 


den die numerifchen Werthe von. x.in vertifale Neihen ge 
ordnet, und die entfprechenden Werthe von px daneben ges 
} # 
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ſetzt. In beſondern Faͤllen koͤnnen indeß Abkuͤrzungen 
moͤglich ſeyn, wie z. B. bei den gemeinen Logarithmen⸗ 
und trigonometriſchen Tafeln. Gewoͤhnlich kommen aber 
dieſe Abkuͤrzungen darauf zuruͤck, daß oͤfter wiederkehrende 
Zahlen nur einmal geſchrieben werden. Iſt die Function 
— 9 6, y), und enthält alſo zwei veraͤnderliche Groͤßen; 
ſo werden die Werthe von x in eine Vertikalreihe, die 
Werthe von y in die erſte Horizontalreihe geſetzt, und die 
zweien beſtimmten Werthen von x und y entſprechenden 
Werthe von ꝙ (x, y) in die Punkte geſchrieben, wo eine 
durch den Werth von x gezogene Horizontallinie die durch 
den Werth von y gezogene Dertifallinie ſchneidet. Für _ 
Functionen dreyer veränderlichen Größen müßte die Einrich- 
tung natürlich zufammengefegter ausfallen. Solche Tafeln 
find aber auch nur von ſeltnem Gebraud in ver Marthemas 
tif, und nuringanz fpeciellen Fällen. Jenachdem die Tafeln 
Functionen mit einer oder mit zwei veränderlichen Größen 
darftellen, heißen fie Tafeln mie einfachem oder doppeltem 
Eingang. Gewöhnlich enthalten die Tafeln eine befondere 
Spalte der Differenzen oder Proportionaltheile, welche 
zur Erweiterung der Tafel über die ihr urfprünglich geftecf- 
ten Graͤnzen mittelft des Interpolirens oder Einfchaltens 
dienen, worüber diefer Artifel nachzufehen. Die Berechs 
nung der Tafeln erfordert nach der Natur der Function, 
welche fie darftellen follen, verfchiedene Methoden. Hat 
man indeß nur erft eine Grundreihe von Werthen der 
Function berechnet; fo Taffen fich mittelft der Interpola—⸗ 
tions = Methoden die übrigen Werthe in die Grundreihe ein⸗ 
falten. Man wird fid) von diefen Methoden am beften - 
einen Begriff aus der Berechnung der trigonometrifchen Linien 
im Art. Cyclotechnie (Thl. J. S.676.) oder aus dem Art. . 
Logarithmus (54), fo wie auch ausdem Art. Einfchalten vers 
fihaffen. Gute allgemeine Bemerfungen über diefen Gegen: 
fand finder man in einer Abhandlung von Olivier inCrel- 
le's Journal der Math. B.2. H. 3. S. 252. Hier geftattet 
der Kaum feine weitere Ausführung. Ferner enthalten aber 
2. mathematifche Tafeln auch nur gewiſſe Verwand—⸗ 
lungen und Zerfegungen gewiffer Zahlen, ohne eigent: 
lid die Werthe einer Function darzuftellen, > u. U. 
| / 2 


4 Tafeln, mathematifche. | 


die Factorentafeln in Verbindung mit den Tafeln der 
Primzahlen (f. Theiler einer Zahl, 10.), die Tafeln zur 
Verwandlung der gemeinen Brüce in Decimalbrüche, wie 
z. B. Schröter (Helmftäde. 1799.) und Wuche— 
rer (Carlsruhe. 1795.) geliefert haben, u. vergl. Ueber 
den Gebrauch der nah Gauß (Monatl. Eorrefp. Mo: 
vember. 1812.) Vorgange von EA. Matthieſſen be 
rechneten Tafel zur bequemern Berechnung des Logarith- 
mus der Summe oder Differenz zweier Größen, melde 
felbft nur durch ihre Logarichmen gegeben find (Altona. 
1817.) f. m. Trigonometrie. (14). Indeß hat auch ſchon 
Wolf auf Erleichterung folher Rechnungen gedacht, aber 
nicht durch Tafeln, fondern nur durch Formeln (Act. Erud. . 
Jun. 1713. Käftners Anal. endl. Größen. 752.) 

3. Auch hat man Tafeln, welche zur Erleichterung der 
Auflöfung gewiffer unbeftimmsen Gleichungen dienen, wie 
4. B. der Canon Pellianus. Auct. C.F. Degen. Ha- 
fniae. 1817., welcher für die Werthe der Größe a von 
1 bis 1000 die einfachften Auflöfungen der unbeftimmeen 
Gleichung y? ax? +1 in ganzen Zahlen enthaͤlt (f. Un: 
beftimmte Analytif. 46.), und andere Tafeln zur Erfeich- 
terung der Rechnungen in der unbeftimmten Analytik, vors 
züglih in Legendre Theorie des nombres, Paris. 
‚1806., am Ende, * 

4. Endlich verſteht man unter Tafeln auch Samm⸗ 
lungen mathematiſcher Formeln, deren mehrfache Be: 
arbeitung bei der täglich ſich erweiternden Ausdehnung 
der Analyfis fehr zu wünfchen ift.- 3. B. Sammlungen 
trigonometrifcher Formeln in verfchiedenen Werfen, befon- 
ders Cagnoli Traite de Trig. Paris. 1808., der ns 
tegrale entwickelter Functionen in ben fogenannten Inte⸗ 
graltafeln, ‚deren Meier Hirfch (Berlin. 1810) gelie— 
fert, und auh Moth angekündigt hat (Schumachers 
astron. Nachrichten. 1826. No. 94.). Manche recht 
brauchbare Tafeln enthalten immer noch Lamberts Zus 
fäze zu den log. und trig. Tabellen. Berlin. 1770.; auch 
Stöpels Rathgeber bei math. Befchäftigungen. Sten: 
dal, 1819.. Die fehr vielfältigen Tafeln der angewandten, 
Mathematif, befondersder Aftronomie, gehören nicht Hierher. 


' Tangens secunda. 5 
| Tangens secunda, f. Cotangente. | 


Zangente, wird in einer doppelten Bedeutung ges 
braucht: a. gleichbedeutend mit Berührende Linie (f. dieſen 
Artifel), wo fie alfo von unbeftimmter Länge iſt; b. gleich: 
bedeutend mit trigonometriſcher Tangente (Goniometrie. 
8.), wo fie von beftimmter Länge ift. Die lestere Bes 
beutung ift in diefem Wörterbuche feftgehalten worden. | 

Ueber die umgefehrte Merhode der Berührenden f. 
Inversa methodus tangentium. 

Ueber die frigonometrifhen Tangenten vergl. 
m. Goniometrie, Cyclometrie, Cyelotechnie, und auch 
‚Product, da aus den dort entwickelten Producten für sinx 


und cos x auch leicht. ein Product für tangx — * 
abgeleitet werden Fann. Die Darftellung von tangp durd) 
einen Kettenbruch f. m. Quadratur. (61.) Eine Darftels 
lung von tang nz durch ein Product von Tangenten giebt 
Euler in ver Introd. in An. inf. I. Cap. 14. $. 254. 
Die Summirung von Bögen, deren Tangenten nad) einem 
gegebenen Gefege fortgehen, Iehre nah Eulers Bors 
gange (Comm. Petrop. T. IX. p. 234. Nov. Comm. 
T. IX. p. 40—52.) Pfaff in einer fharffinnigen Ab: 
handlung in feinen Disquisitiones analyticae. Helmst. 
1797.Disq. L, auc Einiges ſchon im Berfuch einer neuen 
Summationsmerhode. Berlin. 1788. 

Kuͤnſtliche Tangenten nennt man bie Logarith: 
men der trigonometrifchen Tangenten in den frigonometriz' 
ſchen Tafeln. | | | 
Linie der Tangenten, f. Proportionalzirfel. (10.) 


Tarif, (tarifa), zuweilen für Rechenknecht. 


Zaun, und Tauntel nennt J. F. C. Werneburg 
in feiner Telioſadik (f. dieſen Artikel) das, was fonft 
gewöhnlich zwoͤlf und Zwölftel heißt. Die Einführung einer 
neuen, auf die Dodefadif gegründeten, Nechenfunft im gez 
meinen Xeben beabfichtigend, war natürlich auch die Bildung 
. einer neuen Sprache nöthig, da unfere Zahlwörter ſich un: 
mittelbar auf die Defadif beziehen. Eilf heiße bei ihm 


— Taylors Lehrſatz. 


moͤr, dreizehn taundrei, breißig — u. ſ. f. Sein 
Eifer fuͤhrte ihn zu weit. 


Zanlor’d Lehrſatz, — en 
ift die analytiſche Formel, durch welche die aus den Veraͤn—⸗ 
derungen ihrer veränderlihen Größen entfpringende Ber: 
änderung einer Function in eine nach den pofitiven ganzen 
—* der Veraͤnderungen der veraͤnderlichen Groͤßen 
ortſchreitende Reihe entwickelt dargeſtellt wird. Fuͤr un: 
cfionen mit einer veränderlichen Größe kommt die Nor: 
mel zuerft in des berühmten brittifhen Geometers Broof 
Xanlor Methodus incrementorum directa etinve- 
sa. Lond. 1715. Prop. VII. Cor. I. vor. Die Be: 
nennung des Satzes nad) feinem Erfinder ſcheint zuerft von 
L' Huilier in feiner Exposition elementaire des 
principes des calculs superieurs. ‘Berlin, 1786. ges 
braucht zu feyn, und ift ſeitdem gewöhnlich geworden. 
Euler und Kaßner gedenken Taylors nicht als 
Erfinder. 

1. Taylor deutet folgenden Weg an, zu dem wich⸗ 
tigen Satze zu gelangen. Sey y irgend eine Function von 
x, welche in y’ uͤbergehe, wenn x in x + nAxübergeht. 
Setzt man nun (Arithmetiſche Reihen höherer Ordnun⸗ 
gen. 7.) Amy, a=Ay,b=A’y, c=A°y, 
u: ſ. f., und.n für das dortige x; fo ift 
yaytz- Ay EN. a EI EN, amy +... 


=y+”7= 7 ar neh, Ax? ZI 


na — As 


Denkt man fi nun, daß we — Ax in’s Uns 
endliche ab⸗, n in’s Unendliche zunimmt, immer eine con 
fiante Größe Zi bleibt; fo gehen 

Ay Diy A’y ? 
Az’ Axt’ Az’ 
nAx,n(n—1) Ax?, n(n—1) (n—2) Ar,. 
in ihre Gränzen 





ey 9y Oy 3 
x’ ER FR 


nAx=i, nA =1?, nA’) ,„... 


\ 
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über, und man erhält: ha | | 
| ; dy i,0y i? 3 » 
yaytı-7+ a mtas nat } 
Ayay-ı= . + . A +... 
welches die berühmte Taylorſche Reihe ift. 

2. Diefer Beweisart, welche ſich auch auf ähnliche Are: 
in Euleri Inst. calculi diff. II.$.46. ff., fo wie auch noch 
bei PronyimJournal de Pecole polytechnique. Cah.- 
4. p. 544. finder, ift bie neuere Analyfis wegen Einmi- 
fhung der Idee vom Unendlichen abhold. Lagrange, 
die Wichtigfeit der Iaylorfchen Meihe als Grundlage der 
Differentialrechnung und Functionentheorie ganz . erfen: 
nend, fuchte fie auf rein analytifchem Wege zu begründen 
‚(Theorie des fonctions analytiques.. Nouv. ed. 
‘Paris, 1813. Chap.I.H. Lecons sur le calcul des 
fonctions. Nouv. ed. Paris, 1806. Legon IL), Er 
führe ven Beweis auf folgende fehr finnreiche Art. 

3. Sey fx = y irgend eine Function vonx. Sie 
gehe, wenn x fich um i verändert, in f(x +i) =yüber; 
fo fol f(x +1) in eine Reihe nach Potenzen von i ents 
wickelt werden. Da f(x +i) für io wieder in fx 
übergeht; fo muß die. gefuchte-Meihe nothwendig ein von 
i unabhängiges Glied, welches —fx, enthalten. Folge 
lich wird die Reihe feyn: | | Ä 

z... 

Lagrange zeige num zuerft, daß fein Erponent von i 
eine gebrochene, Feiner eine negative Zahl feyn Fan, fo 
lange nämlich x und ials ganz unbeftimmte Größen betrach⸗ 
tet, und ihnen Feine beftimmten Werthe beigelegt werden. 
Unter dieſer Borausfegung haben nämlich) fx und f(x +i) 
offenbar wegen der gleichen Functionszeichen auch gleich viele 
Werthe. Wäre nun aber auch nur ein Erponent voni, 
z. B.y, eine gebrochene Zahl; fo hätte ri” mehr als einen 
Werth. und die Entwickelung 
en eh. — 
von f(x Fi) würde alſo, indem man jeden Werth von fx 
mit jedem einzelnen Werthe von rir verbinden Eönnte, mehr 


s 
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Werthe als fx, alſo auch als £(x-Fi) haben, welches 
offenbar .ungereime if. Wäre aber ein Erponent von i, 
z. B. y, negativ; fo würde das entfprechende Glied für 
io, folglich auch f(x+i) firi=o, d.i. fx, un 
endlich, welches aber, fo lange x als völlig unbeftimme bes 
trachtet wird, unmöglich ift, und nur für befondere Werche 
von x vielleicht eintreten Fann, Man ift alfo nach diefen 
Betrachtungen berechtigt, zu feren: — 
IEGi) fx piqiꝰ riꝰ hu... 
wie in der Folge nun immer geſchehen ſoll. Die wichtigſte 
Einwendung, welche gegen dieſe Darſtellung von Lagrange 
gemacht werden kann, ſcheint die zu ſeyn, daß bei der; 
ſelben ohne weitern Beweis die Möglichfeit der Entwicfes 
. lung f(x + 1) in die allgemeinere Reihe | 
& Priꝰ 4 qiꝰ · riꝰ .p... 
angenommen wird. Lacroix, in ver Einleitung zu fel- 
nem großen Werfe über höhere Analyfis, zeige die Mög: ' 
lichfeie der Entwicelung in Reihen nach den pofitiven gans 
zen Potenzen der veränderlichen Größe für jede Form der 
Functionen befonders: Ä 
4. Zur Beftimmung der Eoefficienten p, q, r, s, u. 
f. f., gelangt nun Lagrange auf folgendem Wege. 
Setzt mani+k füriz fo erhält man, nur die erfte Po- 
ten; von k beibehaltend, Teicht : 
8 ik) ſ 4pi- gie ꝓ xi⸗ ꝓ.... 
2; + (ph2Gh3r he) Kennen 
Setzt man aber überall x +k für x, und bezeichnet bie 
—— in welche dadurch p, q, r, u. ſ. f. übergehen, 
dur 


ptPkh, ααν FK...5 u. ſ. f. 
da dieſelben nach dem Obigen von dieſer Form ſeyn muͤſſen; 
fo erhält man, ebenfalls nur die erſten Potenzen von k bei: 
behaltend ; — 
| £ (x+i4k) = fxhpigi? pri? #,,, | | 
+p+ritgd? tr )k.... 
Ä Da nun beide Entwicelungen von f(x + i+k) iden⸗ 
tiſch ſeyn müffen, und für jedes k und ĩ gelten; fo muß ſeyn: 
p42 qi 43ri2 4450i-... =p+pihgi? +rit... 
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für jedesi. Alſo 24=p', Ir = ‚dar, et: 
g=tp,ır—4g,s=4tr,ufßf 

Die Zunctionen Pr q, r,s, uf. fr, alg Coefficienten 
der Reihe für f(x +i), find offenbar von der befondern 
Befchaffenheit der Function fx abhängig, und Fönnen da⸗ 
her als von derfelben abgeleitete ober derivir te Functio⸗ 
nen ‚betrachtet werden. Mach derfelben Art der Derivation 
aber, nach welcher p von fx abgeleitet wird, werden, wie 
aus dem Obigen unmittelbar folgt, Pr, gr?» !,u.f. f. 
aus pP, g,rıS, u. ſ. f. abgeleitet. Bezeichnet man daher mit - 
Lagrange die erfte derivirte Function von fx durch fx; 
die erfte von fx, d. i. die zweite von fx, durhf'x;z die. 
erfte von £’x, d. i. die dritte von fx, durch k“x; u. ſ. f.z 
fo ift nach dem Dbigen: . 

p=fx,p=f's qs4 tif, if’; 

elg=,;f',r =," 2; ragen 


uff. | 
weil p’ die erfte derivirte Function ven p, g’ die erfte von 
a4 =ir+ fx Bert rt... 


Es erhellet hieraus, daß die erfte derivirte Function 
einer Zunctionfx, welhedie primitive genannt wird, der 
Eoefficient voni inder Entwicfelung vonf (x +i)ifl. Den⸗ 
felben nennt man auch nad) den neuern Anfihten den Dif⸗ 
ferentialquotienten von fx, und auf ähnliche Arc 
die zweite, dritte u.f. f. derivirte Function den zweiten, drifs 


gen, u. ſ. f., Differentialquotienten, fo daß. alfo 
kayfız m. fı =, —— ‚uff. 


wobei die Areifel Differenzen», und Differentiolrechnung 
zu vergleichen find. Alſo nach diefer eigentlich nur verän: 
derten Bejeichnung fuͤr Hi) 
— i 0? 12 03 j3 
ste mt st 

wie vorher. — 
5 Segen wir den Binomiſchen Lehrſatz für poſitive ganze 
Erponenten voraus; fo iſt (x i)xů tie 
A. (x + i)’ x" —nKiip..,; alſo 
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a ng, nach obiger Erklärung des Differential. - 


quofienten. Man kann tun nach dem Obigen fegen: 
EHER ꝓ pi qi ri. 


wo fx, P,.9g, r, m f.f. nur von x abhängen. Bezeich⸗ 
nen wir die Werthe dieſer Functionen für x — 0 durch 


A,A. A, „A, 'u. ſf.zſo iſt 

fi- A4Ai 4 A. i⸗ꝰ 4 A, er .s 
alſo auhfirk—yt 
y=A-+A,xhA,x’+A, — 


Bezeichnet man nun die Binomialcoefficienten der nten Pos 


ten; durch (n,), (n,), (n,), .... (n,)5 fo ergiebt ſi ch leicht: 
XSCATAiy TA. 42 + i?) 
A, ne sn... 
A. ſat 4 ) + + 
Die Differentiation giebt: 


= —A,+A, 2.) x-hA, 3,) Ik... + A (m)... 


za, —— .2.(3,) x}A,.3.(4,) 2+.. 
+ An (a—1). a zn... 
=2. [A. HA, — (4,) — PR +An. (m) x, y 
weil überhaupt 
. (ün) = (n—m +1). (ac) 
Binomial⸗ Sorffcienten, 8.) 
— iſt auf aͤhnliche Art: 


—* la; ABFALL) Khan Ans (2): (Man) Kt. 4 | 


=23 1A; FAsaK HAIE Hu + An (n,) 2-3 +... } 
Folglich, wie leicht erhellet, allgemein: \ 


gm An + Ant, .((n+1),).x+ Ant2.((n+2), ).x? + 


Der Eoefficient von ir in der Reihe für y’ ift aber offenbar 
= An (na) + Art (in +1) xt Anz» (+ Ya). Re. 
24 4 Aarı((a+N),). 24 Ant (a +29) + 
da überhaupt (m„) — (mx) if, wenn n+k=m if. 
Hieraus ergiebt ſich alfo, daß -— a = dem Eoefficien- 


ten von i” in der Entwickelung von y’ — — von i 
gleich iſt. Alſo iſt 
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yar+d. 483. Fe erh 0 - 13.» trr- 

6. Andere Beweiſe ſ. m. außer in den ſchon ——— 
ten Schriften in Käftners Anal, des Unendl. $. 144 
—150. L’Huilier Principiorum calculi diff. et 
int. expositio elem. Tub. 1795. p. 48. J. F. Pfaff 
Programma inaugurale, in quo peculiarem differen- 
tialia investigandi rationem ex'theoria functionum 
deducit. Helmst. 1788. $. XIII., wobei auch Boh— 
nenbergers hoͤhere Anal. Tuͤb. 1811. ©. 36. zu ver= 
. gleihen. Pfleiderer Dem. theorematis Tayl. Tub. 
1789. Beck de theoremate Tayl. Halae,. 1791. 
Kramp Klemens d’Arith. universelle. Cologne, 
1808. p. 289. Scherk mathem. Abh. Berlin, 1825. 
5.109. Zwei Beweife von Ampere in den Annales 
de Math. XVI. p. 348. XVII. p. 317., welche auf ganz 
eigenthümlichen Betrachtungen beruhen, und einer von 
Poiſſon in der Corresp. surl’ecolepolyt.Nr.3. Ueber 
D'Alemberts und Cauchy's Beweife unten ein Mehre- 
res. Noch f.m. Bouvier Critique des princip. dem. 
donnees jusqu’a ce jour dutheor&me de Taylor, et 
Essaid’une dem. rig. du dit theor&me. Geneve, 1824. 


7. Sey nun y=f (x, x) irgend eine Function 
zweier veränderlichen Größen. Wenn man zuerft x’ als 
conftant betrachtet, und die partiellen Differentialquotien.. · 
ten einflammert; fo erhält man ne dem Den: 


Hi, )=y *00 ar. ta) rt: 
Nun fege man x’ + 1 1 für x,und ide die veränder« 
ten Werthe vony, (2): (2) ꝛc. alle nach der Taylor’fchen 


Reihe für eine veränderfiche Größe; fo ergiebt ſich leicht: 
—D— 


—— +3). Eat. 
+9 3 ——— | 
* — ist de at 


+) s art: 
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Kehrt man num die Ordnung, in welcher x und x’ ſich ver⸗ 
ah um; > erhält — * ſo leicht: 


Br 30) IE 9) at | 
2 i2{ 

+& Ir J er air 
2 3 ‚12 

+): — mat 


Berelchnen wir nun die nte Claffe der Combinationen mit 
Wiederholungen, wenn man jede Combination in ihre Pers 
mutationszahl multiplicirt, durch [m]C; fo läge ſich 
| f .& +i,x +2) fo darftellent 

3 f(x Fi, x ki) > 
+ mer ++ tl CH... 


Zeiger [5 4 
oder auch, wenn die nte Variationsclaſſe mit Wiederho⸗ 
lungen — V geſetzt wird: 
ae 
+ vr url: te 


Zeiger [£ ’ =] J 

8. Da die beiden obigen Entwickelungen von f(x +1,x +1) 
für alei,igelten, und demnach) identiſch feyn muͤſſen; fo 
erhält man duch Vergleichung der zu einerlei Dimenfionen 
ber Größen i, i a 2 Gliedern leicht: 
b. h. man erhaͤlt einerlei Hefultat r wenn man eine Func⸗ 
tion von x, x zuerſt n mal nach x als veraͤnderlich und 
dann nmal nach x’, oder zuerſt nmal nah x’, und dann 
n’mal’nad x differentiirt. Eben fo kann man auch bei 
Funetionen mit mehrern veränderlihen Größen die Ord- 
nung der Differentiation nach den einzelnen veränderlichen 
Größen willkuͤhrlich ändern, ohne dadurch eine Aenderung 
des Reſultats zu bewirken. Der Satz gelte für Functio⸗ 
nen mitn veraͤnderlichen Groͤßen,: und y ſey eine Function 
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mien +1 SBeränderlichen, deren zwei willführliche wir 
durch z,u bezeichnen wöllen. Haben die beiven Differen- 
tiolquotienten die Form 3. rar, wo P,P’, die Dif— 


ferentiale derſelben n veraͤnderlichen Größen, nur in vers 
änderfer Ordnung enthalten; fo iſt nach der Annahme: 


FF, und tal, wenn man pmal nach z differen⸗ 


tlire, natürlich au: = — 
en die Differentialquotienten aber von der Form: 
M — ‚wo P, Qnur die Differentiale von n veraͤn⸗ 
derlichen Größen enthalten; fo kann man, da der Sag für 
n veränderliche rn sit, fegen: 
Cmy pm 
war er | 
und folglich, da der Sag für zwei veränderfiche — 
| eny Omy 
gilt, auch 58 = Zar waodurch die beiden gegebenen 
Differentialguotienten offenbar auf einerlei Form gebracht, 
und demnach einander gleich find, ber Sag alfo für 
FZunctionen mit n +1, alfo einer beliebigen Anzahl von ' 
veränderlihen Größen gilt. 
‚9. Um num die Gültigkeit der Meihe in T. für jede 


Function y, deren n-+1 veraͤnderliche Größen x ‚x ’ x, x r 
find, zu beweiſen, bezeichne man die Function 
Zu Oey [e]C 


* dx öx Fu 
wo nurx, x PR + xale veränderlich betrachtet werden, Bund 
ya, bie Sunction‘ 
en [a] © 
3 7 
BE — Fa * | 
wo x 7%... x als veraͤnderlich betrachtet werben, * 
pe; fo ift immer 


an42, ben 1 Bed; abbes: 
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—. PRO: 3 De 1179 
Y 8 194 Te em). : 2,d8y. —— 4 
„aze—1 — ll, 0 Ri 2.. 


Man denke ſich pe nach Potenʒen von = - geordnet. Yes 


des Glied enthaͤlt offenbar dey, und überfaupt iſt (+ Z)" k 


noch in die kte Claſſe der ie mit Wiederhos 
lungen für den Zeiger 


[# O2’ Be 3 = 
multiplicirt, wenn nur — Glied noch durch ſeine Per— 
mutationszahl vervielfaͤltigt wird. In der Reihe auf der 
— Seite des Gleichheitszeichens iſt 


de—kyk 
— . 1.23...(a—k 


Das derfelben Potenz von Jentſprechende Glied. Nach der 


| eingeführten Bezeichnung in 
yk =. Oky [k] G 


. ı 2 ai 

IR Be | 
und das vorhergehende Glied enthält alſo, weil yk ih dem - 
felben («—k) mal nach x differentürt iſt, in allen Theilen 
auch dey, und die Combinationen der kten Claſſe ohne 
Wiederholungen fuͤr den obigen Zeiger, jede in eine gewiſſe 
beſtimmte Zahl multiplicirt. In yk iſt jedes Glied in feine 
Permutationszahl [k] muftiplicire. In dem Gliede 


de—kgk —— 
O2c—k 1.2.3..(a=k) 


kommt nun uͤberall nal)" Hinzu, ſo daß alſo jett 
jeder einzelne Theil dieſes Gliedes u Elemente enthält, unter 
Denen ifimer«—k vorkommen; welche = find, Folglich 
lich iſt (Verſetzungen. 4.) die Dermutationspahl überall: 


— —E——— — . (k +1) 
KM. 723.05 7 8: Nah) 
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woraus ſich alſo erglebt, daß In 
———— — a—1) . 41) 
V — —— 0 
jedes Glied in feine Permutationgzahl multiplicire ift, welches 
auch bei allen Gliedern von der Fall iſt. Aus allem 


Bisherigen erhellet num deutlich die Gleichheit der beiden 
obigen Ausdrücde. 


10. Die Reihe in 7. gelte nun für jede Function mit n 
Beränderlichen; fo ift nach der gebrauchten Bezeichnung : 
ati, 4. ctney4n Hatıat--- 
‚Hierin fege man überall x + i für x, und entwickele | 
die Werthe, welche vadurh y, 1, 92,93 ,x. erhal- , 
ten, nad dem Taylorſchen Sage für Functionen. mit 
einer veränderlichen Größe in Reihen; fo erhält man Teiche 
nad) einigen ganz leichten Berwandlungen: 
- (pi, hie De . 
od lyöyy i | 
dere] 
1 )/0 12.21, [0 i.2 
OH 


1 'O0°y i3.3.24 244 12.3.2 042 3 | 5 
Nee Free. 
+23 =) 1.2.3 33) 1.2" (5 N 


d. i. nach dem vorher bewiefenen Sage (9.) 





u 1,92, 93 Kae: 
I(x-i, x -hi,...x-+i) =y + Triitast--- 


=r + Tme+ Ymcz.... 


nF 10 oa. \-. 
+ —— 


ze... 1 2 n 
72.3 -] 
But Bu © Br TIL u EEE 
— Bu "dr... ör 


Die Reihe gilt alfo für Functionen min +1 Veränderli- 
hen, wenn fie fuͤr Functionen mit-n gilt, und ift folglich 
allgemein, da fie fhon für n — 2 bewiefen. 
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11. Unter dem Differential einer Zunction mit mehreren 
veränderlihen Größen verfteht man aber bekanntlich das 
nur bie erften Potenzen der Incremente der veränderlichen 
.. Größen enthaltende Glied der Entwicfelung von y’ nad) 
pofitiven ganzen Potenzen diefer Incremente, welche nach 
dem Borhergehenden imimer moͤglich if. Es iſt alfo 
y= öy. * 


ei 
Pl“ 
lan 


Kool 
Differentiire man,alle Incremente als conftant betrachtend, 


öy hiernach von Neuem; fo ergiebt ſich leicht, daß 
625 * = | 0?y.V 


ı * n 4 
a — i i 
— 

x — Oz‘ 6 


Fuͤr. Variationen mit Wiederholungen iſt aber — 
immer 
Be .+a V, 
wenn fie fi auf die Elemente a,b,c,...n bezlehen. | 
= nun überhaupt 


fo gefhieht, wenn man nach dem Obigen das erſte Dif: 
ferential von õny nimmt, im Grunde weiter nichts, als 
daß man alle eimzelnen Glieder deſſelben ſucceſſive mit 


= ’ 2.4 » Zn * a verbindet, und ben Erponenten von 9 um i 
x x 

eine erhöhet, woraus — ch alſo nach obigem Satze von den 

Variationen ergiebt, daß 

detiyz * — Omtıy . —J 
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und dieſe Formel alſo allgemein guͤltig iſt. Hieraus, in 
Verbindung ‚mit (10) ‚ folgt nun, daß | 
Ertiuchh Day — +. 
oder, wenn man; wie dies in * That gewöhnlich g ge: 
fchieht, — ax, . 3x überall für i, i, ... i feßt: 
i(x+0x, x-höx, Er 2 4 EL rB —ı +.., 
Die Taylorfche Reihe für Functionen mit einer veränder: 
lichen Größe gehe für — dx fogleih in diefe Form 
über, und gilt alfo unter diefer Geftalt für jede Function 
mit einer willführlichen Anzahl veränderlicher Größen. 


Anwendung auf die Entwidelung der 
‚ Sunctionen in Reiben. 


12. Setzt man in der Entwickelung von f ‚(x +i, 

x+i, : .x+i) überall ı—x en... x = 0 
fo erhält man f(i, i, * ji), in eine Reihe nach pofitis 
ven ganzen Potenzen von i, ;, ji entwickelt. Setzt 
man num überall x für i i; fo erhält man f (x x, F x) 


nad) eben folchen Potenzen von x, x,..x enttidelt. 
Bezeichnet man in Bezug auf eine Function Y mit, einer 


veränderlichen Größe die Werthe von y, 5, SI, — 


für x — 0o, buch Y, Y, X“⁊c.; fo erhaͤlt man es 

diefe Art: 

| yaytY. +. +”. a 

die fogenannte Maclaurin’fche Reihe, welche bei ver 

Entwidelung der Zunctionen in. Reihen fehr wichtige 

Dienfte leiftet. | 

13. Sey y — x", und alfo 

y=(xtHj=A+Bi+tCi 4—..., 
(ia Ar ABI +. 
(x-fi)ttı = Axk (A+BEx)i+ .. 8 


i8 Taploıe aehrſab 


Da (x4i) = x" für imo; fo ergiebt ſich ſo⸗ 
gleich A= x". Setzt man nun B, welches bloß x und 
nenthalten fann, = yn;z fo iſt 
tip =eme+hpm.it..,; 
(xFi)a = x” L-o2n.i-+..., 
(xFi)tt2 = mt! Lo(n+1).i+..., 
und folglich nach dem Obigen 
‚0 gan = Zu. on, g(n+i1)= zu Kx.gm. 
Der Werth von pn für x — 1 fey 
pn = a + fan kn? + ön? + hu... 
fo daß alfo 
gu = 0 + 29n 4 Am +00 +. 
Aber nad) dem Obigen y’an — 2y'n. Afo- 
4 24n -k 4yn2 4 8ön3 4.. = 2e.} 2Pu + 2m? 4 20! +. 


fuͤr jedes m, woraud fih kiht ao, PP, ya, u 


60 . ergiebt. Alſo iſt Y@n— Pn, p (n+1)- 
* ß (n+1). Aber nach dem Obigen Y (n+1) 
—1+yn Afo Pa+1)—=1+Pn, woraus 
. P=1, un folglid Y’n=.n. ER iſt 

| re 

‚(xtHiya = m f1+2] * 6 +n-+. ) 

ex + nxa-a i 4. 
Set E = —, und für y= (1+x) aud) 
T— —n(1+x)-1. Entwicelt man nun hieraus nach 
den erften Negeln der Differentialrechnung die folgenden 


‚Differentialquotienten, und fegt überall xXOʒ fo giebt 
die Maclaurin’fche Reihe: | 


A414 er... 


Die Entwicelung des Differenrials ‚, unabhängig vom 
binomiſchen Zehrfage, war bier die Hauptſache. 
14. Für ya” fey 
yaentizafg.it. 
atshi = ax(acti) Zar Large. ih. BEP — 


Hieraus erhält man ax a* pxx, — as. Es 


x 


faͤllt aber Teiche in die Augen, daß, für irgend eine 
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Conſtante kK', wenn ꝙx Na wäre, wirklich immer 


=— * = = a* ſeyn würde. Wäre dies num nicht. der 


Sal; ſo fen px — Kat + px, wo 9x irgend eine 
Function von x bezeichnet. Dann ift alſo 
Ka? 4 9'2x . 
Ka hyox 
woraus‘ man, wenn mit dem Nenner milepiie wird, 
leicht ſchließt, daß auch immer p'2x = a”ypx, SE —— 
die Function g'x alfo ganz von berfelbeh Natur wie px 
feyn müßte. Man erhielte alfo: 
y—gx—k’ar, pr—g'x—k"at, g’ 1," site, uf. f. 
woraus durch Addition 
(x αναα --... )— ——— — +...) 
=(K4K+ET RT...) a, 
b.i. fürk—k Hk’ +” HK“ +. Mictlich us; ka” 
folge. Alſo iſt y arti a* 4 * it... und 
folglich ⸗ — ka“. “ Hieraus erhält man durch fucceff ve 


Differentiation, und weiter wie oben wie oben nach der 
Maclaurin’fhen- a 





k3x3 
1.2.3 3 m 
15. MWird y r — von x betrachtet; fo fey 
N—p: Betrachtet man aber x als Function von y; ſo iſt nun 
Et. Denn ſey et 
 Ayzpit pl? +pt..., Arwg tg Hg then 
oder fr i= Ax, Ay: | 
Ay=pAx+pAx?+p’Axr’+.. Ax=gqAy+gAy’+gAy’t-- 
Subſtituirt man nun die zweite Meihe für Ax in der 
erſten; foerhältman; Ay=pqgAy + ... für, jedes Ay 
a pa=1, d.i. ne pelg- — 
16. Sey nun ax; ſo iſt ax —=karöy (14.), 
yo =. "Aber — — logx für bie en a. 
Alſo d logx =, anddemnacho log (1 ————— 
woraus ſich wie vorher 





B2 
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log (1 -x5)* Ixus. *. 


| ergiebt. — — M heißt der. Modulug des Softems, 
defien Bafıs — a. $ieM 1 heißen die Logetichmen 
natuͤrliche oder byperbolifhe. Alſo 
lognat (14x) - x — 4x? -4r — 
Bezeichnet man ihre Baſis durch e; ſe iſt nach a — 
= 1: * 


e=147 hratraet 


e =1+-— 14 Tatras te. 
Hieraus — | 
% £ 
— — 
und na (14.) für .=1: 2 
— + its * 24 Fo: 
Afo ae, k==lognata; 
| — + u ee 


‚1».2.3 


x=1+ Jetez dem ,.,. 


Folglich auch, nach dem Vorhergehenden 
õa* a* logn a. õx, dex exõox, õ log x = — * 
Man vergleiche den Artikel Logarithmus. 


17. Es iſt sin (x 4 i) - sin («—i)==2cosx sini. 
Da hun cosi für io der Einheie gleich wird, und 
sin i verſchwindet; fo fey 

csi=1-FAi+Bi? h..., sini=ai+ bi? ——— 

Hieraus. folgt Teiche: - 

sin(x+i) = sinx # (Asinx-Kacosx)i 4. 
sin (x—i) = sinx — (Asinx-Kacosz)i-+. 
sin (x 4 i) — sin (x—i) = 2(Asinx a — i ih. 
' = Rcosx sini = 2acosx.i-. 
Folglich 2 (Asinx 4 acosx) = 2acosx, Je eo 
sin(x+i) = sinx + acosz. if ..., Osinx= a cos x õx, 


wo a eine Conſtante, die noch einer Beſtimmung bedarf. 


J 


=—— d loguxae X. 
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Aus cosx er (t—ainx2)t ‚folgt. mittelft (13.) 
leicht: 9 cosx == — asinx 9x. 


Durch fucceffive Differentiation und bie Maclaurin’ ſhe 
Reihe — man nung 


al ar #5” 
a?x? atx? 
1.2 + 1..4 


wo nun bloß nach a zu beſtimmen. Man nehme zu dem 
Ende x , d. i. ax <1, und laſſe x poſitiv ſeyn. 
Auch a iſt * tiv; denn, wäre a. negativ, = — a, fo 
wäre für ax < 1, d. i. für jedes pofitive x, das 
<: = augenſcheinlich — 


— (= — )— (- * * — 


eine nögetive Größe, welches ungereimt iſt. "Sir ax <1 
find nun offenbar 


— — 











air a5x® a’x?’ —* 
——— a J 
— a!3xı3 


a - 711 T..73’ uff 
lauter negative, Dagegen 


a°x5 a’x’ ax? at!yıa 
— 
Fo u — —* 
JJ Varta ſ. f. 


lauter pftie Größen. Alfo immer sin x * ax, sinx 
‚> ax— , für alle Werthe von x, für welche 
ax <1. Da man aber x immer zugleih < $ rı nehmen 
kann; iſt (Archimedes uͤber Kugel und Cylinder. 
Axiom 1.) F 

ar tangx >, x; sinx <x, — 7* 


j-sinx? 


’ — sin — — 
Folglich — dem — um ſo mehr: 





— 133° 
ax? 
BD — 8 — 1 
ve. = 
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Waͤre nun a * 13 fo koͤnnte man x immer ſo klein 
nehmen, daß — * a ware ‚weil man zu biefem Be: 


hufe, wie aus diefer Vergleichung folgt; bloßx 1 1a 


zu nehmen brauchte. Nimmt man nun, welches — 


immer moͤglich „x fo klein daß den Bedingungen 
Ä "<4m,s<t, x 2 — 


7 \ 
4 Wera, n» % 
4 ’ J 


zugleich genuͤgt wird; ſo iſt mer > ar ‚da 808 


. nach dem Obigen dann i immer — <aif. Alſo konn 


— 


Erfuͤllt man nun die drey Bedingungen 


a nicht < 1 feyn. Wäre a> 1; fo nehme man.x fü, 
daß a — 2X = > 1, welches immer möglich, da zu. dem 


Ende nur x er -V genommen uwerden brauht 


a<ım *2. x< Ir - * 
zugleich, welches offenbar immer möglich iſt; fo * man 
—* | 


a’x? a3x? 
ed ed 


welches fich widerſpricht. Alfo Fann "auch a nicht > 1 | 
feyn. Folglich ifta—1, und demnach 


x? x⸗ 
ertragen 

x? - 
——— 


fuͤr poſitive x. Fuͤr ein negatives x iſt sin — 
== — sinx, cos (—x) == cosx, woraus leicht er: 
hellet, daß obige Reihen auch für negative Bögen gelten, 
Alfo hat man nun auch EZ == cOSxöx, õ cosx 
— — sin xõoõx. | 

18. Da tangx = ur iſtz fe erhält man. Teiche 
nad) einer befannten Regel dtangx = . Sey nun 
y=Arctangx, bi.tansymx;fif 
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Amer =0:= = = (1 Ftaügy?) a 
= (1+x?) dArc.tangx, 
Folglich — (15.) | 
Are, ‚tangx = — — 

Entwickelt man nun der Leichtigkeit wegen — 
in eine Reihe, und ſucht die hoͤheren Differentiale; ſo giebt 
die Maclaurinſche Reihe, nachdem man in den Diſſeren⸗ 
tialquotienten x = o geſetzt hat: 

Krb taugen me x di Te | 

Man wird aus diefen einfachen-Beifpielen kon ſchen⸗ 
wie fruchtbar die Maclaurinſche Reihe an Folgerungen, 
und wie leicht ihre Anwendimg auf die Entwickelung der 
Functionen in Reihen ift. 


Anwendung auf die Entwidelung der 
Differenzen und Summen, 


19. Die in (10.) gefundene Reihe läßt ſich auch, *8 
Yy-ı= z ift, — 
yet. 1* —— nes 
oder, wenn man y gewiffermaßen als Factor- abfondert, 
und bei der Multiplication fi nur genau an die Verbin: 
dung erinnert, in welcher es mit dem Differentialzeichen 
ſteht, aud fo; 


a 9 —* 52 
—V N Ir. 








i 

Öx Öx br — Fr b 

Nun erhelet aber augenblicklich ohne weitere Erläuterung, 
daß immer. 


ve + +r..+ k= Sk, 
" ( öx Ri öx =) | 
und 6 Folglich | 
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1175] 29? 293 
y=17.+5 + 8:0 +.» 





2 1.2.3 

Ay= 9 _ily, 

+1... 
ee ty 


iſt, wobei man fich bei der Entwickelung an die Bedeutung 
der Berbindung zwiſchen y und den feheinbaren Potenzen 
von d zu erinnern hat., | 

Für Functionen mit einer veränderlichen Größe, wenn 
man zugleich ĩ Ax ſetzt, erhält man hieraus 


0 
’ AX-- Ax 
ars— ———— 21. 


‚2W. Wir wollen nun einmal ſetzen, daß A”y durch 
eine Reihe von der Form Ä 

. Adıny + Bömtiy + Cdnt2y +.,, 
bargeftellt werden Fönne, wo A, B, C, D x, bloß von 
m abhängige Größen find; fo folgt aus F | 
Autiy= A (am) = SAL, DAN FAT...) 
mittelft obiger Vorausſetzung leicht: | 
Autıy= 4 aontay + Bönt2y+ Cön+3y+.. 

+ aomtay hBömtsy+ Chat4y+ ... | 
+ |Adntsy ———— .... 
EAonray 4 Bömt2y + Cdmtsyth... 

eine Reihe von ganz ähnlicher Form. Da nun, Ay dieſe 
Form immer wirklich. hat (11.)5 fo hat fie auch A"y. Die 
Meihe für Amtiy laͤßt ſich aber auch fo darftellen: 
—— | Ad + Bömts + Gömr2+..| < 
+ JAdm 4 Böm4 + Oöm+2+ | Try 
0: 


+ [Am 4 Bömss +odmt2 +. 0, 
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nach ähnlichen Principien wie vorher; dieß giebt: ER 
Autiy= a4 Böm+1 + Cönt2 +.. 2 


H ta 
MM Dt 1. tert [3 i 


woraus leicht: | i 
folge. Nun war be —* wenn wir 
i — 4 2 T i — =N 
Öx ar ar 
feßen; ; | 


ER ge Alſo 
Ay= II y-( 4) y 


E- J. 
_ Ay 2% BE Ds i - 
ary= AL ,Ar, =(e' 1). Yy: : x 
A’y Ay — 
y= (> a Re 
und folglich — — — 
i 19 20 


re ee 


2. Die yareiellen —— von y, in Bezug auf 
xı xı x, %. allein als veränderlich, bezeichne man durch 
Ayı Ayyr A,y, und die Werthe vony, wennn+1, 


n,n—1, n—2, n—3, zc., veränderliche Größen biefer 
Function eine Veränderung erlitten. haben, durch y, 


, y, ꝛxc. Laͤßt man nun“ fich nach x verändern; | 


fo ift Offenbar | 
| y-Y’+Ayı 
‚ober, wenn man fi) y“ abgefondert denft, da biefe Be. 


frachtung — auch auf die — Werthe von y an⸗ 
wendbar iſt: 


y = (14 An)y" ’ Y=(1# An-ı)y” »y "(td Aiza)y” 8 
RE ‚yatı)Sz (174 .) y - 
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da yr+1) Her. Werth von y iſt, wenn ſich nur x veraͤndert. 
Durch ſucceſſive Subftitution erhält man hieraus: 
| y=(1+An)j(1# Anni) :. - (44 4,) 9 \ 
oder, da die Ordnung, in’ welcher man die veränderli= 
chen Größen fid) verändern eu offenbar ganz willkuͤhrlich 
iſt, * 
Bere . -(HA)y=r tan 


Ay= e+a,)Fayp rag) il y=Py. 
Folglich erhält man nach (20.) Ä 
* 222 Ay = P? 
ay= y'’y u, * Jı 
yo AI Ayitpi 
27 Ex y * y P°y, 
en x. 
Alfo überhaupt; 


a= [ira jrajfet a) 1j"7 

22. Sest man in y = fx nach und nach immer x+i 
für x; fo erhält man, fucceffive, Ausdräde für f(x+1), 
f(x +2), EG SH ꝛc. durch die Differenzen von y. 
Das er zu ne allgenteine Sefeg ift; 
Te 2 — CA er mu Aytı.. 
Mat dem — — Sabre f äber: 5 


N My ni 


Seide ee — — die su — Po⸗ 
tenzen von n gehörenden Glieder alſo einander gleich feyn. 
Dies giebe, wenn man die der erſten Potenz re 
ar nimmt: 

at AytFAy—ıNyH+. 
ea 4A? +3 — satt. ) y 





i. had (16.) F 
i 2 = floguat IF A)| Y " 
Sey nun uͤberhaupt J res | 
— F 
am=P 


4 


Taylors Lehrſatz 27 
fo ift nach dem — E — 


jm+1 — =i = llog nat ¶ +A)I P- 


Sets erhält man nad) und nach? 
i = = er Ay} y = Br 
„er = = Hognat (1 + Alp= lognat (1+ N 
i⸗ —* = {lognat(1+ A)} p’ = llognat(f-+ A)’ y=p", ꝛc. 
woraus ſich leicht ergiebt, daß überhaupt = 
im, EOSTBEETENN ER EEE 
Sr nun y eine Function mehrever ee rien; s 


fo ift 
= ogmt(ı + a)” ! 2 — u | | 
Een 


Fin =. Day _ = fognay(1+ 2,)] ” ya ꝛc. ® — | 
Alfo für m — 1, wenn mar mot auf beiden Seiten 
addirtt 


pi Brad} 1 Be 
* = jogmat| (1 +A „( +A JG + — A) Ir . 
Aber nach (11 und * ) 

lea y=®%y, 


— Ua (rar) TIER 
Alſo 
= |1og nat (1 vor. 


Iſt nun — u. "yzzp fo iſt — ea pʒ 
alſo nach der vorigen Formel: 


ER ..getty = |log nat ch PB . . 
an Feigtid ſucceſſ ve: — 
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, = tg nat, 40) — tn 
| = \1og nat 1 +A)] p= * nat a+ay} — 
| di [108 nat vn. p’= [log'nat (1 ER yapt, ı 
u. ſ. f. 
woraus man fötießt, daß allgemein für Sunctionen meh— 
rerer veraͤnderlichen Größen! 
Gomꝝy jo nat (1+ a)|” y. 


23. Es giebt aͤhnliche Formeln für die Summen (DIE. 
ferenzenrechnung. 70, 71:),.. deren Grundformel ber 


kanntlich ua 
eins: .. , ee 
iſt. Nach Koi: 
| Am = Aöaz + Böutı cConataa 
wo A, B, C, ı nur von m abhängen. Sole, wenn 


man ze nimmt: ı ° 
| u = Anöm Barden 4 cznde es « 
Dan Er nun? SE 


OMZ - 


* a Fa in. 
Bejeichnet in ox durch i i, ſo iſt 
dez = im * = iny, 


*1 


—D——— = jimt1 * Br! 


Gmtau—ime Det = juf2 er 26. x 
Folglichh | 
. S mydım—  AimZuykBimtı Zn Ir Ca? Zu = 4. 
u Baza Y By. 
Zuy = I, Sayöxm — i⸗ a: — 


= —— + Gm = +; 


Setzt man nut fär y nach und nach 2 Zur Fr I u 3 y er= 
hält man hieraus: 
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— 00 
*3* — — = See 


BEE 75 Bu j j 
om-iy 4 Om 


dmy “X m Oti 
ER =uy7+ et 


mt+1 mt+i +2 : | 
2 UNE EN + x. ꝛc. 
Nadh gehoͤriger Subſtitution dieſer Ausdruͤcke in die 
obige Reihe für Sey erhält man eine Reihe von folgen: 
der Form: | a 


Zu = Ar paydmn ge  pmeiyan ... 


ri 


.. ES yÖc + Ampıy + Ani Ir. *F 


Setzt man nun y e*; fo erhält man nad) (16.) Teiche 
ory m yox“, Afoy— e* — f" yox". Auch ift 
= ‚ det = eti— er = ex (ei — 1), | 
ex . x j er 
‚ex -57, Ze=ug: Smex — (ei_1jm = : 
Subſtituirt mar nun diefe Ausdrücke in die obige Rei— 
he für Z"y, und hebt durch e* aufs fo wird 


1 A, 5 Ar x 

| j + Amyı + Ampel + Aus? he 

Folglich auch nach ähnlichen Betrachtungen wie früher: 
ö m 


(A 


e -iy= 


A, 2 4 _Am 
Ku 07 mi K;; 
+ Am+ıy + Ami = Ah Anısi? ei +.. 


_A: O-m A, O-u-ly ä N 5 
= at ut + 
+ 


Hy v Amt: 4 Ani? —34 Er wer 


/ 
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Vergleicht man Dies mit ber Reihe für Zry;. r ſchlleßt 

wan — daß res 
„Zu == je m A y 


2 


wenn man nur überhaupt für. a, ‚dh wenn negative 


Erponenten vorkommen, Jryox® feßt, oder bloß en in 
Sr verwandelt: 

24. Aus der: für * vorher vie etz 
hält man leicht 


J = 4, — — u u 
| 9 +7 Art, — 
woraus unmittelbar ähnliche Reihen fuͤr — a JR yaxn-ı 
bis = — folgen. Ferner erhaͤlt man aus (22.) 
N = = P,Ay+9, Ary+B,Asy +. 
| 33 O α—ο, A A... 2 x. 


Nach gehöriger Subftitution erhält man fürs * — ei⸗ 


ne Reihe von folgender Form: 
MZey+ BZzmiyh..+M — — ——— 
Setzt man nun wieder y — e*; ſo ergiebt fi 4 da 
Amex = ex ion | 
iſt, ganz wie vorher: 





TE B | M’ i — 
Str te tr 5 


+ N + O’li-1) + P —— 
Da nun ĩ — lognat = lognat (1+e—1) it; fo 
ift für e — — At 


= |lognat (1 + A] — 
=NA-m+B' —— .+MAT+N + OAH+PA: +. 
Dies, mit = 1 fuyoxm verglichen, giebt : 
* mydxm == Nlognat (1+ al y 
wenn nur für AT? immer Z? geſetzt wird. 
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25. Die Ausdehnung der bier für die Summen ent⸗ 

wicelten Formeln auf Bunctionen mit mehren Verändern 
lichen geftattet det Kaum nit. Schon Leibnig hat die 
Bemerfung gemacht, daß das nte Differential des Pro- 
ductes xyz... det Potenz (dx + ey +92 + ...)* gleich 
ſey, wenn man nur In der Entwickelung diefes Polynoms 
die Erponenten der Potenzen-von öx, öy, Oz, ıc. dem 
Zeichen 9 beifüge, und x, y, 2, x. flat °x, 0°y, 
z, x. ſchreibt. Dieſe Idee hat ſodann Lagrange 
weiter verfolgt, in einer, ſchoͤnen Abhandlung in den Mem. 
de Berlin 1772., und den ‚größten Theil der: hier entwi- 
delten merfwürdigen Formeln verdanft man feinem Scharf: 
finne. Später Bar !aplace diefe Uurerfirhung noch 
mehr erweitert, und alles aus einer gemeinfchaftlichen 
Duelle, der Theorie feiner fonctions generatrices, ab⸗ 
“geleitet, worüber vorzüglich. feine Theorie analytique 
des probabilites. 3, ed. Paris 1820. ..Chap, 1. ‚II; 
Part. I. nadyjufehen if. : Von den Arbeiten anderer 
Geometer über diefen Gegenftand heben wir nur noch ei⸗ 
ne Abhandlung von Brinkiey (Philos. Trans. 1807. 
heraus. Auch fm. Lacroix Traite du calc, diff, et 
int. T. III. p. 60. ff. p.100. ff. - - 


Graͤnzen der Zaylor’fhen Reihe 
26. Syy=f,y=fl+i), Man differen: 
üre, x als conftant betrachtend, y’nahi, und fee | 

ſo iſt, da ZY feini enthaͤlt: ———— 

ri, = ur ai, ?= [hr dir Gonst; 
| α-— Const. 

Es iſt aber, weil x als conſtant betrachtet wird: 


Ay’. fi) _ any’ 
dia T (xy (2)» 


fo daß alfo - fri=o in * uͤbergeht. Beſtimmt 
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man.alfo dag integral fo, daß es füri— 0 verſchwin⸗ 
det; ſo nn Const = = o, und man erhält: 


EI Ay. Hy 4: — 
| = — Dan +[ I Sin+t: oi. * | RR 
Dep erhält man nach und nacht u 


EEE 





ya SER A . + [Bla 
— yöi Sa **. di — + yöi dt . 
41, r on+1 on or rl ee 
u fer a =— I. — ——— ST & % 


alle —— ſo beſtimmt, daß fie für:i = 0 — 
— 
den. Betrachtet man nun in Sf" in Y öir, wo der Erpo- 


nent am Integralzeichen die Anzahl der aufeinander folgen⸗ 

den Integrationen bezeichnet, bei der Iten, Aten, ‚SIten, 
.. a@—1jten, rten integration, r—1, r—2, r—3, 
1, fein di als conftant, und beftimme jedes Integral 
bo, deß es für — o verſchwindet; fo iſt 


—— die = a [SL di _ 
SE dir = dir—2 safer ar di. 5 

2. a EE äi | 

F dir SFor 7. HE öi a: 


——— „u a 
S Oin+i di — as | . — ER. di ru dir “‘“. / 
Fuͤr n iſt alſo: 


n+1 On+1 5 a Ony n Ony — 
Oin+1 — *8 ei 





| fo deß alſo 





day ja On-1y in—1 + — 
AOOOO——— 


yi 
2 
Ay in Om in—1 öoyi_ 
1 Zu '1..n I; ET OPER ep 2. 1 J 
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weil — y + wirklich der Werth von Roĩ — Foy’ 
—yiäf, a) für i i F 0 — Es iſt alſo 
y=7+ x Ita ıst u 
* in n+1 On+1 
+. 1. 7, —— dinta 
Dieſes Verfahren hat zuerſt D'Alembert (Recher- 
‘ches sur differens points importans du systeme du 
monde. T. J. p. 50. Aud f. m. in diefem Wörterbuche 
D’Alemberts Lehrfag.) gebraucht, den Taylor'ſchen Lehr: 
faß zu beweifen, ohne jedoch Taylors als Erfinder zu ge: 
benfen. Auch Cauchy (Resume des lecons donnees 
ä l’ecole polyt. sur le calcul inhinitesimal. T.I. Paris. 
1823. p. 145.) trägt den Sag erft fpät-in der Integralrech⸗ 
nung vor, feinen Anfichten über die Analyfis des Unend: 
lihen gemäß. Die wichtigfte Anwendung von D’Alem: 
Iberts "dee hat aber Lagrange gemacht. 
2.27. Esiftnämlih (Thl. II.S. 783.)überhaupt: SPQox 
' ==ePfQax —foPfQöx. Folglih, wenn X irgend eis 
ne ne Function von x ift: Ä 
SXOx = [Xöx,; Xõxꝰ = [OxfXox = x/[Xdx — [xX0k, 
S?Xox° —— xõx/ xõx - õx xxox 
=; ri JX0x — 4 [Xx?0x—x [xX0x + [äAx’ox. 
= 3° SKöx— 2x [Xxdx + [Rex 
Geht, man auf biefe Urt weiter; fo ergiebe fich leicht alls 
gemein: 
St! Xöxnt1 ea die [ent Xcõx 





ER nt nn END jür 


Rimmt man alle Integrale auf der rechten Seite fo, daB 
fie fuͤrx — o verfhwindenz fo iſt das vielfache Integral 
auf der linfen Seite auf gleiche Art beſtimmt. 


28. Fü * an —=A en man hieraus: 


mr 
fe+1 Adin+1 = = = jr /Aai — — in-1 aioi 


, + 260 * — P ..... pr = — ʒAaro 
— = £ . - C 
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Bedeutet aber © eine conſtante Größe, fo ergiebt fih mit» 
telft Entwickelung der Potenz nah dem binomifchen u 
ſatze leicht: 

Aöÿ ivot = @/Adi— 2 Br-1.+ Aioi 


— VAis- idi / aindi 


Alſo rat = —— SA(0— iyrei, vorausges 
ſetzt, daß man das Integral auf der rechten Seite fo be: 
ftimmt, daß es für — o verſchwindet, und nad) ber 
Ssntegration überall i für O ſetzt. 


Jenachdem man aber x oder ĩ als conſtant ———— 
iſt immer: 
| "Only On+if(x+i) Ontiy’ dn+iffx-i) 
Oin+t ” Baripr xt — (AxHi),;a+t1’ 
d. I = Br und folglich 
On+1y’ 
xa+i 


das Integral wie — ee: 
Serner fee man O—i— — ıi—0(1—z), 
4 = — .00z; fo ift | 
On+1y’ 


+1 Adin+1 =-.= On+1 —* nör, 























das Integral fo genommen, daß es für io, d. i. 
z 1, verſchwindet, und dann überall i für ©, d. i. 


y = —i=o, geſetzt, d. h. das Integral von z—1 
bis z — o genommen. Sind nun Y(z) und w(z) zwey 
Werthe unfers Integrals, fo befchaffen, daß (1) — 0, 
y(o)=B; lO—B'; ſoiſt y(z)—=yY(z) 
‚A C,‚v(o)=y(o)+C, vl) (1) 4 03 und 
folglich, wenn man ſubtrahirt: v) — v(l)= '9(0) 
— p (1), -yll)=%Y(o), - BB, -—B=B. 
Folglich) nach der bei den neueften franzöfifchen Schriftftel: 
lern gewöhnlichen Bezeichnung der beftimmten Sntegrale: 


o Ontıy’ 1 du+1'y’ 
1 Oxuft andı = o Oxu+ 1: zdz 


Folglich hat man; 
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a je  in#1 On+iy’ 
ee er 2 
Für das in dem Differentialquotienten vorfommende i muß 
man vor der integration überall O(1— z), und nach der 
Integration für © überall i fegen. Bei der Integration ift 
x als conftant zu betrachten. | 

Aus der Vergleihung mit der unbegränzten Taylor’s 
ſchen Reihe folgt leicht: Ä | | 

ints_ fi Ontiy on, ty ‚dert 
1...nf, Omti " ee) | 
On+2 in+2 n43 in43 

nat 
wodurch wir alſo zugleich zur Summirung einzelner Theile 
der Taylor'ſchen Reihe gelangt ſind; das Integral iſt im— 
mer wie vorher zu nehmen. 

29. Fuͤr die Anwendung der Taylor'ſchen Reihe auf 
Geometrie und Mechanik ſind die vorigen Unterſuchungen 
ſehr wichtig, weil ſie zugleich zu dem wichtigen Satze fuͤh— 
ren, daß die Summe aller Glieder dieſer Reihe von irgend 
einem Gliede an bis in's Unendliche durch Verkleinerung 
bes Increments i Fleiner gemacht werden kann als jede ge- 
gebene Größe. Um den Beweis völlig deutlich und freng 
führen zu Fönnen, halten wir folgende einleitende Betrach⸗ 
fung für nöthig. 

30. In irgend einer Function X von x gebe man dem 
x zwei Werthe a und b, und fuche die Summe aller in 
dieſem Intervalle von a big b liegenden Werthe von X zu 
beftimmen. Zu dem Ende theile man b — a in.n gleiche 
Theile, deren jeder —i; fo find die den Endpuncten die-⸗ 
fer einzelnen Theile von b bis a entfprechenden Werthe 
von X; - 


a rar a ae 
X Ai,NMX 22. i2 
X — Ser ad aller ver 
X 3i,0X 37.12 
ale Er Sr re 


a u a bb 8 8 8 FU Di ee 
o’KX n?,i? 


ni 
a A a ae 
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wenn man überall b’für x ſetzt. Die Summen der Wer- 
the von X im den einzelnen Fleinen Intervallen find, mit 
deſto — — ‚ je kleiner i iſt: 


— 0X, i2 , 
ij ed. | 

e 0X 22.12 
Kur ıt 37'723 ll 


De X ni BEE 
HMI te Eee 1 
fürx=—=b. 


Solglich nach. der befannten — der Summe der Po⸗ 
tenzen der natuͤrlichen Zahlen (Potenz. 29. ff.), wenn die 
Zeichen (.) uͤberhaupt beſtimmte von n unabhängige Coef— 
fieienten bezeichnen, nach einigen leichten Derwandlungen, 
die Summe aller Werthe von X in dem Intervall von: 
Seh a zb} | 


X.ni— * 5 3 (ni)? 2 Oil 
+ | mi? + 9a + oa 


b=-a 6GG3xX de a)? , 0? —a)? N 

17-5. +38 2 er a 
wo Pi irgend eine für 1 — o verfihwindende Function von 
+ bezeichnet. Ueberall muß x — b gefeßt werden, und 
die Summation gilt mit deſto mehr Genauigkeit, ie Fleis 
ner iift. Um zu völliger Genauigkeit überzugehen, myß 
man i —ofesen. Dies giebt die Sunme aller Werthe 

vou X von x — a bis X—bt 

x. 

— a. 3 Ba 
firx—=b. 0 


Für fXdx — iſt: 








Die Werthe von yfrx=amdxr—=b bejeichne man 
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durch y., Y635 ſo iſt, ‚wenn man X (x —a) id für 
X nach der Taylor'ſchen Reihe ſetzt; 

pay. Bi... 
und folglich. wenn man x—bfegt: 
— = — 
Alſo ift die Summe aller Werte von =, in dem Intervall 
vonx—=abex—=b, =y— y MXGõx, da 

Yo — Yu offenbar diefem beftimmten Integral gleich iſt. 

31. Nehmen wir nun im Folgenden immer bloß auf 
die  abfoluten Werthe ver Größen Ruͤckſi cht, und ſeyen M’, 
m’ der groͤßte und Eleinfte Werch von X in dem Intervall 
von x ⸗ a bis x = b; fo ift gewiß immer _ 

BEE >; Xöx <(b—a)M‘, 
und, wenn X in dem angegebenen Intervall ſein zide 
nicht aͤndert: | 

| M X0x > (b— a) m’. ER, J 

Aendere nun in dem Intervall z — 0 bis z—1, bi. 
wegen — O(1— z), und weil i für O gefegt wird, 
vni—ibisi—o, — wegen der Kleinheit von i 


fein Zeichen nicht, und feyen M’, m’ der größte und Fleinfte. 
Werch diefes Differenrialquotienten im angegebenen Inter 
vall; ſo iſt klar, daß 24 


E EHI ad < Mund, < 
— zuda > ft maadı, > Mur 
wo natürlich M’, m’ als conftante Größen zu betrach— 
ten ſind. 
Folglich ſind nach dem Obigen 





„ym=X. 





ey oa im, M’in+1 
yt%° Tr ai a -T..a-+ıy 
oy > „nm in41 








2137 — + a — Les imF1) | EL 
zwei Graͤnzen * die deſto näher an einander fallen, je: 
kleiner i iſt. Sind, jetzt mit Beruͤckſichtigung der 
nen 'M,m der ‚größte und — Werth von 


38 Taylors Lehrſatz. 


Gate in dem Intervall von i = bie i— b3 ſo er. 
giebt eraus unm ittelb v,d 
giebt ſich hi * i — ! ei — 


1..(n+1) 
Oy õay min 4 
Sr ct item 


32. Beruͤckſichtigt man nun wieder bloß die poſitiven 
Werthe; ſo folgt hieraus auch, daß 
— Min- -_- Oa+1 amt. ja 

1. arm > Ber 1. Demts: * — | 
Nun ‚nehme man , welches, wegen ber Stetigkeit der Func⸗ 
tion in kleinen Intervallen, offenbar immer möglich iſt, 3 
fo Elein, daß a zwiſchen i und o entweder immer zus 
oder abnimmt, oder fi) immer gleich bleibt, und bezeich⸗ 
ne den groͤßten Werth dieſes Differentialquotienten in die: 
fem Intervall durch M”, und den entſprechenden Werth 


von i durch 3, irgend eine noch fo kleine Größe aber durch 
v; fo fann man ee 5 gleicher Zeit 


10r, 12 ri bi: % 
iR dei. or te | 
nehmen. Da nun in dem Intervall zwifchen i’ und o obi⸗ 
ger Differentialquotient immer zu: oder abnimmt, oder fi ch 
immer gleich bleibt, und i, welchem M’ entſpricht, <i 
iftz fo ift offenbar immer M’< M”, 
Alfo —. M’in+1 Kar M’”in+1 
..(n-+1) 1...(n+1) 
und man kann folglich um fo mehr i immer fo Flein neh» 


men, daß 5 MH, alſo auch 


1...(a+1)? 
Ss —— in+1 — On+2y in+2 
"mt rmamtaer nat 
Fleiner als jede gegebene Größe Y — | 
Setzt man » — FL, wo man Em I als eine "gegebene 


Größe annimmt; fo erhellet, daß i, welches immer ein 
echter Bruch feyn kann, , jederzeit fo Flein angenommen wers 
den kann, daß 


Ontiy in#1 ar — ja 
oa+1 '1..(a+ < Amin 
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d. h. man kann i immer fo klein annehmen, daß die Sum⸗ 
me aller Glieder der Taylorfchen Reihe von einem gewiſſen 


Gliede an bis in’s Unendliche Fleiner iff,. als das dieſem 


Gliede voraufgehende Glied. M. f. Lagrange Theo- 
rie des fonctions. p. 54., und Lecons surle calcul 
des fonctions..p. 88 Lacroix. Traite du calc. diff. 
etc. I. p. 380. III. p. 396,, und Traite elem. du calc. 
diff. etc. ed. 2. p. 596.; zwei Abhandlungen von A m: 


pere im Journal de — polyt. Cah. XIII., und- 


ven Annales de Math. XVII. p. 317.; „Recherche sur 
la sommation des termes de la serie de Taylor par 
HippolyteVernier. -Annales de Math. XV, p. 
165., wo das beftimmte Integral noch weiter entwickelt 
iſt; die ſchon oben (26.) angeführte Schrift von Cauchy, 
und a a As höhere Analyfıs. Tuͤb. 1811. 
©. 38. | 
.33. Um ein Beifpiel zu geben, fey y = a”; Mm 
y = at; fo ergiebt ſich leicht 
On+1y’ 
Oxu+1 





= ati (logn a)ayı 


Der größte und Fleinfte Werth in dem Intervall i —i bie 


i— o find offenbar 
arti (logn ayaaı, ax (logn ayın, 
und folglich die Graͤnzen der Glieder vom = + Vten an 


in der Reihe für at’: 
ax+i’ilogna)n+1 a* G zog a)n+4 
"Tea+) * ..(a+1) 
Wolle man den Werth der — dieſer Glieder or 
finden; fo müßte man — 
| n ur 202 
nach den Vorſchriften in (28.) beſtimmen. Es iſt aber 


ET zz — arkı+i. a@l—2) zuz 


fie Iogn a — k Nun erhaͤlt man leicht nach der 

Formel 
| [PQöx = PrQdx — SOPfQäx: 

ga) az „U-) za+1 + — zn+107 
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woraus ſich leicht — wenn man zugleich m fuͤr 241 feit: 
ya zadz m — - „guU— —E — za=10z 
 nza-ı (na 
—— + ao: + “er —— 
(n—1).. (n—1)...1 

..f - en + — 
Nimmt man nun biefes integral von z = o bis z—1, 
und fest i für 03 fo erhält man: 


in 1 it On+iy 
I. Jo Oxu+1 20a 


_ & (kinkt [nn 4m in n(n—1) 


per kiats ki (Kr er — 
2 
ki (ki)? . (ki)* er 
= a m-7- een 5 


welches auch aus ber bekannten Reihe für a* unmittelbar 
folge. 

Für y = x“ find die Grängen: 
m(m—1)...(m—n) ann Mm—1).. (mon) 1:5 
2.5... Br, WARTEN * ni 
und. eben fo in andern Fällen. 2 Ä 


Anomalien der Taylor'ſchen Reihe. 


34 So lange x eine völlig unbeſtimmte Größe bleibt, 
kann f(x-+i) immer in einer Reihe nad) den pofitiven 
ganzen Potenzen von i entwickelt werden (3). Legt man 
aber dem x beftimmte Werthe bei, ſo koͤnnen hiervon Ab— 
weichungen ſtatt finden, wie z. B. in den Functionen 
cot (x 4 i) und log(x-+i) für x==o (Cyclometrie. 15. 
Logarithmug. 23.). RT nämlich x unter Wurzelzeichen in 
ber gegebenen Function enthalten; fo Fann es kommen, daß, 
indem man a+ifür x feßt, die Conftanten der Function 

das a aufheben, und fo i unter den Wurzeljeichen bleibt, 

wodurch gebrochene Potenzen von i entſtehen. Eben fo 
koͤnnen negative Potenzen von i entftehen, wenn x fi) in 
einem Menner befindet, und die Eonftanten der Function 
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den beſtimmten Werth a deſtruiren. Iſt z. B. y — 
Y= +V @—a)t; fo ; fo erbäte man firx—a +i: 


y=- Yıtzpat!' = 
Fuͤr — b iſt: | 


Harıaat, ler c. 


Alſo 
Yabtk-ajt ti RED — («—.)? 2 +.. 
yb-@-9t-}0-)3.2 440-0... 


Für x — a reduciren fich diefe heiben Werthe von y’ ‚auf 
b, ſo daß alpb- Yi=b ſeyn muͤßte, wenn 
x a die Form 
tat ter .. 
beibehielte. Die franzöfifchen Schriftfteller bedienen fi ch 
in dergleichen Fällen gewöhnlich des Ausdrucks, die Tay: 
lor’fche Reihe fey en defaut. Indeß hat fhon Lacroix 
auf die Unrichtigfeie diefes Ausdrucks aufmerffam gemacht, 
indem es vielmehr als ein Vorzug der Analyſis zu betrach⸗ 
ten ift, daß fie die Fälle, wo gewiffe Formeln einer Aus: 
nahme unterworfen find, felbft anzeige, fo wie denn hier 
in der That die Tanlor’fche Reihe feldft andeutet, daß für 
„ben beftimntten. Werth x — a die Entwicdelung von 
f(x +1) nach den pofitiven ganzen Potenzen von i uns 
möglich ift. Eine vollftändige Ausführung diefer Unterſu⸗ 
ungen, wie fie bey Lagrange Theorie des fonc- 
tions. Chap. 5., und Lacroix Traite du calcul diff. 
etc. I. Chap. 3. zu finden ift, geftattet hier der Raum 
nicht, fo dag wir ung u. folgende wenige Bemerfungen | 
befehränfen müffen. 

| 35. Enthält f(a+ i) —=y, negative Potenzen von i; 
fo ift fa, d. i. fx fuͤr x — a, — C, woraus umgekehrt 
ſich ſchließen läßt, daß fla-+i) negative Potenzen von _ 
enthalten wird, wenn fa. Differentiirt man y, 
nah i; fo werden auch offenbar alle Differentialquotienten 
. negative Potenzen von i enthalten, und demnach für io 
unendlich werden. Nun iſt aber . 
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— dy 2 ji? . 
ET ren +... 


a 
O2y' Hy ir. 
ER, N: 
= 1. ei “ ja 
0?y 0?y gr i2 > 
Per tn er 
e | 24 23% GE 
Alfo 
di day! _ 
Oxn — din” 


Folglich ET. für x—a uni=o, b.i. * für imo, 
* * fuͤr x Za und i ⸗ o, d. i. ⸗ 7 für — 
Alſo iſt, wenn — für x — a une wird, nad) 
dem Dbigen auch © —32* — — fuͤr x — a, und die Tay— 
lor'ſche Reihe liefert in dieſem Falle für k(a +i) gar fein 
brauchbares Mefultat, wie u. A. die Entwidelung von 
cot (xX+i) fürx = o zeigt, da cotx für x= o uns 
endlich ift. 

36. Enthält die Keihe für k(a + i) gebrochene Poten⸗ 
zen von i; fo fen Ä 

fah)=A+BI+,, 4 Lu + Min+,,. 
und m der Fleinfte gebrochene .Erponent, ſo daß m >|], 
aber m <I+1;ift. Differentiire man . i; fo er: 
giebt fi: 
2 =B+ 2Ci +k....+ ILil=3 L mMim-1 4. 


= 2C+2.3Di4..+1d-D —— 


—— 3° =23D+..+1d-1)1-2) LI -mm-1)(m-2)Mie-3+... 


ꝛc. ꝛc. 
Alſo frimo: 
2 
— = 2C, 


‚Ay 


mn, ‚3D, x. Zi = 2.3:.1L; 
d. i. nach (35.) für x— ar 
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fo daß alfo A, B, C,:..L mit den ſich mittelft der Tay⸗ 
lorſchen Reihe ergebenden Eoefficienten offenbar identiſch, 
und letztere als völlig richtige Reſultate zu betrachten find. 
Leicht erhält man aber: eg 
— = m(m-1) .., Min-1-1 +ı.. . 
Folglich, dam <I+ Lift, der Werth von TE für 
i=o,bi 7 fürx — a unendlich, und Malſo mit⸗ 
telft der Taylorſchen Reihe unbeftimmbar. 
Diefe Betrachtungen zeigen, daß fo lange die Differen- 
fialquotienten von y in Bezug auf x für x — a nicht 
= co werden, die Zaylorfche Reihe die Glieder . von 
f(a + i) richtig liefert, daß dies aber nicht mehr der Fall 
ift, fobald ein Differentialquotient unendlih wird, und 
dag nun i einen gebrochenen Erponenten erhält. Um ven 
noch zu entwickelnden Theil der Reihe zu finden, ziehe man 
den ſchon entwickelten von f(a+i) ab, und bejeichne den 
Reſt durch K. Man fere nun R= A’+ Mi", fo daß 
namlih A’ den Werth von R für i — o bezeichnet, 
und 3. die höchfte Potenz von i ift, durch welche ſich 
R— A’ dividiren läßt, fo daß der Bruch I = M 
für — o weder =o, noeh = w wird, wodurch M, 
m beftimmt werden. Ganz eben fo fee man M—B' + 
Ni, N=C’+Kik, ꝛc.; fo erhält man; 
R=A +Bin 4 Cintn %.,. 
die gefuchte Entwickelung von S. 


Oft muß man fich in ſolchen Fällen befonderer Kunfts 
griffe bedienen, und zu Entwickelungen mittelft anders wo: 
ber befannter Meihen zurücfehren. Auch läßt ſich in 
f(x +1) demx oft ein brauchbarer Werth geben, wie z. B. 
bei der Entwickelung von logn (x 4 i), wenn manx—1 
je wodurch man bie befannte Reihe für logn (1 +1) 
erhält. 





4 Telioſadik 


Telioſadik, nennt J. F.E. Werneburg in ſei⸗ 
ner Telioſadik, oder das allein vollkommene unter allen 
Zahlenſyſtemen, u. ſ. w. Verlagshandlung fuͤr die neueſte 
Literatur. 1060. (dodecadiſch), das ee, deffen 
Grub! zwoͤlf iſt. ſ. Dodecadif. 


. Terminus; f. Gtied. 
Terminus generalis, f. Reihe. 25) 


Tertie, ſ. Minute. 


Testudo quadrabilis ————— ſ glo⸗ 
rentiniſche Aufgabe: N 
Zetradif, f. Tetraftif. 


Er rr f: Polyedralzahlen i in Polygonal- 
zahlen. — 
——— wuͤrde daſſelbe in Bezug anf die 
| breifeitige Pyramide zu leiften haben, was die Trigonomes 
trie für das Dreieck leiſtet, d. h. fie müßte die Auflöfung 
der folgenden allgemeinen Aufgabe geben: Wenn von den 
Stuͤcken, die zur Eonſtruction einer dreifeitigeu Pyramide 
gehören , 6 zur Beftimmung der übrigen hinreichende ges 
geben find, die übrigen Stuͤcke zu finden. Beiträge dazu 
enthalten: De Gua propositions etc. sur le tetraéë 
dre, ou essai de tetraedrometriä. Mem. de Paris, 
- 1783. p. 363., und vorzüglih Carnots Abhandlung 
über das Verhältniß, welches zwifchen den Entfernungen 
von 5, willführlih im Naume angenommenen Puncten 
befteht. (Carnots Geom. d. Stellung v. Schuma- 
cher. II. Altona. 1810. 8. 254.), und in gewiffer 
Ruͤckſicht auch die ſchoͤne analytiſche Abhandlungen von La⸗ 
grange uͤber die nee Pyramide in den Mem. de 
‘ Berlin. 1773. p. 149. L. W. Feuerbach Grundriß 
zur analyt. Unterf. der dreieckigen Pyramide. Nuͤrn— 
berg. 1827. | 


Tetraedrum , Zefraeder, ein regulärer, von vier 
EL nme a ©. bieleckige 
Körper 


’ 


Tetragonatzahl. 85 


- Teteagonalzahl, gleichbedeutend mie Quadrat: 
zahl in der Meihe ver Polygonalzahlen. 


Tetragoniſche Linie, f. Proportionalzirkel. (6). 


Tetragonismus, f. Quadratur. 


- Zetragonometrie, in jegt gewöhnlicher Bedeutung 

ſ. Trigonometrie. (V.) JobiLudolffi, Math. Prof. 
et Senat. Erflurtensis, |Tetragonometria tabularia. 
Francof. et Lips. 1690. 4. ift der Titel feines Werks, 
welches die Quadrate aller Zahlen von 1 bis 100000 ziem: 
lich richtig enthält. Er | 


Tetragonum, Viereck. 


Tetraktik, Tetrakths, ift das Zahlenſyſtem, def: 
fen Grundzahl 4 if. Ariftoteles (Probl. Sect. XV. 
Probl. III.), in dem er die. Urfache, daß faft alle Völker. 
bis 10 zählen, in der Zahl unferer Finger findet, erwähnt zus : 
gleich eines thracifhen Volkes, welches nur bis 4 zähle. Da— 
durch ward Erhard Weigel veranlaft, die Regein der tes 
traktiſchen Arithmetik in beſondern Schriften (Aretologisti- 
ca velLogistica virtutum genitrix. Norimb. 1687. Te- 
tractys, summum tum Arithmeticae, tum Philoso« 
phiae discursivaecompendium; artis magnae sciendi 
gemina radix. Jenae. 1672.) ju entwickeln. Zugleich hielt er 
diefes Zahlenfyftem für einerlei mit der Tetraftyg der Py⸗ 
thagoraͤer (Tetractys, Tetracty Pythagoraeorum cor- 
respondens. Jenae. 1672.), wogegen Weidler und 
 Mannerroiefer philofophifhen Schule die Kenntniß des 
defadifchen Zahlenfyftems. beilegen. M. f. über die Te=- 
traktys der Pythagoraͤer Thl. J. ©.185. Telauges, 
des Pythagoras Sohn, ſchrieb, nach Suidas, dar— 
uͤber eine beſondere Schrift in 4 Buͤchern, von denen 
Montucla (T. J. p. 125.) jedoch meint, daß fie die Muſik 
betroffen hätten. V. Thl. J. S. 1885. Barrow (Lect. 
math. II. p. 17.) bezieht die Tetraktys der Pythagoraͤer 
auf die vier damals bekannten Theile der Mathematik, und 
meint, daß die Eidesformel: „assevero per illum qui. 


6. - Tetraltys. 
„animae nostrae tradidit quaternarium“ zu ergaͤnzen 
fey: ich ſchwoͤre bei dem, welcher uns bie vier Theile der 
Mathematik lehrte. 
Bon Weidler gehört noch hierher: Diss. de prae- 
stantia Arithm. decadicae, qua tetracticam et dya- 
dicam antecellit. Vitemb. 1719. 


Tetrakths, f. Tetraͤktik. 
Theil, ſ. Theilung. 
Theilbare Zahl, ſ. Theiler einer Zahl. 


Theiler einer Zahl, Heiße jede Zahl, durch wel⸗ 

che fich jene. ohne Reſt dividiren laͤßt. A heißt ein Theiler, 
oder auch wohl ein Maaß von C, wenn C: A — B eine 
ganze Zahl iſt. C heißt dann durch Atheil bar, und ein- 
Vielfaches oder Multiplum von A. Jeder Theiler 
einer Zahl, welcher eine Primzahl iſt, heiße ein, einf a— 
cher oder Primfactor derfelben. Bei Euclid (VIL 
Def. 16) heißen die Theiler einer Zahl latera, 


1. Jede Zahl läße fih als ein Produfe von der Form: 
ar PR YP 2, WO 0, Pr Yr u.f. f. Primzahlen find, dar: 
fielen. Man divivire zu dem Ende in die gegebene Zahl - 
mit den Primzahlen 2, 3, 5, u. f. f. nach der Reihe, und 
mict jeder fo oft als es angeht. Immer muß man endlic) 
ayf einen Quotienten fommen, welcher felbft eine Prim: 
zahl iſt, weil fich fonjt die Divifion bis ins Unendliche fort: 
feen ließe, welches wegen der Enplichfeit der gegebenen 
Zahl unmöglich if. Das Product aler Diviforen und 
% — Quotienten iſt dann der gegebenen Zahl gleich. 


1260 360 20 
29180 2) 105 ı 
2) 315 2) 90 3) 35 
3) 105 2) 5 97 
3) 35 3) 15 
5). 7 3) 5 
1260 —2.2.3.3.5.7— 22.32. 9.7,360=2.2. 2 3. 3. 5* 


2.325,210=2.3.5.7. 


J 


Theiler einer. Zah. 47 


2. Hatman die Divifion der gegebenen Zahl Ndurch alle 
Primzahlen unter, oder bis, Y N vergeblich verfucht ; fo 
Fanr man fließen, daß N felbft eine Primzahl iſt. Denn 
follte die Prinyzahlp >YTNinN aufgehen, fo daß N;p 
— P eine ganze Zahl wäre; fowäareP<N:YN, d. i. 
P<YVTN, und es würde folglih, da N—pP, eine 
Primzahl <YTN geben, welche inN aufginge, gegen 
die Vorausfegung. | 

3. Gute Dienfte bei diefer Zerlegung in Primfactoren 
leiften die befannten Kennzeichen der Theilbarkeit durch die 
ganzen Zahlen 2 bis 12, welche hier in Bezug auf das de: 
cadifhe Zahlenfpftem Furz erläutert werden follen, aber 
auch) leicht auf jedes andere Syſtem ausgedehnte werden 
Fönnen. | | | 

4. Eine Zahl ift durch 2, 4, 8 cheilbar, wenn 2 in 
der legten Ziffer, 4 in der durch bie beiven, 8 in der durch 
die drei legten Ziffern dargeftellten Zahl aufgeht. Der 
wefentliche Grund diefer Kennzeichen iff, daß 2 immer in 
10, 4 in 100, 8 in 1000 aufgeht, und ihre Nichtigkeit 
erhellet augenblilih, wenn man fic) die gegebene Zahl auf 
die Formen a.10+b, 2.100 + b’, a”.1000 + b”, 
wo b, b’, b” eine ein=, zwei:, breisiffrige Zahl bezeichner, 
gebracht denkt. Die Null wird immer als durch jede Zahl 
theilbar betrachtet. ee 

5. Die 5 geht in jeder Zahl auf, deren Tegte Ziffer ei- 
ne 5 oder O ift. Denn foldye Zahlen laffen ſich auf die 
Form a. 10+5 oder a.10 bringen. Die 10 geht in je: 
der Zahl auf, deren legte Ziffer O ift, da folhe Zahlen. 
immer —a.10find. | | 

6. Eine Zahl ift durch 3 oder 9 theilbar, wenn 3 
oder Yin der Summe ihrer Ziffern, in der fogenannten 
Queerfumme aufgehen. Es ift nämlich überhaupt 

10= = 10 + 10? 410° +... . 4 10m 
—1— 10 — 102 —...—1m-4141. 
=(10—1).14+(10—1).10+(10—1).10?4......4+(10—1) 10m-1.24 
9. (I 4 10 4 102 +... +1008-1) + 1, 
woraus ſogleich erhellet, daß bei der Diviſion jeder Potenz 
von 10 durch 3 oder I immer 1 als Reſt bleibt, und folg: 
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lich immer 100 — 3g’ +1 999 +1 geſetzt werden 


kann. Alfo ift jede decadiſche Zahl 
N = a-+b.104+c.10?+...+n.10%°. 
= a+tb(3b’ +1) +c(3e’”+1)+.......Fn(3n’+1) 
— a+b(9B” +1) HN) +. +-n(9n”’+1) 
‚ =36bbrei+.tnmm)tarbter. tn 
= 9(bb’+ec”+..+nn”)+a+b+c+..+n | 
woraus augenblicklich erhellet, daß 3 und 9 in N aufges 
ben, ‚wenn fie in der Ziffern» oder Queerfummea+b+ 
c+...+n aufgehen. Laͤßt diefe Summe durch 3 oder 9 


% 


dividirt einen Reſt; fo bleibe bei der Divifion yon N dur) 


3 oder I offenbar verfelbe Reſt. Ä 
7. Die Kechenmeifter haben ſich viele Mühe gegeben, 


“ein Kennzeichen für die Theilbarkeit durch 7 aufzufinden. . 


Keines derfelben ift leichter als die unmittelbare Divifion 
durch 7. Das Folgende ift indeß von einigen theoretiſchen 
Osntereffe. Wenn man mit7 in 10°, 10’,...10% divi- 
dire, erhält man die Nefte 1, 3, 2, 6,.4, 5, 1. Da 
man nun die Divifion der folgenden Potenzen von 10 durd) 
7 ausführen Fann, indem man blog immer eine O mehr an 
den Dividendus anhängtz fo ift Flar, daß die Reſte 1, 3, 
2,6, 4, 5 immer wiederfehren müffen. Uebrigens er- 
hellet Dies auch auf folgende Art: Da 100 —=7g+1 
Äftz fo folgt aus der Binomialformel unmittelbar, daß 

auch überhaupt 106°" — (7g+1)"—=7g +1 feyn muß. 
Iſt nun « nide > 6; fo iſt 106°H — 10°*,10. — 
10% .((7p+r)=7p.10°*+r.106* = 7p.10°* + 
(7 +1)=7p’+r, fo daß alfo ver Reſt von 10° durch 
7 einerlei ift mit dem Reſte von 106°+° durch 7. Daher 
müffen die obigen Nefte 1, 3, 2, 6, 4, 5 offenbar im: 


mer wieder fehren. Hierauf gründet ſich nun folgendes. 


Kennzeihen. Man fchreibt diefe Reſte in umgefehrter 
Drdnung unter die Ziffern der gegebenen Zahl, von den 
Einern an, multiplicire ale untereinander ftehenden Zahlen 
wirft von den Producten die. Vielfachen von 7 weg, und 
unterſucht, ob die Summe der erhaltenen Zahlen ein Biel: 
faches von 7 ift, in welchen Falle 7 in der gegebenen Zahl 
aufgeht, wovon der Grund fogleich erhellet. Iſt 13527542 


die gegebene Zahl; fo erhält die Rechnung folgende Form: 


— 


einer- Zahl. 0009 


15525423;1. 2- 2, 9 Pe vi. 
31546231; 3. 123 85, 5.5 . "0: ce, 
ten ed 13° — 
.6.7=0,3.1=3; SR 
2454340 FI +4 +3 +FI = A=I.7. 
Alfo 13577542 dur 7 theillbarrrr.. Es 
8. Eine Zahl ift durch 11 theilbar, mern der Unter: 
fhied zwifchen den Summen der Ziffern in den geraden 
und ungeraden Stellen durch 11 theilbar ift. Da nad) (6.) 
10m-1— 9. 1+ 9.10 +..+ 9.1 +1 5% 
=9.1+9.10+ 9.1 +..+ 9.102 +10 
— 9.10 EEE — 9. 10-1 
+90.1 490.102 +..-+ 90. 10%0-2 


=9.1 .,.:.#89.1024..499 . 102m-2-910m-141; - 


10?=-t 4. 9. 10?m-1 — 10’n — Ä 

9.1 -+99.10? . . 99. 1028-2 + 1 2 
iſt; fo erhellet, daß 102”, d. i. jede gerade Potenz von 10, 
durch 11 dividirt, die Einheit als Reſt läßt, und demnach 
immer 10?” —11g+ 1. Alſo 10?"+1 — 10?”.10 
— 11.109 +10 = 114 +10 =11gq +11+10 — ' 
1 =1( +) —1=11p—1. Ufo ift 

J N=a+b:10+4 0.10° 4.d. 103 +... 

Za-tb (11b—1)-Fe(11cH) +4 (1141) Fette’ H1)+... 
11 lbb’ tee tddtee’ +...) +atcte+..)— btdHH), 

woraus fogleich erhellet, daß N und (a+c+e+...) — 
(b+d+f+...), durd 11 dividirt, einerlei Reſt laffen, 
und daß folglich 11 in N aufgeht, wenn es in der Differenz, 
(a+c+e+..)—(b+d+f+...) aufgeht. Wäre 


dieſe Differenz negativ, und der Neft nihe—o; fo wäre - 


der Reſt auch negativ, im welhem Falle man natürlich 
auchiven.negativen Reſt von N zu berückfichtigen hätte. 

9. Im Ark. Zahl I. ift bewiefen, daß, wenn zwei re⸗ 
lative Primzahlen in einer Zahl aufgehen, immer auch de 
ren Product-in diefer Zahl aufgehen muß. Hiernach laffen 
fich mehrere Kerinzeichen bilden. Eine Zahl ift z. B. durch 
6 oder 12 theilbar, wenn fie durd 2 und 3, oder 3 und + 
theilbar if. a 

10. Tafeln, welche die ganzen Zahlen bis zu einer ges 
wiffen Gränze. in ihre: Primfactoren zerlegt enthalten, bei: 
Gen Zactotentafeln. Die immer fehr gas Ein: 

Y% ’ 
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richtung iſt aus der gewöhnlich vorauegeſchickten Einleitung 
zu erſehen. Zu verbinden mit ihnen ſind die Tafeln der 
Primzahlen. Beim Aufheben der Bruͤche leiſten fie begreif- 
lich gute Dienſte. F. a Schooten Exercitat. math. 
Leid. 1657. enthalten die Primzahlen bis 9979. An In- 
troduction to Algebra, translated out of Highdutch 
by T. Branker, augmented by Dr. J. P. London. 
1668. ‚ eine von Koh. Dell vermehrte Ueberfegung von 
Rahns deutſcher Algebra. (Zuͤrch, 1659.), enthält die 
Zerlegung der Zahlen bis 100000 nebft den Primzahlen. 
J. M. Poetii Anleitung zu der arithm. Wiſſenſchaft 
vermittelft einer parallelen Algebra. Frkft. u. Lpzg. 1728. 
enthält als Anhang die Zerfällung der Zahlen (Anatomia 
numerorum) von 1 bis 10000. Eben fo in dem Vollſt. 
math. Lexicon. Thl. 2. Leipzig, 1742. ©. 530. und in 
Willie gründlicher Vorftellung der Meefifchen Regel. 
- Bremen und Gött. 2 Bde. 1759. 60. ©. 831. %. ©. 
Krügers Gedanfen von der Algebra. Halle. 1746. ent: 
halten die Primzahlen von 1 bis 100000 von Peter Ya 
ger, Koßfchreiber und Quartiermeifter zu Nürnberg, be: 
- rechnet. Krüger fagt ©. 123., daß Jaͤger auch eine 
vollftändige Anatomia numerorum verfertigt.habe. DVer- 
zeichniß der Theiler aller natürlichen Zahlen von 1 bis 10000, - 
durh H. Anjema. Leiden. 1767. 4 Lambert (Bei: 
fräge zur Math. Thl. 2.) giebt eine Factorentafel bis 10200 
mit Ausfhluß der durch 2, 3,5 theilbaren Zahlen. Meb: 
rere hierher gehörende, fehr brauchbare Zafeln in den Zu⸗ 
fägen zu den log. und frig. Tabellen. Berlin. 1770. Ta: 
bellen der Primzahlen und der Factoren der Zahlen, wel; 
che unter 100100 durch 2, 3, 5 nicht fheilbar find, von 
J. Neumann. Deffau. 1785. Mach einem medhani- 
ſchen Verfahren, welches Käftner (Sortfegung der Me: 
chenkunſt. ©. 567.) befchreibt, "befchäftigte ſich mit der 
Berechnung fehr großer Factorentafeln Anton Felfel, 
ehemals Profeffor an der Normalfchule zu Wien, dann 
Director der Schul- uud Armenanftalten auf den Gräfl. 
Ihurnifchen Herrfchaften in Böhmen, fpäter ſich in Liffa- 
bon aufhaltend. Sn Hoberts und Idelers neuen 
trigon. Tafeln. Berlin. 1799, finde ib ©. XLIII. ange: 
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führt" Tafel aller 'einfachen Factoren der buch 2, 3, 5° 
nicht theilbaren Zahlen von 1 bis 336000. Wien. 1776. 
Fol. Kaͤſtner fagt aa. D. ©. 565., daß Felfel Fac- 
torentafeln bis 10000000 (Wien. 1776.) angefündige 
habe. Sie follen auf Koften des K. K. Acrarium fehon bis 
408000 gedruckt gewefen feyn, die ganze Auflage aber, 
weil fi Feine Abnehmer fanden, zu Patronen= Papier 
verbraucht, und nur wenige Eremplare verſchont worden 
ſeyn. M. f. über die Felkelfhen Tafeln an Monatl. 
. Eorrefp. Aug. 1800. ©. 222., wo ſich auch einige Nach: 

richten über ven VBerfaffer finden. Allgemeine deutſche Bi: 
bliothef. XXXUL Sr. 2. ©. 495. Zu gewöhnlichen 
Gebrauche fehr dienlich ift die Tafel in Vega's logarith- 
mifch:trig. Tafeln. II. Lpzg. 1814. ©. 1 —128., welde 
die; Zerlegung der durch 2, 3, 5 nicht theilbaren Zahlen 
von 1 bis 102000 nebft den Primzahlen von 102000 big 
400000 enthält. -Die Primzahlen und die Factoren der 
andern Zahlen von 1 bis über eine Million enthältz Cri- 
brum arithmeticum, sivetabula, continens nume- . 
ros primos etc. Confecit Lad. Chernac. Daven- 
triae. 1811. Fol. Als eine Fortfegung hiervon ift zu 
betrachten; Tables des diviseurs pour tous les nom- 
bres de 1020000 a 2028000 par J. B. Burckhardt. 
Paris. 1814. Mach Legendre (Supplement a lessai 
snr la theorie des nomibres. 1816. p. 61.) hat der nun 
mehr verftorbene Burckhardt die Tafel bis zur vierten 
Milion ausgedehnt, und die dritte Milion fey auch ſchon 
gedruckt. Angekuͤndigt finde ih: J. P. Kulik Tafel 
der einfachen Factoren aller Zahlen unter einer Dil. , nebft 
Hülfstafeln zur Beftimmung der Factoren jeder größern 
Zahl. 1825. 8. Ueber die Conſtruction der Factorenta— 
fein fe m. auch Abhandlungen von Euler, Kraft und 
Schubert über vie Iheiler der Zahlen in den Nov. 
Comm. Petrop. T. I. XIII. IH.. Nov. Act. T. XL 
Lambert über Theilung und Theilbarkeit der Zahlen. 
Beiträge. I. Kluͤgel über die Zerfällung einer zuſam— 
mengefegten Zahl. Lpzgr. Magazin für Math: -1787. 
Stuͤck 2. Segner von der Auffuhung der zufammen- 
gefegten Zahlen. Daf. Teffaned N al 
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einer Zahl zu finden." Abhandlungen einer Böhm. Privat: 
geſellſchaft. 1.S.1. 1775. Hindenburg Befhreibung 
einer neuen Art, nach einem befannten Geſetze fortgehende 
Zahlen durch Abzählen oder Abmeffen zu finden. Lpzg. 1776. 
F. W. D. Snell neue und bequeme Art, die Factorenta— 
feln einzurichten. Gießen. 1800. Zu vergl. find die Ark. 
Primzahl und Eratofthenes Sieb, 

11. Die Aufgabe, aus den‘einfachen Fackoren einer | 
gegebenen Zahl auch alle, zufammengefegten Factoren der= 
felben zu finden, ift eine vein combinatorifche. Man bes 
trachtet namlich die verfhiedenen Primfactoren als einzelne 
combinatorifche Elemente, und bilder die Kombinationen 
mie Wiederholungen, läßt aber alle die Combinationen weg, 
wo ein Element öfter vorfommt, als unter den Primfac- 
toren der gegebenen Zahl; nah Hindenburg Combi: 
nationen mit eingefehränfeen Wiederholungen. : Sind alle: 
Primfactoren verſchieden; fo bildet man die Combinatio— 
nen ohne Wiederholungen. 
102: 2:2.3:3. 





5 
= 2 
3= 3, 
s5= 5 
2.2=. 4 
2.3= 6- 
2.5= 10 
3.3= 9 
_9.Iı= 15 
22er 
2.23 u 12 ; 
2.:232,5 = 20 . 
2:3.3= 18 
” 2:3.8= 9 
3.3.5 3 
2222232 24 
e.. 2, 2,d5= 0 
Be. 3.,32 36 
2.2.3.5= 60 
„2.3.3.5 90 
2.8. 23 3. 3a 72 
2.2.2.3. 5a 123 
2., 2333.3. 5 3180 
2. 2.3.3—5 2 360 


12. Sf Na" Pr Pa, WO. Pr, Yo, Primzahlen: 
find; fo erhellet auch Teiche, : daß alle Theiler von N, die 
Einheit. und die Zahl ſelbſt mir eingefchloffen, durch Die 
Glieder des Products Bea ee 
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dargeſtellt werden. Die Anzahl der Glieder dieſes Pro⸗ 
ducts, d. i. die Anzahl aller Theiler von N, iſt offenbar 
— (m+1)(n+1)(p+1)..... Für dag obige Bei- 
fpiel = 4.3.2 = 24, wo bie — mit eingeſchloſ⸗ 
ſen iſt. | 

In der aus bei Entwidelung von 


x x? 


rer et 
eutpengenDen Reihe: | 

+2? +8? +3x? 4 2x5 +4x° 2x’ +.. 
welche gambeiti in feiner Architeftonif ©. 507, mittheilt, 
enthält jeder Coefficient fo viele Einheiten, als der Expo— 
nent der entfprechendenden Potenz von x Theiler hat. 

13: Will man eine Zahl finden, welche eine bejtimmte 
Anzahl, 3. B.24, Theiler hatz fo zerlege man 24 auf ir: 
gend eine Art in Factoren. 3.38.24 —3.4.2, fo ift, 
wenn a, ßı y y irgend drei ungleiche Primzahlen find, 
«a? 93. y die Form einer Zahl mie 24 Iheilern. 

14. Iſt Na" 9" y?...00 0,ß,7,.. Primzahlen find; ſo iſt 
n(1-)(1- 3) -2):- 
die Anzahl der Primzahlen su N, welche N 7 nd. 

Sir N aN’ find die durch @ theilbaren Zahlen in 
der Reihe 1, 2, 3, 4, ».... N feine andern als? 
oa, 2a, 30, Aa. NE deren Anzahl alfo — N’ ift. 
Folglich ift die Anzahl der dur. nicht ae Zahlen 
in obiger Reihe 


= N- N=en-INn=n(i-4) 
Wenn N — apN’ iſt; fo find alle Zahlen der Reihe 
4, 3 Arien N entweder weder durch « noch dur 


ß theilbar, oder durch &, ohne es durch A, ‚oder durch ß, 
ohne es durch & zu ſeyn, oder durch « und A, d. i., da ar 
B Primzahlen fir nd, durch en (Zahl. IL). Ganz wie vor— 
her erhellet ‚ daß die Anzahl ver durch & A theilbaren Zah: 
len — N iſt; die Anzahl der durch « theilbaren — — PN‘ } 
alſo die Anzahl der nur durd @ theilbaren PN’ — Me - 
(3— 1) N. Eben fo ift die Unzahl der nur duch / theil—⸗ 

baren Zahlen in obiger Reife = (a—1)N. Die Ans 


\ 
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zahl * weder durch a, noch durch 4 theilbaren Zahlen 
iſt alſo 


= N-@-NN-B-DN-N 

a—1 p—1 — 

aß aß N 5* 
— N- gm 


= N G-2)4-7) 


Für N=aßyN’fommen in der Weihe 1, 2, 3, AN 





Zahlen vor, welche durch a, ß,yr d. i. durch aßy (a. a. 


D.), theilbar find, oder ſolche, welche bloß durch zwei, 
oder endlich folhe, welche nur durch eine dieſer Zahlen 
theilbar find. Die Anzahl der durch @y theilbaren ift 
wie vorher — N’; die Anzahl der nur durch «ß, aber 
nicht durch y, theilbaren — — (y—1)N}; die Anzahl der 
nur durch ay, aber nicht durch 4 theilbaren —(P—1)N}; 
die Anzahl ver nur durch Ay, aber nicht durch &, theilbaren . 
— (a—1)N, Die luzchi der durch theilbaren 
Zahlen überhaupt iſt, wie vorher, — AyN’. Folglich 
die Anzahl der nur durch & theilbaren Zahlen 
= N — B-1)N — G—1)N — N 1— 
*6-96-) N. 
Eben ſo iſt die Anzahl der nur durch 2 oder y theilbaren 
Zahlen — (a — 1)(y—1)N und ⸗ («—1)(#—1)N”. 
Folglich die Anzahl der weder durch ©, noch durch ß oder 
y theilbaren Zahlen in obiger Reihe 
=N- (@-1)@—1)N — @-1)N — NV 
— (a—1)y-1) N — @—1)N 
— G-)Y—-DN — (y—1)N. 


‚woraus, wenn man N’ durch N ausdrüdt, wie vorher 


Leicht erhalten wird: 

e-yF-Ur—N EN PORN C WESEN 
an NN (1 Zac 7) ): 

Wie man weiter gehen kann, erhellet leiht. Den Beweis 


ganz allgemein zu machen, fehle hier der Raum. 


Iſt nun ah N = ae" PrypP,,.= aßy.. 
x ai Armaypri,...; fo ift nach ei ——— 
die Anzahl der durch * Pr ,.. nicht theilbaren Zahlen 
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unter N, d. i. dba, fr Y,.. Primzahlen find, die An- 
zahl der Primzahlen zu Nunter N ! 


=N(1 — )(1 -5)( -—) — 
Fur N=4 23.3 iſt dieſe Anzahl 24. —E —1) 
— 8, und die Fleinern Primzahlen zu 24 find auch wirk⸗ 
lich: 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19,23. 
Iſt N 483. 3 fo ergiebe fih aus obiger Sor- 
mel die Anzahl der Primjahlen zu N leicht | 
= «—1)@—1)y—1). 
15. Die Summe: aller. Theiler einer Zahl N — 
a PR yP ee. iſt (12.) 
= (1 — ‚am)(1--P+. HN tr. .+rP)». 


— — 
— —— — — —— —— — — 
©... a inne ee ea m 


wfim—=n—=p=..=1,' 
21 22 -1 y—l 2—1 
— 7T 7 — 
— —— 
Sr 12 — 22.3 ift die Summe der Theiler — —1+2+ 


34446 +N=B—= Tu —h7a 

In Enlers Abhandlung de numeris amicabilibus 
(Opuscula varii argumenti. T.II. Berol. 1750. p. 27.) 
findet man eine Tafel der Summen der Theiler der Prim- 
jahlen von 1 bis 1000, undihrer Potenzen, wo die Sum: 


men zugleich in ihre Primfactoren zerlegt find. 


— 16. Die Thl. J. S. M7. ohne Beweis mitgerheilten 
Regeln von Descartes und Kraft zur Auffindung 
befreundeter Zahlen Laffen fich hier beweifen. Iſt nämlic) 
A — 2 eine Potenz der 2 von folder. Befchaffenheit, 
daß SAA—1=P, 6sA—1—=:Q, 13 AA—1=R 
Primzahlen find; fo find, 2AR und 2APQ befreumdete Zah: 
len. . Denn 2AR == 2=b1 ,R,.2APQ == 7”+1,PQ. 
| Folglich, da P, Q Primzahlen find, ‚vie Summen der 

Theiler diefer Producte nah 15.) (2"t? —1XR +1), 
und — (7”F? —1)(P+1)(Q +14). Ufo, da: hierun: 
ter Die Zahlen ſelbſt mitbegriffen-find, die Summen der 
aliquoten Theile == (272 —1) * +1) -2,R, md 


-— 
— 
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= (Ir? 1) (P +1) (Orr — pt, BQ. 
Aber R—18AA—1 — 18.22" —1. Alſo die 
erſte Summe — 
Qmt1 ,„ 118. (2. 22m — 2m) — O9, zu +1] 
— Qnrı „ (18. 22m — 9,2m +1) 
= mtı , (3.2.6, m— 6,283. 2m 1) 
= Qatı ,(3,m 1) (6.@—1) 
| — utı , (3A —1)(6A—1)= im „PQ, 
wie es feyn muß. Die zweite Summe ift — 
18 . 2imt2 — 18. 22m — 18. 23mtı + 9, 22mtl _ Qmts 
— 18. 23mt2 — 18. 23mtı — Qmtı 
— 18 ..Q3mt1 — Qmti — Qmti , (18 . 22m — |) 
= mt R, wie eg feyn muß. 


Um auch die a. a D. mitgetheilte Regel von Kraft 
zu beweifen, fey A = a" Pr yP..., wo a, Br Yı »-» 
Primzahlen find; fo ift die Summe der rn von A= 
5 (eat le — 1)(yrtı —1).. 
(“a—-1)($—1)(y—1).. 
. Eben fo find, vaP,Q,R (a. a. 9) Primzahlen ſi nd, 
die Summen der Theiler von PQA und RA = 
A a DE 
—TP-NR-NAa-n)@-1):. 
—a(P+1)(Q-+1), und 
SZ ee IE 
(B—-1)(e—1)(P—1): 
ma (R+1). 
. Alfo die Summe der aliquoten Theile diefer — 
a(P+1)CQ+1) — PQA, und a (R-+1) — RA. 
Dad der Bedingung ift aber 
(P£1)(Q+1) = R+1, uns. A (PQ+R)=a an. 


= 8. 





J af die erfte Summe 


“ 


= a(R+1) — (aRta—AR)—RA, 

die zweyte = a (R+1) — (aR-ta — APQ)'= PQA. 
Folglich find RA und PQA amicable Zahlen. 

vr 17. Um zu finden ‚ wie oft eine Zahl p in der Reihe 


4, 2 32:2... N ale: Theiler vorfonimt, fann man auf 
folgende Art. verfahren. Dezeichnet man: überhaupt das 


eine: Zahl. 
— In bo Brei anthaltene Ganze durch G 9) 
ſo iſt die Anzahl der durch B theilbaren Gliedet N 
Reife = 6 (3) ) weil dieſe Glieder offenbar. 3 R 
Zu Bann...) F 
ſind, indem 6 (2) - 4 il. 8 — N ſeyn muß, Br 
ber Bedeutung des Zeichens G (5 ) Die Anzahl der 
dnech p theilbaren Glieder iſt aiſt _ 'G (= = und. es 
kommt folglich, wenn p? >N,NG (= — o iſt, :p in 
obiger Reihe ſo oft als Factor vor, als 6 G .) anzeigt, 
Iſt aber et p? > N, G E yes fo iſt die An⸗ | 
zahl der durch p2 theilbaren Glieder — G a j 2 und 
folglich kommt in diefem Falle p fo oft vor, le 
| N U 

0 *0 ee 
anzeigt. - Wäre erſt p > N,;G (5 — — 0; fo würde 
auf aͤhnliche Art p in obiger Keihe fo oft als Theiler vor- 


fommen, als (5) + (5 =): +6 9 anzeigf. 


Ueberhaupt kommt p in der Reihe 1, 2, 3, :.. N ſo 
oft als Theiler vor, als 


A—— 


anzeigt, wenn man dieſe Reihe ſo weit fortſetzt, bis ſie 
von felbft abbricht. SüurN— 10000, p=[1ift: 


| 10000 — 
( 7 ) = 108, 6 (- 25 nr) 

» f 10000 ! 

(ar) (er) =° 


Alfo kommt 7 in den erften 10000 Zahlen 1665 Mal als 
Zheiler vor. Für N—= 38, p=6 if. 


Ä N ...{38 38\_ 
| G FR 6 (5) =" (%)= 0. 








& 
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— in den wem: "38; Zahlen::7 Wal als Thei⸗ 
er por, - ” “ Fe Bi 3 It 

18. Iſt p eine Primpaht, . und, 0. "bie Baht, welche 
anzeigt, wie oft p von 1 bis N als Theiler vorkommt; ſo 
ift offenbar pe die — Potenz von pye durch welche das 


Product 1.2.3... Nheilbar iſt. duͤr — — : 10000, 


Peritp—rio 


4 


. | Theiler, gemieinfchaftlicher, — ganzen 


Zahlen heißt jede Zahl, welche in allen gegebenen Zahlen 


aufgeht. Gegebene Zahlen haben oft mehrere gemeinſchaft—⸗ 


liche Theifer. Der größte unter allen heißt ihr größter 


gemeinſchaftlicher Theiler, ihr größtes gemein: 


ſchaftliches Maaß. ft der größte gemeinfchaftliche 
—— die Einheit; ſo ſind die Zahlen relative Primzahlen. 

1. Mit Huͤlfe der Factorentafeln findet man den größ- 
ten gemeinfchaftlichen Theiler leicht, wenn man die Prim: 
factoren, welche fie alle mit einander gemein haben, in ein: 


. ander multiplicirt. 


2. Eine andere Merhode lehrt Euclides VII. 2.3. 


für Zahlen, und X. 3. 4. für Größen überhaupt, wo nur 


Dividiren wiederholtes Abziehen ift. Die Methode ift be⸗ 
kannt. Man dividire nämlih, wenn bloß zwei zahlen 
gegeben find, mit der fleinern in die größere, und mit dem 
bleibenden Reſte immer in den vorhergehenden Divifor, big 
die Divifion aufgeht. Der legte Divifor, wo dies geſchieht, 
iſt das geſuchte groͤßte gemeinſchaftliche Maaß. Fuͤr 189 
= 301 5.8. iſt 7 der groͤßte gemeinſchaftliche Theiler. 
enn 


1e91301 14 


up Ä 


El; 17 


7 
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3. Bejeichnen alle Buchftaben Bartje Zahlen; ſo iſt ſur 
Ban auch — ee 25* ——— 


a sh 
eine ganze Zahl: Auch ift ki ap. Alfo AB =aBp, 


—aB. D. h. eine Zahl, welche in zwei Zahlen, auf: 
er geht auch in ihrer Summe und Differenz auf und 
eine Zahl, welche in dem einen Factor eines Products aufs 
geht, geht -in dem Product auf. Bezeichnet nun ..d er 
Divifor, D den Dividendus, q den Qunfienfen, r den Reſt; 
fo ſchließt man aus den beiden, fich leicht aus der Natur 
der Divifion ergebenden, Gleichungen D==dg + r, 
r—D—dq mit Hülfe der beiven obigen Säge Teiche, 
daß eine im Divifor und Reſt aufgehende‘ Zahl immer auch 
im Dividendus, ‚und eine im Divifor und Dividendus auf 
gehende Zahl immer auch im Reſt aufgehen muß. . 

4. Sind die beiden! gegebenen Zahlen. A, B, und 
B A, die Quotienten und Reſte aber a, b, or.dy,.;. 
und C, D, E, Fy.:.., wo, bei Größen überhaupt, Divi⸗ 
diren nur wiederholtes Abziehen iſt; fo wird das beſchrie— 
bene Verfahten durch folgende Steigungen dargeftellt:. 5 





aB » 7 
B=bCH4D, | 
G=cD-+E, .., en 
— Fr ı,,: 


5: Bei ganzen Zahlen muß man immer auf ine: Reſt 
— o kommen. Denn waͤre dies nicht der Fall; ſo wuͤr⸗ 
den A, B,.Cı- D,E, ... . eine immer um einige ganze 
Einheiten ins. Unendliche abnehmende Reihe bilden, wel: 
ches wegen der Endlichfeit von A, B ungereimt iſt. Sey 
nun für diefen Fall S der Divifor, bei welchem die Divifion , 
aufgeht; fo. reichen ‚obige Gleichungen bis 


——— P=pQ+R 
ri ER 
CR rs 


Da aſo hiernach S in R, aber naturlich auch in 8 — 
ſo geht S auch in Q auf (3.). Alſo in Rund Q. Folglich 
aud) in P (3. : Durch Fortſetzung diefer Schluͤſſe bis zum 
Anfange uͤberzeugt man ſich leicht, daß S ein gemeinſchaftli— 
cher Theiler von A, B ſeyn muß. Wäre nun S’ ein Thei- 
ler von A L B welcher >5; fo müßte S’ auch in G auf: 


} 
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sehen (3.). Alſo in B und c. Alſo in D (.). Alſo in 
& und D. Foiglih auch in B (3.). Setzt man dieſe 

Schlůſſe bis an's Ende fort; fo erhellet, daß S auch in 
s8 aufgehen müßte, welches ungereimt ift, daS" >'S. 
Folglich giebt es feinen größern WER — 
WS S Rune S:ift alſo der größte. gi 


Ganz wie in’ des Beweiſes letzterm Tee jeige man, F 
ae in zwei Zahlen anfgehende Zahl immer auch in ihrem 
größten gemeinſchaftlichen Maaße aufgehen muß. F 


* 6. Alles dieſes aͤßt ſich auch leicht auf jede zwei —* 
adrtige Groͤßen A, B anwenden. Nur iſt zu bemerken, 
bag man in dieferfr Fall nicht immer auf einen Neft — o 
kommen wird. - Sind: die beiden Größen commenfurabel; 
fo laſſen fie fich offenbar im Bezug auf ihr gemeinfchaftliches 
Maaß als Einheit: wie ganze. Zahlen betrachten, ſo daß 
man alſo in dieſem Fall immer auf einen Reſt — o kom⸗ 
men muß (5. Sind fie aber. incommenſurabel; ſo kann 
dies nie geſchehen, weil ſonſt, nach einem ganz aͤhnli— 
chen Beweiſe wie vorher, der legte Diviſor, d. b..hier die 
möglichft oft abgezogene Größe ihr gemeinfhaftlihes Maaß 
feyn würde. Umgekehrt wird es alfo als ein Eriterium 
der Incommenſurabilitaͤt zu betrachten feyn ‚ wenn bei der 
Anwendung des, obigen — man nie ee einen a 
== ofommt. - » 


— — Euclides (X. 119) Benelli B:; daß die Scite 
und Diagonale eines Quadrats incommenfhräßel find. Bar: 
row bemerft: Celebrätissimum esthoc theorema apud 
‚ceteres philosophos, adeo ut qui hoc nesciret, eum 
Plato non hominem esse, sed Decudem diceret. 
Wir wollen daher den firengen Beweis hier einfchalten. 
Ueber die Incommenfurabilität. des Durchmeffers und der. 
Peripherie ſiehe Quadratur (58.) : Die Digonale AC 
(Fig. 1°.) ſey = a, die Seite BE—b. Afoa >b. 
Mit .b als Halbmeffer befehreibe man. um C. als Mittel: 
pumfteinen Kreis; foift (Kreis 37.) AE:AB=ABIAF, 
ab bb +b. Rad: — — 24. 
‚erhält man hieraus leicht: 


Gemeinfehäftliche. © 68 


a:b=at 2b:atb, Dur 
‚a—b:b =_r:b=b:atb,b>r, b=-r >0,h —r =o: 


’ 
b —rı:rze’ir=a: b=a+2b:a+b,e>T, e—r>o, e—r=r,; 
e —r:ırerir=b:sa+b, r>r,r— r>o,r—r=0; 
r -vı:r=rı:ırsa:b=at%b:atb,e>r,'—r>o,e—r=r,; 
e r:r=r':rsb:ahh, r! >r”,, r— ">o,r—r"=0; », 
ort’ =e:r”=a:bmitrb: a+b, 0" >r, €" —r">o, 0"—r 
— ">r”, rt >00, rt Vo” 


Be WET — 
Daß fich dieſes Verfahren in’s Unendliche fortfegen, läßt, 
und man nie auf ein r — o fommen wird, liegt Elar vor 


Augen. Man hat nun. er 5: 
aber, e-ı=en, ‚„ a=b+r, » 
Re b—-ı=0, gern, b Arte: ’ * 

vr ra, dr”, reihe, 9, 


r Ira, ν, varhe, N 
re, ara, er e, 0 
92 45 Aue .. 55 1 — 
e =r+r, az1.b#r 7 (an 53 
d =r+hrry,. bei.mıhr .. . > 
e" er, rer tHe.c oe 
"arte, FE 22. tr”, in 
ua > Aa en ei’ =2,r”. en 
Die letztern Gleihungen, in welchen a, b, r; vr’, t", —9— 
u f. f. eine in's Unendliche abnehmende Reihe bilden, haben 
mie den Gleichungen in (4.) ganz einerlei Zorm. Da matt 
nun nie auf ein r — o fommt; fo find a, b incommenfus 
tabel (6.) | ren 


7. Um den Erponenten des Berhältniffes der Diago: 
nale und Seite zu finden, bemerfe man, daß as 


* 
— 





a r 
b 214 bo... | 
b r r 1 =. ; 2 wid 
Setze” 73 
2 4 
x * 
.. 79% * er — 2 
r . . 
* a satt dr 73 ie 
N e 2 + — tt 
* .x. * 
r’ ‚r r” " 4 N 
7⸗ =2 + 75 7 = —: > 
x x Tr 
au 
* + t - & r * 
u. ſ. f. u. ſ. + 3 
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— ———— 24 — 


Da R — b? ii iR: — — ſo daß alſo auch 
V 2 durch obigen. Ketsenbruch ausgedrückt wird. 

8. Den größten gemeinfihaftlihen Theiler mehrerer 
Zahlen A, B, C, D, E findet man, wenn man den größ- 
fein gemeinfchaftlichen Theiler a von A, B, dann von a, 
C,=b,bannvonb, D, = c, und vonc, E, — d 
ſucht, indem nun d der geößte gemeinfchaftliche Theiler von 
A,B, C, D, F'iſt. Da naͤmlich dinc, E,. aber cin 
b,D aufgeht; fo muß offenbar aubdinb, D, E auf: | 
“gehen. Nun geht aber bin a, Gauf. Aiſ⸗ auch dina, 
C,D, — und folglich auch in A, B, C, D, E, da a 
in A, B aufgeht. Folglich ift .d-ein "gemeinfehaftlicher 
Theiler. Gäbe es einen. geößern d’, ſo daß d > d; fo 
geht A’ in A, B auf. Alfo auch in isrem größten gemein: 
ſchaftlichen Theiler a (5.). Folglich ina, C. Alſo wie: 
der in dem größten gemeinfhaftlihen Theiler b (5.). So 

ortſchließend findet man, daß d’ in d aufgehen müßte, 
elches ungereime ift, da d’ > d. Alfo giebt es feinen 
gröbern gemeinfchaftlichen Theiler als d. | 

9 Das. Fleinfte gemeinfhaftlide Vielfache 
oder der kleinſte gemeinſchaftliche Dividuus 
mehrerer Zahlen, beim Gleichnamigmachen der Brüche ge: 
woͤhnlich Generalnenner genannt, heißt die kleinſte 
Zahl, in welcher alle gegebenen Zahlen aufgehen. 

10. Zür zwei Zahlen A, B wird es gefunden, wenn 
man das größre gemeinfhaftliche Maaß m von A und B 
fuht, und damit in.beive Zahlen dividirt. Sekt man 
dann A m=a,B: m=b; fo ift mab das Fleinfte 
gemeinfchaftlibe Wielfahe von A, .B.- Da nämlich 
Fenmb mi _ mn — a iſt; fo gehen A 
“und B in mab auf, und mab {ft alfo ein gemeinfchaftliches 
Vielfaches von A und B. Um nun zur beweifen, daß mab 
das Fleinfte gemeinfchaftliche Vielfache ift, muß man zuerft 
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zeigen, daß überhaupt’ jedes gemeinfchaftliche Vielfache V 
mehrerer Zahlen von ihrem Eleinften gemeinſchaftlichen 
Vielfachen v gemeffen wird. Ginge naͤmlich V nich in 
V auf; ſo ſey V — pv 4 v wor V. 7Alſo 
v — pY. Da nun die gegebenen Zahlen alle in: 
V und V’ aufgehen; fo gehen gi e-alle:in:pV und: auch im 
V’—pV- di. invauf (3) Folglich wäre. auch v 
ein gemeinfchaftliches Vielfache der gegebenen Zahlen; alſo 
V nicht das kleinſte, dav < V, gegen die Vorausſetzung. 
Folglich muß v = o ſeyn, oder. V in V-aufgehen Wäre, 
nun mab nicht dag Fleinfte gemeinf&haftlice Vielfache vom 
A, Bz fo ſey es V. Dann ife:T, Aubbig, eine ganze 
Zahl, wie fo eben betviefen, und 8 ift > 1, da v * mab. 
Sey nun V: A — , V: B H, wo c, ß ganze Zahlen 
find, da V. ein gemeinſchaftliches Bielfäche von A, B 3 5 
ft V=Aa—=BPp. DavVg = mb —=m. 
—=mb.a> Ab = Ba — Aag — Bfg iſt; fo ir 
b=og, a — Ag, unda; b Haben. demnach noch ein 
gemeinfchaftlihes Maaß g > 1, weldes ungereimt ift, 
da a, b nothwendig relative Primzahlen feyn mäffen, weit 
m bag größte gemeinfchaftliche Maaß von A, B ſeyn 
fol. Alfo (2 mab das Fleinfte gemeinfpafttice Viel⸗ 
fache von A, B 


11. Soll das kleinſte gemeinſchaftliche Vielfache mehre⸗ 
rer Zahlen A,B, C, D, Fgeſucht werden; fo fuche man zuerſt 
von A, B das Fleinfte gemeinfchaftliche Vielfache — a (10.)5 
dann das vona, C,— b; dann das von b, D,—c; dann 
das von c,E,==d; fo ſt d das kleinſte gemeinſchaftliche 
Vielfache aller gegebenen Zahlen. Daß alle gegebene Zah⸗ 
len in d aufgehen muͤſſen, und daß folglich d ein gemein⸗ 
ſchaftliches Bielfaches derfelben. ift, erhellet ohne weitere 
Erläuterung fogleich. : Wäre aber nicht d, ſondern V 
das kleinſte, ſo daß V<d; ſo waͤre V auch ein gemeins 
fhaftliches Vielfache von a , B, und es müßte alſo a in. 
V aufgehen, da a das Fleinfte gemeinfchaftliche Bielfache 
von A, B ift (10.). Ganz auf ähnliche Arc müßte nun. 
auch bz alfo. auch c, und ganz eben fo auch. d in V aufge 
ben, welches nicht Be ift, da V<d Alſo if d 
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Daß: un Rn — der gegebenen 
Zehl end: —55* 1,0 c 
Fheitung. einer. > Größe, — ** — — 
derſelben in zwey oder mehrere andere gleichartige Groͤßen 
auf eine ſolche Art, daß durch das Zuſammennehmen der 
erhaltenen Größen die gegebene wieder erzeugt wird. Dieſe 
Größen: nennt man: dann: Theile der gegebenen. Das 
Ganze iſt allen feinen‘ Theilen zufammen genommen gleich, 
aber groͤßer als einer oder einige feiner Theile, find be: 
kannte Grundſaͤtze der allgemeinen Groͤßenlehre. Steht 
A zu-B meiner ſolchen Beziehung, daß. B durch mehrma⸗ 
lige Wiederholung von -A grhalten werden kann; fo heißt 
A ein-aliquoter Theil von B, und B wird dann ein. 
Vielfaches von A genannt. Jedes Bielfache, eines aliquo: 
ten Theile. einer Größe. heiße ein aliquanter Theil: 
berſelben⸗ Alle Bruͤche ſind aliquote oder aliquante Theile 
der Einheit... Die Theilung der Verhäleniffe, f. Verhaͤlt⸗ 
niß (15.). Hier betrachten wir nur die Theilung der 
Zahlen und ſtetigen Größen. Daß. jede Größe in’s Uns 
endliche theilbar fey, leidet in der Mathematik Feinen 
Zweifel. Ueber die Theilung phufi fd — ſind phyſi⸗ 
kaliſche Werke nachzuſehen. | 


1.. Die Theilung der Zahlen in eine- gegebene An: 
zahl gleicher Theile, .oder. überhaupt ; ‚die Theilung nad) ges: 
gebenen Verhaͤltniſſen lehren die. Divifion und die foges 
nannte Geſellſchaftsrechnung, worabet dieſe Artikel nad: 
... find. 
Bon der Theilung der Zahlen (de parti- 
tione numerorum) iſt die Ueberſchrift eines wichtigen 
Kapitels der Introductio in Analysin infinitorum 
(T. J. Cap. 16.),- worin Euler nach einer ſehr feinen 
Methode die Anzahl der moͤglichen Arten aufzufinden ſucht, 
auf welche eine gegebene ganze Zahl in andere ganze Zah— 
len getheilt oder zerlegt werden kann. Schon Leib nitz 
hat auf dieſe Aufgabe gedacht, denn in einem Briefe an 
Joh. Bernoulli: (1669.) fragt er dieſen, ob er wohl 
geſucht habe, auf wie viele Arten eine gegebene Zahl in‘ 
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zwey, drey, und mehrere Theile zerlegt erben fönne. 
Die Auflöfung fegt er hinzu, feheine ihm ſchwer, aber 
werch zu feyn, daß man fie fuche. Noch weiter ausge: 
führe hat Euler die Unterfuhung in den Nov. Comm. 
Petrop. III. 1750. 51., und in der Abhandlung de par- 
titione numerorum in partes tam numero auam 
specie datas. Ib. XIV. 1759. 


3. Die Aufgabe bietet zwey Fälle dar, jenachdem man die 
Ungleichheit aller einzelnen Theile zur Bedingung macht, 
oder dag Vorkommen willführlich vieler gleichen Theile - 
geftattet. Euler geht von zwey fehr Teiche durch In⸗ 
duction und den Schluß vom neen auf den (n+ lie 
Fall zu beweifenden Saͤtzen aus. 


Wenn man das Product 


(1+x°z)(1 + fr) (1.-+ x/z)(1 + x°7) .. 
nach Potenzen von z entwickelt; fo ift. jeder Eoefficient 
einer Potenz von z eine Summe von Potenzen des x, 
deren Erponenten erhalfen werden, wenn man die Combi- 
nationen ohne Wiederholungen der fovielten Klaffe, als 
der Erponent der entfprechenden Potenz von 2 angiebt, 
für den Zeiger a, B, y, d ꝛc. entwickelt, und alle einzelnen 
Combinationen als Summen betrachtet. | 


Ganz baffelb gilt von der FREU des Bruchs 


(dx) — x — — Jı)ı —x %). 
nach Potenzen von z, nur daß man ſtatt det Soinbinario: 
nen ohne Wiederholungen, Gombinationen mit Wieder: 
holungen fegt. 

In beiden Fällen Fann der Zeiger als begränzt oder 
unbegränzt gedacht werden. Die Beweife übergehen wir, 
weil fie ſich durch wirffihe Entwicelung der obigen 
Sunctionen in Reihen leicht ergeben, und dann durch die 
erwähnte Schlußart zur Allgemeinheit erhoben werden. 

4. Run feße man a1, P=Yy=3, 0=A4, 
bezeichne die beiden obigen Functionen durch F und F’, und 
vereinige alle die Potenzen von x, deren Erponenten ein= 
ander gleich find, mit einander; fo werden I allgemeinen 
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Glieder ver Entmwicfelungen von F, F’ von der Form 
Nx"zP, N’x"z? ſeyn, und aus dem Obigen ergiebt fich 
nun unmittelbar ,, daß der Eoefficiene N angiebt, wie oft 
die Zahl n ohne Wiederholung eines Theils, N’ dagegen, 
wie oft n mit "willführlicher Wiederholung eines Theils, 
aus p Gliedern der Meihe 1, 2, 3, 4, 5, ..... zu⸗ 
fammengefegt werden Fann, wo wieder diefe Reihe als be: 
gränzt oder als unbegränzt angenommen werden Fann.. 
. 5. Nimmt man nun diefe Reihe als unbegränzt anz 
fo läßt fi) alfo die Zahl n auf N verfchievene Arten mit 
der Bedingung der Ungleichheit aller Theile in p Theile, mit 
verftatteter willführlicher Wiederholung eines jeden Theiles 
dagegen auf N’ verfchiedene Arten in p Theile zerlegen. Es 
iſt aber | 
F= 


1+7T (x + x’ er’ +...) 
+22 (x? + x? 4 225 4 226 4 3x7 -.0.) 
+ 23 (z6 4x’ 4 22° +32? + At >...) 
42 (x10 xt 4 02x12 4 3x3 5x? L...) 
+ 25 (x!5 4 x!6 42x17 2 3x8 5x9...) 


1+2 (x +++ x .) 
+ 22 (x? > x? 4 2% > 2° + 3x h...) 
+ 23 (x? xt + 20° + 3x0 AT...) 
+ 2% (x 4x5 4 2x0 + 3x7 +5...) 
> (x + x + 2x7 + 3x2? - 5x’ +...) 
weiter forfgefege in Introd. in A. inf. $$. 300. 304. Es 
kann alfo z. B. 10 auf 4 verfchiedene Arten in 3 ungleiche 
Theile (1+2+7,1+3+6, 14 445, 2+3+5), 
dagegen 3. B. 7 auf 4 verfchiedene Arten mit verftatterer 
Wiederholung in 3 Theile (1+1+5, 1+2 +4, 
1+3+3, 2+2+3) zerlegt werden. | 
Iſt der Zeiger die beftimmee Reihe 1, 2, 3.... a 
fo beziehen fich die Zerlegungen auch bloß auf Zerlegungen 
in Glieder diefer beſtimmten Reihe, ohne oder mit Wie: 
derholungen, welches immer zu bemerfen ift. 
6. Soest man z — 1; fo werden die allgemeinen 
Glieder der Entwicelungen von. F, F’ offenbar Mx, 
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M'’x", und nun — die Coefficienten M, M’ an, uf 
wie viele verfchiedene Arten die Zahl n überhaupt in Theile 
ohne oder mit Wiederholungen zerlegt werden kann, ohne 
Nückficht auf die Anzahl der Theile. Man erhält 
F=1+x+ x? + 2x? L 32° 4.2... 
F=1+- x x? + x + 5x! hra5Hh.. 
fo daß alfo 5: B. 5 auf 3 Arten in ungleiche, uf 7 Arten 
— in Theil überhaupt: zerlegt werden fann. Denn 
st5s—)5—_l+4—=2+3—_1l+1+3— 
Et LEE ELF. 
% — 
F= (1 + x2)(1 + x?z)(1 4x2) .... 
Sifm4rmehen. 
— — al 422) (1 +x3z)(1+ x). 
—=1+ Pxz + Qx?z2 & Rx’a? 4.... 
wenn manxz für z fegt. Alſo 
re rege | 
+1| +P 
woraus ſich, wenn man beide Ausdrüce von. F mit. eins 
ander — * — 


x? 


Alſo 


x’ 
⁊2TTy 
xs5 


| = BR ’ 


= ‚2 


—S — ya) 


und das en Glied diefer Coefficientenreihe ‚dB. 
der Eoefficient von ze, offenbar: 
ala +1) 





(1—x)(1—x?)(i—x’)..- (1x) 


Diefer Bruch in eine Reihe aufgelöfet, ‚giebt als allgemei⸗ 
nes SliedvonFi €2 | 
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— EB * ata+ı) 
— “ Mx — ..2 
wo alfo N anzeigt, wie oftn + (tt) in «ungleiche 
Theile zerlegt werden Fann. Da aber Nx" offenbar das 
allgemeine. Glied der Entwicfelung des Bruchs 

Tee . 1 | 








er a 


u un KM-)A-R)U-R) ...(1-x°) | 

iſt; fo. zeige N auch an, wie oft n durch Addition aus Glie- 

dern der Reihe 1, 2, 3... . & zufammengefeßt werden. 

Fann. Dies giebt folgenden merfwürdigen Sag: | 
Auf eben fo viele Arten als eine Zahl n aus Gliedern 

der Reihe 1,.2, 3... @ durch Addition erzeugt wer: 


den Fan, läßt ſich die Zahl n + iD in « ungleiche 
Theile zerlegen. 
8 Sey ferner 


(1—x’z) (1-72) .... 

=1-+ Pxz + Q’x?z? + Rx’z’ bh... 

=1+PJz2+0Q ee 
R — x — P’x. — Qx 

fo führe, wenn man die beiden Ausdrüde von FF (1—xz) 
mit einander vergleicht, eine ganz ähnliche Behandlung wie 
vorher zu dem Satze: | | 

Auf eben fo viele Arten als man eine Zahl n aus den 

Gliedern der Neihe 1,.2, 3, ».. @ durd Addition her 
vorbringen kann, auf eben fo viele Arten läßt fich auch die 
Zahl m + win Theile zerlegen. = 

9, Das allgemeine Glied der Entwicfelung von 

. 1 Ä 





(1-x)(1—%)... (1x). 

fen N’x”; fo fann'n auf N’ verfchiedene Arten aus den 
Zahlen 1, 2, 3, ... @ zufammengefegt werden. Das 
“ allgemeine Glied der, Entwicfelung von 


& 
x 


(1—x) (1—-x2)... (1—x“) 
fhiedene Arten aus den Zahlen 1, 2, 3, . . . a: jufam- 
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mengeſetzt werden. Zieht man die obigen Brüche und 
Reihen von einander ab; fo erhält man, wenn der Bruch 
durch 1—xe aufgehoben wird, das allgemeine Glied von 

| 1 2 | 


Hatte.) 
—(N’—M')x", ſo daß alſo n uf N—M over . 
fdiedene Arten aus den Zahlen der Reihe 1,2,3,..:0—1 
jufammengefeßt werden kann. Bezeichnet daher 

L’ die Menge der Arten, auf welhenaus 1, 2, 3, 
... « —1 entftehen fannz; “ — 

M’ die Menge der Arten, auf welche n—a aus 
1,2, 3, .... a entftehen kann; | 

N’ die Menge der Arten, aufiwelhen aus 1,2, 3,...@ 
entftehen kann; fo hat man die Relation ’—=N’—M‘, 
N=L’+M’, oder, wenn man überhaupt die Anzahl der 
Zufammenfegungen einer Zahl n aus den Zahlen 1,2,3,... 
durch ne) bezeichnet: n® — n«@-N + (n—a)(, wo: 
bey nur zu bemerfen, daß, wenn « > n ift, offenbar 
nd —nW, und daß immer nm — n®@-D + 1.feyn 
muß, weil zu n@a—D augenſcheinlich nur noch die Zahl. n 
als Zufammenfegung der n aus 1,.2, 3, ... n hinzu: 
fommt. Weil nun immer nm — n®=D +08; fo if. 
überhaupt 0® — 1 zu fegen. Hiernach iſt es nun leicht 
- folgende Tafel zu conftruiren, wo in der erften Vertikal— 
und Horijontalreihe die Werthe von n und « ftehen, und 
indem Durchſchnitt der enefprechenden Vertifal= und Ho: 
rijontalreihe der. Werrh von ne fich finder: ad 


n | 0 Werthbe von 





ı|2|3[2|5 |s|7]s[e]|® 
ıl 1 | 

2| ıla 
3117-21. 
4] '1-1-3; 5 
.'851:11.3% 617. 

6|-1,4 |. 9110| 11 

ya 11113114115 
81] .1]:5 15 | 18 | 20 | 21 | 22 
‚95.459 181 23 126 | 28 | 29. | 30 
401.14 6 23130 135 | 38 | a0 |4ı | 42 
44 1456 27.| 37 | 44 | 49. | 52 | 54 | 55 
421 117 34 147 1581 65 | 70 173175 ” 
„33h EN 7 39 1571711821891 197 
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Als Beiſpiel der Conſtruction der Tafel mag 120 dies 

nen. Es iſt nämlid 
40 = 1X9 LM 1, 19 = 120) + 1M = 7, 

120) = 120 + 90 = 19, 129= 120) + 80 = 34, 
a) — 1200) + jun — 76, 1200 = — + 0u0 = 77. 
‚Bey Euler ift die Tafel bis 6911? Fortgefegt. 
Durch weitere Zerlegung erhäft m man 
„(e) = = (n—)(® + „e—D 


= (a0) 4 (na 4 neD 


= it a a 102. E 2) Zt 
. x. 
= PORN > PR GEBR 7 d 4.99; 
alſo fra —n: 
| um) 0m) + „a—1) 4 —R 363) —— —69 
Obige Tafel dient nun auch, um zu beſtimmen, in wieviel 
Theile eine Zahl zerlegt werden kann. 

Die gegebene Zahl ſey = ın und zunäcft zu beftim: 
men, wie oft m in @ ungleiche Theile zerlegt werden kann. 
Sey m = °C 4n,cdon—m— "tt; ſo 
laͤßt ſich nach (7.) die Zahl m fo F in « ungleiche Theile 
erlegen, als n — m — CH? aus Gliedern der Rei— 
be 1, 2, 3,. = tufanınıengefeht werden kann. Für 
m 24, as ftn=24—15=9. Ufo 
kann zufolge der Tafel 24 auf 23 verfchievene zen ind 
ungleiche Theile zerlegt werden. Für m (e nu 2. ift 
das Gefuchte nicht möglih. Es läßt fih z. B. 32 nicht in 
8 ungleiche Theile — da1l1+2+3+..+7 
— 28, 1+2+3.. 8 — 36, jenes zu wenig, die⸗ 
ſes zu viel iſt. m ern, n==o; fo ift nad 
bem Obigen occ — 1 zu fegen. So iſt z. B. 36 nur auf 
eine Are (+2 +.+H in 8 ungleiche Theile zerlegbar. 

Sol aber beftimmt werden, wie oft m in « Theile 
mit verflatteten Wiederholungen zerlege werden Fannz fo 
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fy m = o+n, dann ift die gefuchte Zahl = n(® (8.) 
irm16, — 9 iſt —,m — 7, und 7” 
7 — 15, alfo 16 auf 15 verſchiedene Arten in 9 
Theile zerlegbar. Firm = 32, a = 5,n==?7, if, 
wenn die Tafel weiter fortgefegt würde, n9 — 480, fo 
daß alfo 32 auf 480 Arten in 5 Theile zerlegt werden fann. 
Für @ > m ift das Gefuchte natürlich unmöglih. , 


10. Der zweite Theil der Aufgabe über die Theilung 


der Zahlen, welchen Euler unberuͤhrt gelaſſen hat, be⸗ 


ſteht in der wirklichen Aufſtellung der moͤglichen Zerfaͤllun⸗ 
gen. Um dieſen Theil hat ſich Hindenburg vorzuͤgliche 
Verdienſte erworben, indem er die Analyſis mit beſtimm⸗ 
ten Regeln zur Aufſtellung der von ihm ſogenannten Com⸗ 


binationen zu beſtimmten Summen bereicherte. Sollen 
alſo z. B. alle moͤglichen Zerlegungen der Zahl 12 in 5 Theile 


entwickelt werden; fo entwickelt man die Combinationen 
der 5ten Klaffe zur Summe 12, wozu im Art. Combina- 
tion. IV. Anleitung ertheilt if. Die Zerlegungen in 
ungleiche Theile laffen ſich aus diefen ‚leicht, ausfondern. 
Eulers Unterfuchungen hat vorzüglich der berühmte 
Paoli weiter verfolgt, und fie auf die integration gewif: 
fer Differenzengleihungen reducirt. Paoli Opuscula. 
Opusec. II. Memorie della Societa italiana. T. I. 
P. IL Auch zu vergleihen: Lacroix Traite du calc. 
diff. etc, IH. p.461. Euler bemerfe noch, daß. um 
dag Product | 
OO PEAMFDAHFRNAHNMAHTN:..- 

-1+xt+@® +m’t+atr..- 

zu entwiceln, zu fegen fen: | 
mitmtmtnit. 

Pei+ste tete tairt.-- 
wornuegp=1,g=-p r=p:=% t=qg,1uf. m 

— 1 4x44x2 + +++... Me 
folgt. Hieraus ergiebt fih (3.), da die Erponenten die 
natürlichen Zahlen, die Coefficienten alle — 1 find, daß 
jede Zahl aus den Gliedern der geometrifchen Neihe 1, 2, 


4, 8, 3%, aberjede nur auf einmal ohne Wiederholun- 


.. 


23. helm. 


gen zufammengefest werden kann. Alſo Fann man mit Ges - 
wichten von 1, 2, 4, 8, ꝛc. @ jede Laft von ganzen Pfunden 
abmwägen. Mit 1 ®, 28, 4®, bis 512 @ 3.2. jede 
Laſt bis 1024 €, welches die Summe dieſer Gewichte ift. 


11. Der Linientheilung hatten die Alten meh: 
rere befondere Arten. Die Theilung einer geraden Linie in 
gleiche Theile, und nach gegebenen Verhältniffen Iehre Eu: 
clives VI. 9. 10., die Halbirung befonders I. 10. 


12. Die Theilung einer Linie a nach dem äußern und 
mittleen Verhaͤltniß (Sectio in extrema et media ratio- 
ne. Sectio divina) verlangte a fo ih zwei — x, Yy 
zu theilen, daß, wenn x >y, a:x — x:y. Thl. I. 
©. 91. S. 109. Efem. II. 11. VI. 30. 


13. Was man harmonifche Theilung nannte f. Thl. IL. 
©.698. Um AB (Fig. 1.) harmoniſch zu theilen, ziehe 
man nach dem willführlichen Puncte P die Linien AP, BP, 
nehmg in AB den Punft C willführlih an, ziehe CE mit 
AP parallel, mahe CF = CE, und ziehe FP; fo ift AB 
in C, D harmonifch getheilt. Denn es ift AB:BC — 
AP: CE— —AP:CF=AD:CD, Die Linien AP, BP, 
CP, DP heißen Harmonifalen. P ift wintuhrlich. 


14. Eine Haupteigenſchaft der harmoniſchen Theilung 
iſt, daß, wenn man (Fig. 2.) die Linie GK mit einer, AP, 
ver Harmonifalen parallel zieht, zwifchen zweien der an- - 
dern Harmonifalen, diefe Linie von PC inH halbirt wird. 
Zieht man nämlid) DM mit AP parallel; fo it AB:BD=— 
AP:DM, CD:AC=DL:AP. WAfoAB.CD;BD.AC 
‘== DL :DM. Uber wegen der harmonifchen Thei- 
fung AB.CD = AD.BC.. $olglid BD. AC — 
(BC+CDYAD+CD)=AD. BC-+(BC+AD+CD).CD 
—AD.BC+AB.CD=—AB. CD +AB. CD) == 
2AB.CD. Alſo ai DM = 2DL, DL=LM, und 
folglih, weil GK mit DM parallel, au GH = HK. 

15. Zieht man umgekehrt durch die Endpunkte G, K 
und die Mitte H einer geraden Linie GK und durch einen 
willführlichen Punkt P gerade Linien BP, CP, DP, und 
 mit-GK die Parallele AP; fo find diefe vier Linien Harmo- 
nifalen, d, i. jede zwifchen ihnen gezogene gerade Linie AB 
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wird von ihnen harmonifch gefchnitten. . Zieht man nam: 
ih DM mit AP perallel; fo ift, weil es auch parallel mir 
"GK und GH==HRK iſt, u$ DL=LM, DM==2DL, - 
Ganz wie vorher erhält man AB.CD :BD.AC— DL: DM. 
Alfo BD.AC — 2AB.CD— (BC + CD){AD + CD) 
—BC.AD+AB.CD,AB.CD =BC.AD, AB:BC 
— AD:ED, di. AB in C, D harmonifch geteilt. . Zu: 
gleich erhellet hieraus, daß jede zwifhen Harmonifalen ge 
zogene gerade Linie von ihnen harmonifch getheilt wird. 
16. Sind AB, AB’ (Fig. 3.) zwei harmoniſch ge 

theilte Linienz fo öneiben BB’, CC’, DD’ einander in ei: 
nem Puncte, oder find parallel. Schneiden CC’, DD’ 
— in Pz fo ziehe man BP. Schnitte dieſe AB’ in 

; fo wäre, daBP, CP, DP, AP Harmonifalen find, 
u AB” harmonifch getheilt (13. ). Alſo wäre 

AB’;C’D’ = B'C’.AD’, AB”.C’D' = BC. ADp, 
woraus durch Subtraction: 

B'B”.. CD’ ='B'B” , AD‘, 


id .C’D’ — AD’, und, wegen des Obigen, auch 


= —=BC, welches ungereime iſt. Alſo muß B” mit 
B’ zufammenfallen. 

17. Wenn von den Endpunften E, F (Fig. 4.) einer 
Sehne nach einem drieten Punfte G gerade Linien EG, 
FG gezogen werden; fo wird der auf der Sehne fenfrechte 
‚Durchmeffer von diefen Linien und dem Kreife harmoniſch 
getheilt. Man ziehe AE, AF, GD; fo ift, weil AEGD 
ein Viereck im Kreife, BED= EAB — FAD=-HGD. 
Alfo (Dreieck 9.) BD:HD= BG:GH, und BG:GD 
— AB: AE—AB:AF, GD:GH—AF:AH. Alſo 
auch BG:GH — AB: AH, woraus, NEESUNEN. mit der 
erften Proportion, AB: AH — BD:HD. 


18. Beſonders gehört auch noch hierher die Sectio de- 
terminata (Ihl. I. ©. 293.) des Apo llonius, und in 
gewiſſer Ruͤckſicht auch die Sectio rationis (Thl. J. S.1 14. ) 
und Sectio spatii (Thl. I. ©. 116.). 

19. Für Geodäfte und praftifche Aftronomie find Theis 
lungen einer Linie oder eines Bogens in eine große Anzahl 
gleicher Theile fehr wichtig. _ Huͤlfsmittel dazu find der ver- 
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juͤngte Maaßſtab Transverſalen, vorzüglich aber der No- 
nius oder Vernier. ft nämlich etae Linie a inn glei: 
che Theile getkeilt, fo theile man diefe Linie auh inn—1 
gleiche Theile, fo daß a ⸗ nx (n ⸗ 1)y. Dann vi 
a a . a 
’ ee er ı nr 18 = 70-1) ' 
und durch die Differenz; y—x wird alſo a in n(n—1) gleiche 
Theile getheilt. Die inm—1 gleiche Theile getheilte Linie a 
heißt der Non ius oder Vernier, und wird bei Inſtrumen⸗ 
ten zur Laͤngenmeſſung als ein neben der Scala verſchiebbares 
Stuͤck Meſſing, bei Winkelmeſſern in Geſtalt eines ſolchen 
Bogens, angebracht. Bey den trefflichen Piſtor'ſchen 
Heberbarometern — wir waͤhlen dieſes Beiſpiel, um den 
Gebrauch des Nonius recht deutlich zu machen — iſt die 
Scala unmittelbar in halbe Linien getheilt, und der No— 
nius ift ein an der Scala verfhiebbares Stüf Meffing, 
“durch welches die Barometerhöhe abgefchnitten wird, und 
auf welchem 26 halbe Linien in 25 gleiche Theile En 
find, fo daß alfd hir a—= 236.0",5, y—x — 
Bey fo Eleinen Theilen, wird nun offenbar nn: en 
Theilſtrich des Noniusmit einem Theilftriche der Scala fehr 
genau zufammenfallen. Bey diefem Theilftriche ftehe auf dem 
Nonius die Zahl u; fo ift der Theil des Nonius bis an 
Das Quecffilbernivenu — ay, und der entfprechende Theil 
ber Scala — ax. Letztern giebt die Scala unmittelbar 
an. Daabery>x, ay>ax iftz fo ift nod) das Theil= 
en ay — ax zu meflen. Diefes ift = a(y—x) = 
«.0”,02, und folglich) auf diefe Art durch den Nonius 
unmittelbar gefunden. Der Bequemlichfeit wegen tragen 
die Theile des Nonius die geraden Zahlen vou O bis 50, 
fo daß alfo ftatt a eigentlich 2a auf dem Noniug fteht, wel: 
. ches das Ablefen erleichtert, indem «0,02 — 2« .0”0OL1, 
fo daß alfo die Zahlen des Nonius unmittelbar 0,01 an: 
geben. Mach diefer Erläuterung wird man fi) leicht in 
den Nonius eines jeden andern Inſtruments finden fönnen. 
M. fe auch über die Gefchichte des Nonius und feinen Er: 
finder Käftners G. d. M. III. ©. 353., Geom. Abh. 
11. 38., Aftron. Abh. II. S. 142., wo auch noch viele an: 
dere Nachrichten über feine Theilungen zu finden. 
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20. Ueber Winfel- und Bogentheilungen f. m. ven 
Artikel Trifection des Winkels. Meber die Iheilung des 
ganzen Kreifes den Artifel Vieleck. Manche für ven Kuͤnſt⸗ 
ler brauchbare Theilungsmethode, welche nur den Gebrauch 
bes Zirfels, nicht des Xinealserheifcht, giebe Mafcheroni 
Gebrauch des Zirfels, überf. v. Gruͤſon. Berlin. 1825. . 
Maſcheroni ſucht nämlich den Gebrauch des Linealg 
oder der geraden Linie bei geometrifchen Eonftructionen 
änszufhließen, welches, wegen ver größern Genauigkeit, 
die der bloße Gebrauch des Zirfels gewährt, für praftifche 
Arbeiten nicht ohne Wichtigfeit ift. 


21. Lagny's Merhode (Mem. de Paris. 1724.) 
Winkel zu meffen, oder auch Fleine Theile von Linien mit 
gegebenen Linien zu vergleichen, befteht in Folgendem. Der 
gegebene Winfel oder Bogen ſey — co. Man ziehe « fo 
oft es angeht von der halben Peripherie z ab, und finde 
a = ma+ß; eben fo verfahre man mit A in Bezug auf 
a, und finea—=nß+y, B=py ri, y=gd+s 


u. ſ. f. Dies giebt leicht 


PrIT 
ao zr 4. 
EEE 
n — 4 
PETE, ‚ 


das Verhältniß von & zurz, deſto genauer, je weiter man obi- 
des Verfahren fortgefegt hat. Für die Beftimmung klei— 
ner Theile gerader Linien kann man daffelde Verfahren auf 
ähnliche Art anwenden. Vergl. Verhältniß. (5.) 


22. Bon der Theilung der Figuren durch Zeichnung 
und durch Rechnung ift ſchon in dem Artikel Figur (32.) 
ausführlich genug gehandelt. Zu der dort angeführten Li: 
teratur ift als das ausführlichfte Werf über diefen Gegen 
fand jetzt noch zu erwähnen: Geodäfle von Grüfon. 
Halle. 1811., wo das. Wort Geodäfie in feiner eigentlichen - 
etymologifhen Bedeutung gebraucht if. Außerdem noch 
Ehriftiani Lehre von der geometriſchen und öfonomifchen 


— — — — — 
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Vertheilung der Felder. Goͤtt. 1793., und M. Hirſch 
geometriſche Aufgaben. Erſte Sammlung. Berl. 1805. 
Schon Euclides ſoll über die Theilung der Figuren ge— 
fehrieben. haben. (Proclus in Euclid. p. 20. 40.), 
Aıgeoeıg oder ro sregi dunıg&oewv Bıßklov. Johann 
Dee in England fand ein arabifhes Manuſcript de di» 
visionibus superfieierum von Mahometus Bag- 
dedinus.(etwg im 10. Jahrh. v. E.), glaubte wegen 
feiner Eleganz, daß es feinen Araber zum Berfaffer haben 
fönne, legte es dem Euclid bey, überferte es in's Latein, 
undüberließ esan Fed. Commandinus, der es heraus: 
gab: Euclides de divisionibus, cura Federici 
Commandini. Pisauri. 1570. Dies erzähle Gr e: 
gory in feinem Euclides. M.f. auch Käftner in der - 
Vorrede zu den angeführten Werfe von Ehriftiani. 
Die Schrift ift in Gregornys Ausgabeabgedrudt. Mon⸗ 
tucla (I. p..216.) nennt fie un assez elegant traite. 
Schon Saviliug zweifelte, daß die Schrift von Eucli- 
des berrühre. Indeß ift die Sache nicht als ausgemacht 
anzufehen. Auch Gars (De interpretibus et explana- 
toribus Euclidis arabicis. Halae. 1823. p. 5.) führe 
unter den Schriften des Euclides aus arabifchen Schrift: 
ftellern ebenfalls librum- de divisionibus a Thabeto_ 
emendatum, und p. 38. unter den Schriften des Tha- 
bet Ben Eorrah eine Schrift unter demſelben Titel an. 
23. Die Theilung eines Halbfreifes und einer Ellipfe 
nach einem gegebenen DVerhältniffe aus einem gegebenen 
Punkte des Durchmeffers lehrt Keplers Aufgabe. - Eine 
Zheilung der Kugelfläche f. Kugel. 51. 


Theorem, f. Lehrfag. Befonders merkwuͤrdige und 
wichtige Theoreme werden oft durch befondere Benennun- 
gen ausgezeichnet, oder nad) ihrem Erfinder benannt. 3. 
3. Theorema binomiale, der binomifche Lehrfasz; Po— 
lynomialtheorem; ver pythagoräifche und cotefifche Lehrſatz; 
Zaylors und Lagranges Lehrfäge; Fermats und Wilfons 
Saͤtze in der Theorie der Zahlen, Harriots Lehrfas. 


Theoretifch, f. Theorie. - 
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Theorie / nennt man in der Mathematik aberhaupt 
die Verbindung aller ſich auf einen beſtimmten Gegenſtand 
beziehenden Saͤtze zu einem ſtreng ſyſtematiſchen Ganzen, 
wobey der Artikel Syſtem verglichen werden kann. Bei⸗— 
ſpiele find die Theorie der Binomial-Coefficienten, der 
Combinationen, der Facultaͤten, der Gleichungen, u. ſ. 
f. Théorie des fonctions iſt der Titel eines wichtigen 


Werkes von Lagrange, worin die Gruͤnde der ſogenan ⸗ , 


ten hoͤheren oder Anglyſis des Unendlichen nach ganz eigen⸗ 
thuͤmlichen Anſi chten rein analytiſch entwickelt ſi nd. Des 
zout hat eineTheorie generale des equations, welche 
vorzüglich der Lehre von der Elimination gewidmer ift, ges 
fehrieben, und Zaplace in feiner Theorie analytique 
des probabilites eing der tiefſi innigſten Werke des menſch— 
lichen Geiſtes geliefert, worin die Lehre von der Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit ſehr ausführlich und hoͤchſt ſcharfſinnig ent: 
wickelt iſt. Aus der angewandten Mathematik gehoͤren u. 
A hierher Eulers Theoria motus corporum soli- 
dorum s. rigidorum, Theoria motuum planetarum 
et cometarum, Theoria Musices, vorzüglich aber vie 
Theoria motus corporüm coelestium, in sectioni- 
bus .conicis solem ambientium von Gauß. 


Die theorifheAftronomie (ehrt ung die wahren Bes | 
wegungen der Weltförper Fennen, nachdem fie in der ſphaͤri⸗ 
ſchen betrachter worden waren, wie fie dem Auge des an 
die Erde gabundenen Beobachters erſcheinen. 

Der Theorie entgegengeſetzt iſt die Praxis, — 
die in der Theorie gewonnenen Säge auf Vorfälle des ges 
» meinen Lebens anzuwenden ſtrebt, woraus 5. B. der. Be: 
griff einer praftifcyen Geometrie oder Seldmeßfunft, praf: 
tifhen Mechanik, u. f. f. entſpringt. Die praftifche Aſtro⸗ 
nomie ertheilt nebft einer genauen Kenntniß der Inſtru— 
mente, Anleitung zu aftronomifchen Beobachtungen und 
Rechnungen. " 

Theoretifbe Säge nennt man ſolche, in welchen 
irgend eine Wahrheit ausgeſprochen wird, die alſo irgend 
eine Behauptung aufſtellen, einen wirklichen Inhalt haben. 
Jenachdem fe feines oder eines Beweifes N nennt \ 
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man fie Grund: oder Lehrfäge,.  Praftifhe Säge 
verlangen’immer etwas zu thun, und find,. auf ähnliche 
Art wie.die vorigen unterfchieden, entweder For der un⸗ 
‚ gen oder Aufgaben. Zu.allen diefen Fommen dann im 

mathematifchen Syftemenoh Erflärungen, Zufäge, 
und. Anmerfungen de. Scholien. | 


Theoriſch, f. Theorie. 


Thesis, nennt man den zweiten Theil in dem Aus 


drucke eines Lehrfages, die Folgerung aus der Vorausſe⸗ 
gung ‚oder Hypothesis, die eigentlihe Behauptung 
des Satzes, das was bewiefen werben foll. Es ift gut, 
vorzüglich bey dem Unterrichte der Anfänger, bey jedem 


Saztze die Hypotheſis und Thefis immer ftreng von einander 


zu fondern. 3.8. Hyp. Wenn in einem Dreieck zwei 
Seiten einander gleich find; Thes. fo find auch die denfel- 
ben gegenüberftehenden Winfel einander gleich. Der Bes 
weis ift immer zunächft aus der Hypotheſis herzuleiten. 


Thurmförmige Zahl, f. Pyrgoidalzahl. 


Tiefe heißt in der Perſpective die ſenkrechte Entfer— 
nung eines hinter der Tafel liegenden Punktes von derfel: 


ben (Karftens Anfangsgründe. III. ©. 97.) Schiefe. 


. Tiefe des Punktes S (Thl. II. Fig. 145.) nennt Kars 
ften (Lehrbegriff VII. ©. 147.) die Linie SA. 


Tractio, f. Ttactoria. 


Tractoria, Tractrix, Tractio oder auch 
Zuglinie. heißt jede Eurve, bey welcher der zwifchen 
dem Berührungspunfte und irgend einer andern gegebenen 
Eurve, ‚welche die Dir ectrix genannt wird, liegende 
heil der Berührenden eine conftante Größe hat. Diefe 
‚ eonftante Größe fol der Parameter genannt und durch) 
a bezeichnet werden. | 


1. Eine folhe Eurve entficht, wenn das eine Ende 


eines- völlig biegfamen Fadens, an deffen anderm Ende 
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ſich ein ſchwerer Punkt befindet, auf einer gegebenen 
Curve in einer horizontalen Ebene fortbewegt wird. Der 
ſchwere Punkt beſchreibt die Tractoria. Clairaut hat 
in den Mém. de Paris. 1736. gezeigt, daß zum Fortbe— 
wegen des Fadens nur fo viel Kraft angewandt werden 
muß, als zur Ueberwindung der Friction erforderlich ift, 
damit die Berührende der befchriebenen Eurve immer in 
die Richtung des Fadens fällt. Diefe Entftehungsart hat 
zu dem Namen Beranlaffung gegeben. sen 

2. Die Gleihung der Directrir ſey ꝙ (x, y) — 0, 


undx, y feyen in Bezug auf daflelbe Coordinatenfyften 
die Coordinaten der Tractoria. Die Lange der Beruͤh⸗ 


tenden ift 
wie ſich leicht aus der Formel für die Subtangente (Be 
rührende Linie 13.) ergiebt. — 

Sey nun z= Au + B die Gleichung der Beruͤhren— 
den; fo iſt, wenn @ den Winkel derſelben mit der Ab⸗ 
feiffenare bezeichnet: | 

4 AS ianga- J. 
(Linie, gerade 16. Beruͤhrende Linie 14.). Alſo 


= Yurb 


Weil aber die Berührende immer durch den Endpunkt ber 

Drdinate geht; fo iſt | 
7* = x * B. 

Alſo die Gleichung der Beruͤhrenden: 

| | s-y=7. (u-2) . 

Sind nun x’, y’ die Coordinaten des Punftes, in wel- 

chem die Berührende die Directrix trifft, und uw ift die 

Abfciffe des Punktes, in welchem die Berührende die Ab: 

feiffenape ſchneidet; fo ift | 


| 0 ⸗ ⸗ ’ Ox 
Yy-ı=2 (X —x), =), u =ı- . 
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Folglich iſt das Stuck der Beruͤhrenden zwiſchen der Dir 
rectrix und der Abſciſſenaxe | 


| 
— TEEN Den SORTE m — 
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- Liegt num die Directrix mit der Tractoria auf einer 
Seite der. Abfeiffenare ; fo muß man das fo eben beftimmte - 
Stüd von der Fänge der Berührenden fubtrahiren. Lie— 
gen die beiden Eurven aber auf entgegengefegten Seiten 
der Abſciſſenaxe; fo muß man diefes Stüd zu der Länge 
der Berührenden addiren. Da aber, wenn man y alg 
pofitiv anfieht, y’ im erften Falle pofitiv, im’ zweiten 
negativ iſt; fo erhält mans | | 


| ıf+Brl704E®) 
2 -N+&-sf+ 5 =0-n] 14 5 24 


Eliminirt man nun aus den Gleichungen: 
p (x, y) = 0, 


ES am (y- ylYı+ . 
J J= % za y oy? 


die Größen x’, y’; fo erhält man die Differentialgleihung 
der Tractoria. — 

3. Die merkwuͤrdigſte und am meiſten unterſuchte 
Tractoria iſt die Hugeniſche (Hugenii Opp. va- 
ria. T. I. p. 517.), deren Directrix die gerade Linie iſt. 
Nimmt man die Directrip als Are der, Abfeiffen an; fo 
ift y = 0, und folglid) 


re a3 _ v2 . 
a=y 1 + 5, = BLZ, 


die Differentialgleihung diefer Curve. 


Um fie zu integriren, fege man a? — y!=z?; fo 





erhält man — 
2 
ox =. dı un , 
— oz 
u Fo Ei Doro 


a 
— __02 Oz 
nen Size * | 


* 
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tra 


a—z 








4 a logn 

(Sntegralformel. 5.) 
Hieraus erhält man leicht: | | 
ı= r — a. logn fe — 460 


ER 
23 


Die Eonftante ift durch irgend eine gegebene Bedingung, 
etwa daß die Tractoria durch einen gegebenen Punkt gehen 
fofl, zu beftimmen. _ =; | 
4. Für yo wird x— . Alfo ift die Directrix die 
Afymptote der Tractoria. Ra a ea 
Die Gleichung der Berührenden ift nach (2.): 
y 


= fa:—y: — a. logn 


*7 —— (u—x). oo. 

Die Subtangente it — Ya—y’. Auch iſt tang « 
— = * FE Für — 90° ift tang a — m. 
Afo a —y?—=0,y=+a. Für größere Drdinaten 
werden die Abfeiffen imaginär. Alfo iſt — + a bie 
größte Ordinate auf beiden Seiten der Abfeiffenare. 

Nimmt man’ den Punft, in welhem die Beruͤh— 
rende auf der Are der x fenfreche iſt, als Anfang der 
Coordinaten anz. fo iſt y= a frx = o.. Alfo 
o— — alogn 2 + C=C und folglich die Gleichung 


der Tractoriat 





Ä Y a:—y?)’ 
x fa’-y? — a logn rar = y”) 


| y 
Fuͤr ein negatives y bleibt x völlig ungeaͤndert, fodaß alfo die 
Tractorig auf beiden Seiten der Abfciffenare auf völlig gleiche 
Ark liege. Um dies deutlich zu überfehen „ iftdie Quadratwur: 
zel aus dem Bruce unter logn abſichtlich nicht ausgezogen 
worden ; To wie es denn uͤberhaupt zumeilen vortheilhaft er- 
ſcheint, die Gleichungen der Curven unverkuͤrzt beizubehalten. 
Eöben ſo gehoͤren, da man pofitiv-und negativ 
nehmen kann, zu jeder Ordinate zwei Abſciſſen, welche 
aber einander gleich und entgegengeſetzt ſind. — 
V. u 





£ 


‚82 0 Zeartoria, 
x=- Y=-J—alognf = —— 


Ya — 
— u a—y —alogn fc FE r 2° a 
— - re; ur RP ra 


Alſo liegt die Curve auch auf beiden Seiten der Ordinafen- 
axe völlig auf einerley Are, und hat demnach in jedem End: 
punfte der beiden größten Ordinaten + a eine Spige. 

Zieht man die Quadratwurzel wirflid aus, nimmt 
V 2’—y? pofitis. und negativ, und multiplicirt im letztern 
Falle den Bruch unter logn im Zähler und im Nenner mit 
4+Y 2°—y:; fo entfpricht die Gleihung 
a 4 — —* 








xa5 — — a. logn 
eigentlich dem Zweige BD (Fig: h .), die Gleichung 
x=— Ya’-y?: + alogn 1° u 
Dagegen dem Zweige BC, da im ie Falle von ya bis 
y —.o die Abfciffe von o bis — oo abnehmen, im andern 
Dagegen von o bis + So zunehmen muß, übereinftimmend 
mit den obigen beiden Sleihungen. Im Folgenden werden 


wir, da alle vier Zweige diefelben Eigenfhaften haben, 
immer nur den Zweig BC betrachten, und daher 


x= a logn — - 12757 
als Gleichung der Hugeniſchen Tractoria zum Grunde 


legen. 
5. Der Bogen der Tractoria y=s; p ift Mecti⸗ 
fication. 5°.) = nn 
— a? aöy 
s= fi + ay: = 0y == +7 E 
wo das untere Zeichen genommen werden muß da ie 





bar s zunimme, wenn y abnimmt. Alſo s — — a [2 * 
— — alogny+C. Sir y=aifls—o. Alſo 
o=—alogna+C,C==alogna, s=alogn — 


Huygens giebt folgende Conſtruction dieſer Formel. 
(M. ſ. Karſtens Lehrbegriff. I. 2. ©. 390. Essay 
d’Analyse sur les jeux de.hazard (par Montmo un) 
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Paris. 1713. p. 357: 260.) Aus A (Fig. 6.) ale Mit: 
telounft befchreibe man, um die Loͤnge des Bogens BP zu 
finden, mit AD==PO als Radius, einen Kreis DF, er- 
richte auf AB durch B das Perpendifel BE, und beſchreibe 
einen zweiten Kreis, deffen Mittelpunft in BE liegt, der 
durch B geht, und den erften Kreis (in F) berührt. Dann 
siehe man AFE, befchreibe aus A mit AB einen Kreis, 
welcher AFE in G ſchneidet; fo ift die der Aa parallele GR 
dem Bogen BP gleih. Sey BE=r, AQ—=x, PQ=y, 
— a; fo folgt aus der Conſtruction leicht: 


(+ y)%® ma: iära8ez, 





2y 
AE:BE=AG:GH,r+y:r=a:GH, 
— —r a(aꝰ —yY’). 
Merry sep, 
AE:AG=AB:AH, r+y:a=a:AH, 
a? 2a?y 


Da nun HK die zuder Ordinate AH gehörende Abfeiffe iſt; 
fo erhält man, wenn der gefundene Werth von AH für y 
in die Gleichung der Trartoria gefegt wird: 


a "ala?—y?) 
HK = a logn — — TER 


Alſo H+ HK=GK=alon 4, bi. cK=s. 
6. Für den Zweig BC nimmf y ab, wenn x zunimmt. 
Alfo ift für diefen Zweig, wenn man bie Quadratwurzel 
immer als poſitiv anſieht: 2 | 
x=— dyt a er (3.) 


Folglich, wenn S die Area ABPQ bezeichnet. (Quadra⸗ 
tur. 8.)5 


a — (a?—y?)dy 
spare - SE 


y’oy__ 


— 2 — — 
VNVN aꝰ y? * ray) 








fen 
N er 
52 


. 
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+ ( 
-(Differentialformeln. 29.). 

| Berner ift 

— AO ray = rein [7 -Y35 dy 


ar Aresin L_f [Ay ay? + yay9)—4 . (-yöy)] 
"= —a? Arcsin = — S jöyr a?—y? +y.4(@_y2)-I day?) 
| — Arcsin — - /(yra?-y? + yoYa:—y?) 
—— a? Arcsin I fo.y Ya?—y? 





—=—.a? Arcsin 2 — y Ya? 


S=-ja’Arcsinz - — Ly Ya-y? +6 


Fuͤr y — a wird S—o. Alſo C=ta?n, um 
folglich 


' 
S=4la?(1n — Arc sin I) — 4y Yae—y? 
= ya’ are eos Z - — 4y Ya—y:. 


gür y= omid S—4a?n, fo daß alfo der ganze 
-Naum CBAa dem Quadranten eines Kreiſes gleich ift, ‚iefe 
fen Halbmeffer — a. | 


7. V fen der Inhalt des durch die Umdrehung vonBAPQ 
' (Fig. 6.) um AB entftandenen Körpers; fo ift (Eubirung) 
Ä .. V=-afydy Yar-y?, 
woraus L ch, füra? — y2 — z2, leicht ergiebt: 
V=nfı2dı = 4 n2 =ın Va? —y?)® + C. 

Aber V=ofür — =a Alſo 

VS41] — * 
Süry=o wi —4.+a’n, fo daß alfo der Inhalt 
des durch die Umdrehung von CBAa um AB entſtandenen 
Körpers dem vierten . einer a mit dem Halbmeſ⸗ 
ſer a gleich if 
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8. Die Oberfläche des mit V bezeichneten Körpers ſey 
—v; foift (Complanation): v=2nfyes==—2ıfaoy; 
— — Inay+C, oe —2a?n+C, van (a—yY), 
und, füry — o, v=—?2a?n. Allſo ift die von der Trac— 
toria befehriebene Erumme Oberfläche des durch die Umdre— 
hung von CBAa um AB entftandenen Körpers der frum- 
men Seitenfläche eines geraden Cylinders glei, deſſen 
Höhe und Halbmeffer — afınd | \ 

9, Denft man -fich durch B (Fig. 7.) eine gleichfeitige ' 
Hyperbel befehrieben, deren Halbare = AB==a ift, und 
durch irgend einen Punkt G derfelben die Berührende GE 
gezogen; fo ift, wenn FE mit Aa parallel ift, der hyper— 
boliſche Kaum EBG dem Dreyeck ABF gleich. Sey 
AE=FH=y, AH=FE=x;3 fo ft (4.) 

EF = alogn et mr — Ya-y: 
£ HE Ya 
AABF =4ax—ta2logn "7 - Jafar-y®. 
Iſt nun KB=u, KG = 23 fo ift (Hyperbel. 32.) 
2? —2au+u?. Die Subtangene E=T = — 


| | a+u 
—KB+BA—AE=u+a—y. Alſo u = EV. 
Da nun a 4 u — R, 2au 4 uꝰ ey) in; fo 
giebt die Formel (Quadratur. 91.) den hyperboliſchen Kaum 
BRG = | 


a Fuss: GR, ET a-+t Ya’—y? 
* a?—y?—4a?. logn re az 





wenn in jener Formel nur 2 ftatt des falfchen a geſetzt 
wird. Setzt man in die Gleichung der Hyperbel für uden 
gefundenen Ausdruck; fo erhält man: a | 


2 = 


a? —y:; 
und auf gleiche Art KE— "—-. Hieraus ergiebt ſich 
AREG=!KE.ı.— ray? 4a Ya 


Bieht mon. hiervon BKG ab, fo erhält man für BEG den 
felben Ausdruck, welchen wir vorher fir -AABF gefunden 


6 Tractoria. 
haben. Alſo BEG— AABF. Wegen dieſer Eigen. 

ſchaft nennt Huygens (Act. Erud. 1693. p. 476.) feine 
Tractoria quadratricen hyperbolae.- Indeß eignet auch 


Guido Grandi fi die Entdeckung derfelben zu (Hu- 
genii Opp. reliqua. V.I.p. 288. 


10. Ueber BC (Fig. 7.) denfe man fich, ſenkrecht auf 
der Ebene der Figur, eine cylindrifche Fläche errichtet, und 
lege unter einem Winfel — «a durdy Aa eine Ebene, wels 
che die Eylinderfläche in einer gewiſſen Linie durchfchneider. 
Nennt man die Coordinaten diefer Linie, wenn man fich 
die Eylinderfläche in eine Ebene abgewickelt denkt, X, y5; 


fe ift Elar, — x Fra —- 0), Y=ytango; 
— — logn — ze = I Folglich die Gleichung des 
Sites: 


y’.= ae tang a. 
Die Subtangente diefer Curve iſt — — a, alſo —— 
und folglich die Curve eine Logiſtica. Eogarithmiſche Li⸗ | 


nie. 4). Für a — 45° ift die Gleichung y — ae m 


Sind x’, y’ die Coordinaten des Durchſchnitts in der _ 
— Aa gelegten Ebene; ſo iſt 


o|n 





welches, in die Gleichung der Tractoria geſetzt, giebt: 
a 4 a+ Ya?—y”? coso? — Ya? ice: 

y cosa 
Die vorher bewiefene merfwürdige Eigenfchaft der Tracto⸗ 
ria ruͤhrt ebenfals von Guido Grandi her. (A. a. DO. 
p· 312) 


11. Sey jeßt die Directrix ein Kreis, deſen Halbmeſ— 
fer = r iſt. Den Anfang der Coordinaten nehme man 
als Pol an, und begeichne die polaren Coordinaten der Di: 
rectrix und der gefuchten Tractoria, durch p', zZ’ und p, 235 
fo ift, wenn der Mictelpunfe des gegebenen Kreifes als 
Anfang der Eoordinaten angenommen wird? 


x = alogn — ⸗— 


vr, Xx—zcog, y=rYsing’„,x=2 0084, y—12sin,g. .. 
.’.‚Ka= cos yõꝛ 4 5in yopı dy= sin 902 + 2.008 p0p; .' 
1+ 2 Se 02? + 2209? | 
Nach gehöriger Subftieution geben die Gleichungen in (2.): 
7 sing’ 2 sin p resp —2cosp = en 
sin plz HZ 605 pop 608 — sinydp: 
zsing—?’ sing a * 


singen Fzeosy0g Ya: +arog: 


32.0089 2 C0sp. A \ 
Ydı: + 220g? 


— 
—— 





rcosp=ı cos p— een u — 2 
m a (sin ydz + 2 cos pdp 
Ydz2? + 2209? ; 
Erhebt man auf beiden Seiten in’s Quadrat und addirt; 
fo erhält man: en | 


* 
rsinp=zsing— 


2a202 

Von: + 209° 
2 (2 4 a - x2) 

welches die Differentialgleichung der geſuchten Tractoria 
iſt. Die Integration derſelben hat nach den Regeln der 
Integralrechnung keine Schwierigkeit, fuͤhrt aber auf eine 
ziemlich verwickelte Gleichung, weshalb wir nicht länger 
dabei verweilen. 

Die Kectification diefer Tractoria ift aber leicht zu be: 
werfftelligen. Da nämlid) | 

ds = Year = Yde+ 220% 

alfo nach dem Obigen 


os = 


2 





r2 22 — 
U 


— 
— 


dp 
Dz 


_ 2azdz 
z2+a?—r? ı 
iſtz ſo if, rg — ud, Ss — 
s — 2a.logn u — ?alogn V =+2—r2 +C, wo 
die Conftante aus einer gegebenen Bedingung beſtimmt 
werden muß. | F 

12. Sey jetzt ein Syſtem von Kreiſen, deren Halb⸗ 
meſſer alle einonder gleich find, ſo gezeichnet, daß ihre Mit: 


Yadu 
— 
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telpunfte alle auf einer gegebenen Curve Tiegen; man 
fucht die orthogonale Trejectoria (©. dieſen eg diefer 
Kreife. 

Der gemeinſchaftliche ‚Halbmeffer: fey == r, die Coor⸗ 
Dinaten der gegebenen Eurve x’, y’, die-Coordinaten der 
Kreife x”, y“, die Coordinaten der Trojectoria x, yz fo 


iſt offenbar | . -anie, 


u 


24 6 — | 
bie Gleichung der gegebenen Kreife‘, wo x und. alfo io. 


y’, welches Function von x ift, alg —* betrachtet wer⸗ 
den muß,(Trajectoria.). Alſo — 


268 — xX)Ox” +2(y” — y)oy! —=-0,,:.95 7 








oy EN x—x 2 — x 
u He EEE Fe 7 
öoy x—x 
1 . wg! 
ox'y—y 


(Trajectoria. 3.). 
Um nun die Differentialgleichung der — 
ria zu erhalten muß man aus den Gleichungen: 
6, y) 82 0, 


—“ 
— 


x' und’ y’ eliminiren, welches fih nur in beſondern Faͤllen 
bewerkſtelligen laͤßt. 

Das Stuͤck der Tangente dieſer Trajectoria zwiſchen 
dem Beruͤhrungspunkte und der — Curve iſt (2.) 


*6- nf) Hr 


. .g-y)% 








En ine a 
= (y-Y) — 


Alſo iſt dieſes Stuͤck eine conſtante Groͤße, und folglich 
die orthogonale Trajectoria in dem vorliegenden Falle zugleich 
eine Tractoria, deren Directrix die Curve, auf welcher die 
Halbmeffer der gegebenen Kreife liegen, und deren Para: 
meter der Halbmeffer diefer Kreife ift. 

Die Hugeniſche Tractöria ift alfo die orthogonale Tra— 
jectoria aller Kreife, deren Mittelpunfte auf einer geraden 
Linie liegen, und deren BERBNE dem Parameter der 
Traetoria gleich iſt. 
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Diefen Satz hat zu 3 uch v. Muͤ nch ow in ber Schrift: 


De tractoriis geomethicis ‚ atqu eatum cum traje- 
ctoriis orthogonalibus congruentia obgeryationes 
quaedam. Halie; "1810. 4 ſche a A, ber 
wieſen und feine Anwendung gezeigt. * * 
13. Das Problem von der Treccoric aßt ſich 
auch umkehren, d: he eb kann die Frage nach einer Curve 
ſeyn, welche von allen Berührenden einer gegeberien Curve 
vom Berührungspunfte aus ein gegebenes Stuͤck abſchnei— 
det. Iſt plx, y) =.o die Gleichung der gegebenen 
Eurve, und b das abzufchneidende Stüd; ſo wird man 
offenbar aus den Gleichungen (2.) 

6, p= = 0, 

r-y=Ye-ma=0-nfi+ 

xund y eliminiren, wodurch man die geſuchte Gleichung 
zwiſchen x’ und y’ erhält. Es iſt klar, daß dieſes Pro— 


blem der — nicht bedarf Iſt die gegebene 
Gleichung z. B 


— ao I + 0; 


alſo (3.) N - — 


6-) Ya-P =y@—n),by= an» 
ya-l. I, ı=X+ — — 
Subſtituirt man dies in obige Gleichung, ſo erhalt man: 


rn — Ta q 
Da diefe Gleichung ſich mit b ändert, fo if klar; daß die‘ 
gegebene Eurve auf unendlich) viele Arten durch eine tracto— 
riſche Bewegung erzeugt werden kann 


Für ba giebt die Gleihungby=a Gy —* 
telbar y—= y—y’, y oO die Gleichung einer geraden 
Linie, daß alſo die Directrix der hugeniſchen Tractoria, 
dem PORN son gemaͤß, —8 eine gerade Linie 
ſeyn kann. 


| ehe 


14. —*5* erzähle in den Act. Erud. 1693, p. 387, 
daß ihm bei ſeinem Aufenthalte zu Paris der bekannte Her⸗ 
ausgeber des Vitruvius und geſchickte Arzt, Claude 
rrault, das Problem von der Tractoria mit gerader 
irectrix vorgelegt habe, ohne ſich indeß ſchon des Namens 
zu bedienen; Perrault habe ihm die Sache verfinnlicht 
indem .er eine beftimmte Stelle des Bandes feiner auf dem 
Tiſche liegenden Tafchenuhr an einem Lineale fortgeführt . 
habe. Nachdem Leibnig die eigentliche Natur der Curve, 
daß der Theil der Berührenden zwifchen dem Berührungs- 
punfte und der Directrix eine conſtante Groͤße iſt, gefun— 
den, und auf die Verbindung, in welcher fie mit, der Hy: 
perbel ſteht, aufmerffam gemacht hat, fügt er hinzu, daß 
er fich bey weiterer Erflärung nicht aufhalte, da er Grund 
habe zu vermuthen, daß auch der berühmte Hu ygens fih 
mit dieſen Unterfuhungen befhäftige habe. Diefer er: 
wähnt auch fhon im folgenden Monat deffelben Jahrgangs 
(p. #76.) einer Linie, welche er nostra quadratrix hy- 
perbolae, quae inter Tractorias (ita enim vocari 
possunt) simplicissima censenda est, nennt, woraus 
man fieht, daß Huygens den Begriff allgemeiner aufge= 
faßt hat, und daß von ihm auch der Name herrührt.- Er 
iſt alfo als der eigentliche Schöpfer dieſer Klaffe krummer Li⸗ 
nien.anzufehen. M. f. auch Hugenii Opp. varia. T, 
II. p. 617. Mehrere Eigenfhaften der einfachften Trac: 
toria find in der Schrift! Geometrica demonstratio 
_ iheorematum Hugenianorum circa logisticam seu 
‚ Jogarithmicam lineam, .auet. Guidone Grando, 
Florentiae. 1701., die fi) auch in Hugenii Opp. re- 
liqua. T.I. Amst. 1728. p. 187 — 315. befindet, bei= 
läufig erwähnt, z. B. was in (10.) bewiefen worden ift. 
Noch betreffen die Tractoria zwei Auffäge von Bonne in 
den Mem. de Paris. 1711. 1712 , welche nichts Neues 
‚enthalten. Ein Inſtrument zur organifhen Eonftruction 
iſt beſchrieben in JoannisPoleni ad virum cel. J. 
Herrmannum epistola, in qua agitur de organi- 
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ca curvarum Tractoriae et: Logarithmicae.coristruc- 
tione, etc. Patavii: 1743, p. 134. in den Miscell, 
Berolinens. T.V.1737. unterfuht Elairaut die Trac 
torien, welche: entftehen, wenn fi das eine Ende des Fa; 
dens auf einer Curve bewegt, die in einer Ebene liegt, 
welche von der verfchieden iſt, in welcher fich der ſchwere 
Punkt befindet. Euler und Riecati haben die tracto- 
rifche Bewegung zur Conftruction der Differentialgleichun: 
gen anzumenden gelehrt. M. ſ. die Abhandlungen des Er- 
ſtern: De curvis.tractoriis.. N. Act. Petrop. T. II. 
. De curvis tractoriis compositis. Ibid. De con- 
structione aequat. diff. ope motus tractorii, aliisque 
ad methodum tangentium in versam pertinentibus. 
Comm. Petrop. T. VIIL. p. 66. und Vinc. Riccati 
de usu motus tractorii in constr, aequat. diff, Com- 
ment. Bonon, 1752. Auch gehört von Riccati hier: 
ber; De natura quarundam curvarum, quae sinul 
cum tractorlis generantur, quaeque proinde syn- 
tractoriae nominabuntur. Comm. Bonon. T. UI. 
Joh. Bernonulli zeigt (Opp. T. IV. p. 381.), daß die 
hugenifche Tractoria, welche auch wohl die hugenifche Io: 

garithmifhe Linie genannt wird (Karftens Lehrbegr. IL. 
2. ©. 392.) die Tautochrone in einem nach dem Quadrat 
der Gefchwindigfeit widerftehenden Medio ift. In unfern 
Merfen über höhere Geometrie kommt nur fehr wenig über 
diefe Linie vor. In den Act. Erud. 1743. p. 134. heißt 
es: Inter curvastransscendentes prima utique, quae 
a Geom. considerari coepit, haberi potest illa Hu- 
genii, quam in plano hor. describit corpus alteri 
fili alicujus extremitati afıxum, dum altera fili ex- 
tremitasinrecta quadam linea protrahitur. Ein von 
Joh. Bernoulli aufgegebenes, mit dem Problem von 
der Trackoria verwandte, Problem-f.m. Act. Erud. 1693, 
p- 235. Opp. T. J. p. 66.° Die Auflöfung giebt Jac. 
Bernoulli ibid. p. 257. Erfagt, daß zu dem Pro: 
. blem quaedam Hugeniana in Actis Roterodamensi- 
bus Beranlaffung gegeben. hätten DB. Muͤnchows 

Schrift ift ſchon oben erwähne worden. — 


— 


9% Tractoria cömplicata Cotesii. 


Tractrix, f. Tractorin 


Trajeetoria, Gleichſchnitt nah Burjas er- 
leichtertem Unterricht der höhern Meßfunft. H. Berlin. 
1788..©. 215., ift eine Curve, welche ein ganzes Snftem 
gleichartiger Curven unter einem gegebenen Winfel fchneis 
det, oder, nach einem allgemeinern Begriff, fo fehneider, 
daß der Durchſchnitt für ale Curven einer gegebenen Bes 
dingung entſpricht; 3. B. die Curve, welche auf allen Ellip: 
fen über einerley Hauptare-vom Scheitel aus gleiche Bögen 
abſchneidet. Unter gleichartigen Eurven verfteht man aber 
hier folche, welche man erhält, wenn in einer gegebenen 
Gleichung einer gewiſſen Conftante alle mögliche Werthe 
beigelegt werden, die Gleichung aber fonft ungeändert bleibe. 
Die Erflärung der Trajectorien in’ der Mechanif und Aftro- 
‚nomie gehört jetzt nicht hierher. | 
— 4. Wir wenden ung zuerft zu der Berrachfung der Tra⸗ 
jectorien in der erften fpectellen Bedeutung, welche recht: 
winflige oder orthogonale (trajectoriae. orthago- 
- nales) genannt werden, wenn ber gegebene Winfel ein 
rechter ift. | - | BR 
2. Es-feyen x’, y’ die veränderlichen Größen in der 
Gleichung der gegebenen Eurven, x, y dagegen die Co: 
ordinaten der Trajectoria, für einen Coordinatenwinfel, 
"der — 900; fo find | — 
SE ae IE 2 
die Gleichungen der Tangenten an einer der gegebenen Cur⸗ 


/ 
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ven und der Trajectoria durch den gemeinſchaftlichen Durch: 
ſchnittspunkt, wie leicht aus (Beruͤhrende Linie. 14) und 
(Linie, gerade. 13.) geſchloſſen wird. Setzen wir nun die 
Tangente des gegebenen Winkels = a; ſo iſt, da dieſer 
Winkel von den Curven, d. h. von den durch den gemein— 
ſchaftlichen Durchſchnitt gezogenen Beruͤhrenden einge— 
ſchloſſen werden ſoll, zu ſetzen: 

| er _ 0 | 


0 
a 


 @inie, gerade. 16.), woraus, wenn ‘wir Zr weldes 
aus der Gleichung der gegebenen Curven immer gefunden 
werden Fann, —p’ feen, leicht erhalten wird: - 
‚Oy __ ,a+p 
’ öx  1-—ap — 
Da aber die Folge der gegebenen Curven nach dem Obigen 
als ſtetig gedacht werden muß; fo muß dieſe Gleichung of 
fenbar für jedes x’ und y’ gelten, weshalb man, da in 
der fetigen Folge der Durchſchnittspunkte die x,.y mitden 
x, y’ einerley find, in derfelben x, y für x, y’ fegen 
muß. DBezeichnet daher p den Werth, welchen p nad 
diefer Subftitution erhält; fo ift 
a at 

| x 1— ap . er set 
Bon der: conftanten Größe, durch welche die gegebenen 
Eurven beftimmf werden, macht man dieſe Gleichung un— 
‚abhängig, wenn man diefe Größe, die wir durch a bezeich⸗ 
nen wollen, aus p’ = 77, und. px’, yY)=0,.der Glei⸗ 
hung der gegebenen Curven, eliminirt, obgleich aud) aus 

genblicflich erhellet, daß diefe Größe auch aus 
ee  .dy at... 
| % —— | | 

und p(x, y) = o eliminirt werden fan. Hierdurch er- 
- halt man die gefuchte Differentialgleichung der Trajectoria, 
deren Integration die Gleichung, felbft giebt. Die beizü= 
fügende Conftonte muß Durch irgendeine gegebene Bedin— 


. 
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gung, z B. daß die Trajectoria durch einen gegebenen 
Punkt gehen ſoll u. dgl., beſtimmt werden. 

3 Für orthogonale Trajectorien it a = o= 4. 
Alfo, 








ay _ HP a 
ı 0 Wo—h 1—4.0.p  —p’ 
oeri+pl—o ! 


4. Trajectoria aller durch den Anfang der Abfciffen ge= 
henden geraden Linien. Die gegebene Gleichung ift | 


y=ax; alfo p =o=L, P=- 


Folglich die Differentialgleichung der Trajectoria; 
A (Gxõx + yoy) + yox - xõox 0 


na 
woraus fürx?+y? — z?in Bezug auf das erſte, und 
= zuin Bezug auf das zweite Integral, leicht erhalten 
wird; I. 
_ af + [E — =C ‚alogns} Arctangu= 


a logn VER? + Arc ng = G, 





alogn Yx?+y? + in — Arc tang > Ic. 

Setzt man nun die willkuͤhrliche Eonflans— —4n; fo wird | 
a logn Ya’ry — Arc tang , 

bie gefuchte Gleichung der Trajectoria. Drüdt man bie 

will£ührliche Eonftans überhaupt durch alognc+ 4a aus; 


fo erhält man 

a logn —— 
In Beziehung auf Coordinaten 2, Y aus einem Punkte 
iſt x? +y?—=22%, y—=xtangg. 
Alfo logn = 2* =. 
Aus der Bergleihung diefer Gleichung mit (Spirale. 37.) 
folgt augenblicklich, daß die Trajectoria aler durch den Anz 


= Arc tang l. 


| Strafen .». 00009 
fangspunkt gehenden geraden Linien eine logarithmiſche 
Cpleabeibi . ie nie. td 

Fuͤr die orthogonale Trajectoria ft / 
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— 2 he: u 2 ——— u 
4. logn —— = Are tang x RENNER 
KIEW TBEN. or 
logn x an) — 0, — 1, x24 2 e23 


alſo die orthogonale Trajectoria ein Kreis, wie dies ſich 
auch von ſelbſt verſteht. Alles dieſes hat ſchon Jac. Ber— 
noulli gefunden. (Act. Erud. 1697. p.232) 
5. Sestman C=a; fo ift die Gleichung der loga- 
rithmiſchen Spirale nach dem Vorhergehenden: 


a logn Yx: +y? + Arc tang = @, 
woraus durch Differentiation Teiche erhalten wird: 


y+t ax 
x—-ay 5 


Folglich für die orthogonale Trajectoriat 
ra — y 
— — 


Bere 





woraus wie in (4.) 2 
n logn YxT+£ y? + Arc tang = =C, 

fo daß alfo die orthogonale Trajectoria felbft wieder eine 

logarithmiſche Spirale ift, wie fhon Nic, Bernoulliz 

Sohanns Sohn, gefunden hat. Act. Erud. Suppl. T. 

VII. 1721. p.315. ° | | 


6. Orthogonale Trajectoria für Parabeln mit einerfey 
Parameter , aber veränderlihem Scheitel. Iſt ndercon- 
fiante Paramerer; fo ift die Gleichung: BZ 
— 2 nE—- 4)3 — 
er 5* Rx * - z- =, x — — logny+c, | 
wenn c die wilführlihe Gonftante bezeichner. Alſo fuͤr 


—-ıZ=x: 


P= 


5 loun ya a = 


90 —— 


Die orthogonale Trajectoria iſt alſo eine Curve — 
Subtangente (Beruͤhrende Linie. 13.) conſtant iſt, alſo die 
Logiſtica. Logarithmiſche Linie. 4.) | 


7. Orthogonale Trajectoria für Parabeln mit einerley 
Parameter und parallelen Axen, deren Scheitel alle in ei- 

ner auf den. Axen fenfrechten geraden. Linie liegen. Die 
Gleichung if: | 


Go = nf, p= oy= — .x 3 öx, 


an Ya’ 
DRREEC ober fir e— yyıi 
2; 3ya > 4* 
a * 
* = i 


Die Trojectoria ift alfo eine Neiliſche „Parabel Para⸗ 
beln hoͤherer Art.), deren Parameter 7; ſich zu dem Pa- 
rameter der gegebenen Parabeln =. 9: 16 verhält. 

8. Orthogonale Trajectoria für Parabeln einerley Gra= 


des mit veränderlihem Parameter über einerley Are und 
von einerley Scheitel. Die Gleihung iſt: 


aa maxın—1 — 
yo P=ny? — m = 
PL, myöy = — mir; Euer 
3 my’ =—tn? +36 realz-r). 


Segen wir nun - cm’, ya z= m? f ma" ; 
* — ſch he — 
2 25 (m? — xey, 


woraus erhellet, daß die geſuchte Trajectoriae eine Elipſe 
iſt, deren Mittelpunkt in dem gemein joajeliden — 
der Parabeln liegt. 


9. Orthogonale Trajectoria fuͤr neiliſche Parabeln mit 
einerley Parameter über einerley Axe mit a 
Sceiteln. Die Gleichung iſt: z 
In (x a) ox _ ra .. 

„9° ’oy ‚ayy 
welches leicht ig wird, wenn Man x — a — dop⸗ 








y* =n( — e)’;p= 
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pelte Art beftimmt, ‚Indem man in der gegebenen Sei: 
dung x, yfürx’, y’ fest. Die integration giebt: 

16ny 
G- = rm 
oder firx—c—x,, Mn; x, rwy, ſo daß 
alſo die orthogonale Trajectoria eine apolloniſche Parabel iſt. 
10. Orthogonale Trajectoria für cubiſche Parabeln 


mit einerley Parameter, aber veraͤnderlichem Scheitel. 
Die Gleichung if: y’=n?(X—o) (Cubiſch.) 


n? * n? 
rip = yp-yrs 
oder fir x — c=—x,, und Bay 
x =; m’, 


welches die Gleichung einer — Hyperbel iſt, de— 
ten Halbaxe = m. (Hyperbel. 8. 31.) 


11. Orthogonale Trajectoria fuͤr alle logarithmiſchen 
Linien uͤber einerley Axe durch denſelben Punkt mit veran⸗ 
derlichem Modul. a rn a a * 
Eogarithmiſche Linie. 2) 

p= oy, adı = 4 ax’ = logn y -+ Const. 
Nehmen wir nun an, die Ordinate des gegebenen Punctes 
ſey — a’, und die entfprechende Abfeiffe — — 0; fo ift 


Const fo zu beftimmen, ey — a“ wird, fürX — 0. 
Alſo Const = — logn a’, und 


logn 





oo M 





y lnT 
Afop = X, und yoylogn = — xöx, 


yõy logn y — voy logn a — — xöX. 
Nah Th. II. ©. 783. iſt 
fy9y logn y = logn ySyoy—fOlogn yfyoy =4 y? logny—4y?. 
Alſo 35 losn y - 432 -ıylmnmazo;33, 
V. | 
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len —335, 


— 1 — logn — 
2 | 
12. Orthogonale Trajectoria aller Hyperbeln von einer: 
(ey Scheitel und einerley Mittelpunfte, aber veränderli- 
cher Eleiner Are. Die Gleichung ift: 
2x Er a?y? 


a? a 
"2 Zus — ’2 — 2 3 — — a? — 3 
y a? (x a F P a?y ’ — a? ’ 





xy 


At ala: Yaoyiy= _ 10x, 
| y? «& 2 Const = 2a? logn z— x?, 
oder, für 2 Const = + c2? | 
x?2.Ly?+c?=2a? lognx=lognx”*, wear _ tie, 
Eine merfwüärdige, von Nic. Bernoulli (Act. Erud. 
1716. p. 227.) gegebene, Eonftruction diefer Irajectoria ift 
folgende. Durch den willführlihen Punct D (Fig. 8.) 
befchreibe man eine logarithmifche Linie DF', deren Subtan- 
gente = a; fo ift für CE — x (Logarithmifche Linie. 4.) 
d0.EF =, EF = alognx Man nehme nun 
EG — 2a, und befchreibe über FG, fo wie auch dann 
über HE einen Halbfreis. Nimmt man hierauf HK=CE 
==x, zieht KE, und nimmt LE = RE; fo iſt L ein 
Punkt der Zrajectoriaa Denn HE? = GE.EF— 
2a?lognx, KE?==HE?— HK?=—=2a?lognx—x?; 
alfo KEB? — y2 für Const=o, und demnach LE=—=KE. 
=y. Alſo L ein Punkt der Trajectoria für Const— o. 
13. Orthogonale Trajectoria aller Ellipfen mit einerley 
Hauptare, aber veränderlicher Mebenare. Die Glei: 
hung ift: a Ä | 





2 2 ?2y?2 
— —— a — x 2 — — — — — — —— 
y a? ( ); pP a?y’ " a? x?’ 


14. I=o, 


woͤraus alfo erhellet, daß die obigen Eilipfen (Fig. 8.) die- 
felbe Trajectorig haben wie die Hyperbeln in (12.) 

„14. Die Elimination der. Größe « Fann öfters Schtoie: 
rigkeit machen. Euler, und nad ihm Lacroix im 
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Traité du calcul diff. et int. T. II. p. 454., lehrt fol» 
gendes Verfahren. Man fuche die eine der Größen x’, y’ 
aus der Gleichung der gegebenen Eurven durch die andere 
und durch « auszudruͤcken. Wir wollen annehmen, daß 
durch x’, @ ausgedrückt fey. Nun erhellet Teiche, daß 
von einer Ordinate PQ (Fig. 9.) der Trajectoria zu der 
nächftfolgenden Ordinate P’Q’ derfelben übergehen, eben fo 
viel ift, als von der Ordinate PQ der Curve B’ C’ zur Or: 
binate P’Q’ der nächftfolgenden Eurve BC übergehen. Der 
Uebergang von der Eurve B’C zu der Eurve BC wird aber 
bedingt durch die Veränderung der Größe, und der Les 
bergang von PQ zu P'Q’ dur die Veränderung von x. 
Daher muß man, um von PQ zu P’Q’ überzugehen, y\ 
als Function zweyer unabhängiger veränderliher Größen 
a, x betrachten, fie nach dieſen beiden veränderlichen 
Größen differentiiren, und dann x, y für x, ſetzen. 
Sey demnach 


ey = (Gr öx’ + (2) da, 


oder für (%) =p, — uu.4'; 
öy’ = pox’ + qg 0a. | 
Bezeichnet man nun die Werthe, welche p’, q’ erhal: 
ten, wennx, y für x, y gefeßt werden, durch p, q3 
fo erhält man dy = pdx + qgda. Aber nad) (2.): 


a tr (p+ Fe) te— k+3=. 

(1 + p?) adx — (1 — ap) gda = 0, | 
wo p, q nur x und a enthalten. Das Integral diefer 
Gleihung giebt die Relation zwifhen x und a, und bie 
Elimination ven « aus diefer Gleichung und der gegebenen, 
wenn man in diefer x, y für x’, y’ fett, giebt die Glei- 
hung der Trajectoria. | Ä 


15. Eonfteuirt wird die Trajectoria auf folgende Art, 
ohne die Elimination von « felbft auszuführen. Zür einen 
willführlih angenommenen Werth von x beftimme man 
mittelft der durch die Integration erhaltenen . den 


’ 
. 
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Werth von a. Für diefen Werth von a befchreibe man - 
mittelft der: gegebenen Gleihung die zu Durchfchneidende 
Curve; fo ift der Durchfchnittspunfe diefer Curve mit der, 
zu der angenommenen Abfeiffe gehörenden, Ordinate ein 
Punkt der Trajectoria, und es erhellet leicht, daß man 
auf diefe Art fo viele Punfte verfelben finden Fann, als 
man will. | | | 
— Die Gleichungen der Cycloide find nach, Thl. J. 
601. | Ä 
!aagy-sing),y=a(i“ co 9); — 
oder, wenn man den Durchmeſſer des erzeugenden Kreiſes 
als Are und den Anfang der Cycloide als Anfang der Ab: 
feiffen annimmt —— 
Xx=al-coag),y=a(-— sing) 


Beſtimmt man aus der erften Gleichung die Werthe von p 


und sin’p, und ſetzt fie in die zweite, fo erhält man: 
y = a Arc sin vers & —_ Yıüx — x”, 


oder, wenn man den Halbmeffer des erzeugenden Kreifes als 


‚veränderlih, den Anfangspunct als conftant annimmt: 


" — — AR 
y =a Arcsin vers — — Y2ax — x? 


Hier iſt y’ fchon durch x, a (14.) ausgedruͤckt. Seen 


wir nun X, Y für x, y, und — — 23 ſo wird 

y2« Arec sin vers z — 7., 
oder, zur Abkuͤrzung, y—aZ, wo 2 nur eine Function 
von zit. Iſt nun = Z0z; fo ift durch partielle Dif: - 


ferentation öoy—aZöz + Zoda. Da nun 


Ox — x0a OxX — x0 
a4= Ta TE; 


fo erhält man Teiche 1 
| G6G9 - Zox "(2 — 27) 0a. 


-Aop=Z, qa=Z—Zz, wo p, qg beide nur von z 


abhängen.. Alfo nach (14.), wenn man in die dortige Iette 
Gleihung den obigen Ausdruck von da fert, nach gehöri: 
ger Reduction: | 


X | (1 — ap) goz 
x + alt pP) —- (1 — ap) qz . 
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N (1 — ap) godz 

logn + [ae Ä 
Da nämlich in der erhaltenen Differentialgleihung bie ver- 
änderlichen Größen gefondert find, fo läßt fie ſich integri- 
ten, und die Gleichung der Trajectoria Fann wie in (14.) 
gefunden, fo wie auch die Linie felbft wiein (15,) conſtruirt 
werden. Cift an fi willführlih, und: kann nur durch ges 
gebene Beftimmungen, denen bie Zrajectoria en genügen 
fol, beſtimmt werden. 


17. Vorzüglich wichtig ift der Sal, wenn nur dieDif: 
ferentialgleichung der zu durchfchneidenden Eurven gegeben 
ift. Die gegebene Gleichung fey, nachdem ſchon x, y für 
X y’ gefegt worden, öy — pöx. Iſt nun u überhaupt 
eine Function zweyer veränderlicher Größen; fo ift Dif 
ferentialgleihung. 12. 14. le 8.) 

O?:u ou Murp Ö?u 
a De ν 


SE en —— [2 
Br: [@»-@ 


Segen wir nun = =P,u = SPös;, fo wird 


S ( ) — 6 [Pox 
Alſo fr P—=p, ya mit Befaffung der Parentheſen: 
F — O/pox 
d - "da ” 


= C. 





Folglich nach (14.) : 
ECT Ox = 0, 
oy Ofpox 


num. u 

Diefe Gleichung ift in Bezug auf x und eine en 
gleihung vom erften Grade, die ſich alfo, da auch ſRo 

in Bezug auf x immer gefunden werden kann, immer ins 


tegriren läßt, woraus fich die geſuchte Relation zwiſchen x 
und a ergiebt. (14.) | 
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18. Setzt man a , wo a’ die Cotangente des ge 
gebenen Winfels bezeichnet; fo erhält mans 
(1 ++ p?) dx — (ad — p) da se x=o 
Alſo / fuͤr orthogonale Trajectorien, wo a’ Do iſt: 
G+ Pd + pda [FE ro, 
re, un. O2 + gda = o. 


19. Bringt man die Gleichung in (14.) auf die Form 
Eur 4 g0da = 0} 


ap — 1 


fo erhellet aus der bekannten allgemeinen Gleichung: 
| Ay) (FED) öx + >) Oy, 
und dem ſchon oben gebrauchten Sage: 
| 0:f(x, y) — orf (x, y) 
un 
daß, wenn dieſe Gleichung durch Multiplication mie ei- 


nem gewiffen Factor A, der nur eine Function von « iſt, 
wodurd man I 





| | ne 2 x + Agde = o 
erhält, integrabel gemacht werben fol, immer 
8 34 — 
| % Anz 
feyn muß. Alſo 
| 3.AU+p?)a 
EEE —— 
da da i 
Entwickelt man num dag erfte Differential; fo ergiebe ſich 
En. * Ad =o. j 


Diefe Gleihung wird, da man x überall als conftant be- 
trachtet, bloß in Bezug auf @ integrirt. Man verwan- 
delt fie leicht in | 
| adA (+ a)Op — 

a TO ame n 5* 
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adA _ ta?(1+pP)—(ap—1)lap-Hi)} Ap _ 
AO TTTUTrhp)ap-—1) — 





adA _ _a?dp apdp OB _ 
De De TEE Tg 


woraus, wenn X irgend eine willführliche Function von x 
bedeutet, und die arbiträre Conftante, da x als conftant - 
betrachtet wird, —alogn X gefegt wird, durch leichte In⸗ 
fegration? i | 

a logn A —- a logn (ap — 1) ++ 4 a logn (1 + p?) 

4 Arc tang p = a logn X 

oder = | 

a logn A = a logn (ap — 1) — } a logn (1 + p?) 

— Arc tang p + a logu X, 

(ntegralformel. 5. 15. 16.) 


20. Führt man wieder die Cotangente des gegebenen 
Winkels ein, indem man a ſetzt; fo erhält man die 
‚Differentialgleihung: 

OA _ dp (p-Fa’) Op, 
Ap-at ip ?’. 
alfo fuͤr orthogonale Trajectorien: 
— — 
—75 
logn A = logn p — 3 logn (14pꝰ) + logn X, 
2 px BE 
logn A = logn — ‚A= Yım? 
woraus man, dap = & ift, leicht erhält: 
| oy= — 7 — +C 
YX a’ Yx-2 : 
wo A eine Function von @, X eine Function von X, C 
eine willfübrfiche Conftante if. So muß alfo die gegebene 
Differentialgleihung befhaffen feyn, wenn die Gleihung 
in (18.) für orthogonale Trajectorien durch Multiplication 
mit dem Factor A integrabel feyn fol Da 
A 


p”= 








| — 
iſt; ſo erhaͤlt man leicht 


E —— 
ATA 
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Alſo nach (18.) und (17.): 
| X20x In LLX2dr 
| Arm tr den 0 
ober jur Abkürzung Möx + Noa — o, für 
x. E 
Nee M = Yo-m’ N = Aq. | | 
- Da nun Mdx +Nda nad) der Vorausfegung in (19.) das 
volftändige Differential einer gewiffen Function von x 
und « iſt; foift, wenn wir diefe Function — u fegen: 
du du | 
j M zZ (2): N = = . . Far , 
Alfo du — Mox, u=/Mdx+Y, woY eine willführ: 
liche Function von « bezeichnet, da a als conftant betrach- 
tet wird. Demnach 


O/Mdx ,„ 0X 
Nm tz 3 


det Ku DE 


u = /Möx +. (9-25) da + C. 


+ Agda = 0; 














woraus 


In rn wo duo, alfo u eine Eonftante ift, 
hat man alſo RE 


| Mõx * (n— 2% 0a == Const, i 


wo dag zweite integral nur a enthalten Fann, da Y nur 
oa enthält. Daher ift offenbar diefes integral das Inte— 
gral von den Gliedern in Noc — Agoda, welche von x 
unabhängig find. 


- 21. Wir wollen biefe Formeln auf eine in der Ges 
ſchichte des Problems der Trajectorien fehr wichtige Auf: 
gabe anwenden. Es feyen nämlich zunächft 

Ueber AB (Fig. 10.) als Are durch den Punkt A’ un- 
endlich viele Eurven zu befchreiben, fo daß die Krümmungs: -» 
halbmeſſer ver einzelnen Eurven von der Are alle in einem 
gegebenen Verhaͤltniſſe, . B.®BF:DE—1;n, wenn 
N der Krümmungshalbmeffer für D ift, gefchnitten 
werden. | 
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Man nehme die auf AB durch A errichtete Senkrechte 
AG als Axe der Abſciſſen, ſo daß AH=x, HD=y. 
Der Krümmungshalbmeffer wird bekanntlich immer 
auf der concaven Seite der Curve genommen. Daher 


werden nur die Krüämmungshalbmeffer. aller der gegen AB 
concaven Eurven von AB gefihnitten. Diefe Curven find 


aber gegen AG conver, und fotglich SI pofitiv (Concav 
und Eonver. 10.), da wir y als pofitio annehmen. 
Seren wie nun den Krümmungshalbmefler = r; fo 


ift auch | | 
(' +)l:+ I (ie + ap} 
SS - — 
⸗ x? r 


pofitio, und daher r, welches hier immer als pofitiv ange- 
nommen wird, nicht 


u u (0x? 4 ay2)% 
I 
(Krümmungsfreis. 2.), fondern 

„+ a} 


zu fegen. . | 
Die Gleichung der Normale, in welcher r immer 
liegt, iſt 


1 y=- San 


wie fich durch eine leichte geometriſche Betrachtung mittelft 
(Linie, gerade. 17.) und den allgemeinen Formeln in dem 
Are, Berührende ergiebt. Für den PunftE tz = AE, 
u=0. Ufo — 


| 260x F xõox 
rn — + öy’ 
* TOR, | 
DE? = DK? 4 KE: „FEN. 
Alfo nach der Bedingung der Aufgabe 


(ex? + dy:)? x(dx? + Ay2yF | 
| oxo?y oy 





. 106° Trajectoria. 


_ nlönöy) 0° 
58 — = (+3 * *) 
woraus fuͤr — —3 - 8 — erhalten wird: 
Öx _ __POp 
x np: Fp) 
Alſo für p = 1+z=v: 
Öx 2 Oz BR. 


x 2 yz7 


logn x == * — -+ Const 





BE OR —— 
* Zu an 3 — logn C =n logn ——— If p% 
Zn 
- Y = — 
=[:+ ip PS yon 
de xndx BR xndx 
= Yc—x y — YCo—-x:2 
oder auch, für C — c?"} 
— mix 
= Y C?n——y22 


wo denn noch eine willführliche Eonftante beizufügen iſt, 
wodurch wegen der doppelten Conſtante die Mannigfaltig⸗ 
keit dieſer Curven ſehr groß wird. Bey der Integration 
im Allgemeinen duͤrfen wir hier nicht laͤnger verweilen. 
Tür n 1 erhält man 
— xox 
hf — — 





die Differentialgleichung des Kreiſes, wie aus der Gleichung 
x = Ie - ) | 
leicht abgeleitet wird. 
Sürn 4 wird 
öx.Yx 
YC-x 


woraus man Durch integration erhäftt 
y= GArctang ©: —— 


Für Arc tang P —, = p wird: 


x — x — —— 
rar Be da © es=fı-; 


öy = — 





tang 9 = 





Trajectoria. 107 
sin Yy= I, cp =1 -7 
= 4C (29 — sin 29), x= 40 (1 — cos 29), 
welches bie Gleihungen der Eycloide find (16.). Alfo hat 
die Eycloide die Eigenfchaft ‚ daß die Krümmungshalbmef- 
fer von der Bafis halbirt werden (Cycloide. XI.) 

Für Eurven, die gegen AB conver find, Fönnte man 
den Krümmungshalbmeffer ſich auf die convere Seite ver: 
längere denfen, wo er ebenfalls von der Are gefchnitten 
wird. Mur ift hier, weil der Krümmungshalbmeffer im: 
mer als pofitiv angenommen wird, zu fegen: 

r= —— * oyꝛ * 
A Gx 5 
Sonſt erhaͤlt man ganz wie vorher: 
x... n (Ox? + 0y?) 
öy u — 
logn ⁊ — * logn Tor + Const, 


ober, wenn man bie Conftanten durch — u logn C aus: 
drückt: | | 


logn = — 3- — logn en ı= veoy) = fe 
Beide Fälle Fann man in Die Soruned 


un... Far 

—— Gr p? ) 
zuſammenfaſſen. Aus der für dieſen Fall gefundenen Glei⸗ 
chung erhaͤlt man ferner: 





| m — Torx —— 
ober für C == 0?” 
= dx 
Im 
OoxX 
dirn=tifdpy Tg’ 





woraus durch San, 


4 19* 
‚=2[7 i-r=36-$), 
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ober fix ix: 


fö daß alfo} die geſuchten Curven Parabeln ſind. Daher 

werden von den verlaͤngerten Kruͤmmungshalbmeſſern 
durch AB Stuͤcke abgeſchnitten, welche dem halben Kruͤm— 
mungshalbmeffer gleich find. Die Abfeiffen werden auf 
AG genommen, und bie Entfernung des Scheitels von A 
ift dem vierten Theile des Parameters gleich. 

Die hier aufgelöfere Aufgabe mag zugleich als Beifpiel 
für den oben angegebenen allgemeinern Begriff der Tra= 
jectorien dienen. 

22. Sol nun in Bezug auf den erſten Fall, indem c 

als veränderlich angenommen, alfo 


zIoX 
geſetzt wird, die orthogonale Trajectoria gefunden werden; 
ſo hat man (17.) | 





öy= 


. — 
— — — 
P Ya:a — xıu 


woraus man, verglichen mit (20.) er erhält : 
LEE an 


’ 





x = — — — (28. - x22) — 6Gx, 
oder, wenn man Dies in eine Reihe nach Potenzen von x 
entwicelet 

® ox = (Yxn + + Ex’n + BR ÖX 

= fx = — 248* 3n+1 46* —— 
a man nun hier bie wilführliche Conftante = 0; fo 
enthält, dan immer als pofitiv angenommen wird, 

Agda = (Wx"t1 Bd 1 Ost L..)de 

fein von x unabhängiges Glied, fo dag alfo (20.) 


ofMAx _ 
/G-2)%= 0, 
und folglih / Mox = Const, d.i. 


: undx = 6 i 
— u 
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iſt. Die Aufgabe iſt alſo wieder auf die Integration einer 
Differentialgleichung des erſten Grades gebracht, und daher 
als aufgeloͤſet anzuſehen. 


‚Si die gegen AB (Fig. 10.) converen Euren ift 
‚Yy= — 


Yorsxıa—1 3 





— gs rr a 
Bu me 
M- X? — a?ny?n 








 YX3 —.A®  Yarıx?a — 7 
Op ÖxX u nzingin-! (a?2x22—-1) — 3 Ox 
‘da 


= — nx?ng2n—1 (— 1 4 a?"x2n) * 6x 


Entwickelt man dies in eine Reihe; ſo überzeugt man fi ih 
. ganz wie vorher, daß JMödx = Const, d. i. 


FE a2ay2ndx ER 

Yazax2u_1 
Johann Bernoulli giebt folgende, von feinem Sohne 
Nicolas Bernvulli Act. Erud. 1718. p. 253. ohne 
Analyſi is mitgetheilte Conſtruction fuͤr den erſten Fall. 
AB’, AB”, AB”, u f. f. (Fig. 11.) ſeyen die gegebenen 
| Surven. Fr die fucceffiven Werthe von a befchreibe man 
die Eurven Ab’, Ab”, Ab”, u. ſ. f deren Gleichung 


—— | 
ift, fo daßi in Bezug auf die Werthe von — Curven AB’, 
Ab’; AB”, Ab”; AB”, Ab”; u. ſ. f. einander entfprechen. 
Dann föpneide man von den letztern Eurven Segmente 
. ab, deren Slächenraum der conftanten Größe C gleich ift, 
durch die Linien DE, D’E’, D’E”, u. f. f.; fo ift, wenn 
AD, AD’, AD”, u. f. f. durch x bezeichnet werden! 
andxı 
Js0: = fon 

Quadratur 8.), wie erfordert wird. Berlängert man alfo 
ED, ED, E’D”, u. ſ. f., bis fie die gegebenen Eurven 
in F, F,F’,u. ſ. f. ſhhheiden; ſo ſind dies Punkte der 
Trajectoria, deren ſich alſo eine willkuͤrliche Anzahl finden 








’ 
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laͤßt. Wie dieſe Conſtruction auf die convexen Curven 
auszudehnen iſt, erhellet leicht. 

23. Um noch ein, einer Anwendung fähiges, leichtes 
Beiſpiel der orthogonalen Trajectorien zu geben; ſo ſey die 
orthogonale Trajectoria aller um einerlei Mittelpunkt be: 
ſchriebenen aͤhnlichen Ellipſen zu finden. Da die Ellipſen 


aͤhnlich ſu ind; ſo iſt 


n n?x 
Y=ze@e-Mır=-7- ‚p== ’ 
n?x Oy -Oy_1 6cx 
a a a ar, 


1 
logny = lognx + —r logn C; 


n? logn y — logn Cx, yr? = (x. 
Soly=k feyn für x—h; fo a man als Gleihung 
der Trajectoria: 
80 


Nimmt man an, daß die Erde aus lauter concentriſchen, 
unter einander aͤhnlichen Schichten beſtehe ‚ die für ſich im 
Gleichgewichte find; fo beftimmt dieſe Trajectoria die Ric: 
tung, nad welcher in jedem Punkte die Schwerkraft die 
en gegen das innere der Erde hinabziehr. 


Geſchichte. 


25. Hu ygens hatte in feinem Traité de la lu- 
mière. Leid. 1690. 4. die Idee vorgetragen, daß das 
Licht durch eine wellenfoͤrmige Bewegung eines feinen Ae— 
thers fortgepflanzt werde, und daß, wenn eine ſolche 
Welle das Auge beruͤhre, der Punkt, von welchem fie aus— 
ging, nach einer auf diefer Welle fenfrechten Richtung er: 
fheine. Ein Lichrftrahl wäre alfo nach diefer Hypotheſe, 
welche nur erft neuerlich durch die merfwürdigen Berfuche 
von Thomas Young in London einen neuen bedeutenden 
Grad von Wahrfcheinlichfeie erreicht hat, eigentlich eine 
Linie, welche alle Wellenlinien des beweglichen Aethers 
ſenkrecht durchfchneider, und der ſichtbare Punkt erfcheint 
nach der Berührenden biefer Linie. Man fieht, wie Johann 
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Bernoulfi, nad feiner eigenen Erzählung (Act. Erud. 
1697. p. 211.) , hierdurch) auf das Problem der orthogo: 
nalen Trajectorien geleitet werden Fonnte. U. a. D. legt 
er diefes Problem zuerft öffentlich vor, jedoch nur für den 
Sal der logarithmiſchen Linien (11.), indem er zugleich 
für den Fall der Eycloiden eine Conſtruction ohne Beweis 
mittheilt. Das vorgelegte Problem, nebft noch einigen 
andern (4 — 14.), loͤſete Jac. Bernoulli in den Act, | 
Erud. 1698. p. 230. auf, worauf Joh. Bernoulli in 
demfelben Jahrgange p. #72. feine analytifche Auflöfung 
des Hals der logarithmiſchen Linien mittheilte, da Jac. 
Bernoulli nur eine Conſtruction gegeben hatte. In die—⸗ 
ſem Aufſatze kommt das Wort Trajeetoria zuerſt 
vor, und ruͤhrt folglich auch. von Joh. Ber noulli ber, 
indem er p. 470. fagt: „Supersunt notanda quaedam 
circa lineas, quos vocabo Trajectorias.“ Zugleich ers 
zählt er, daß er das Problem ſchon am 2ten Septbr. 1694 
an Leibnik gefchrieben, und für die von feinem Bruder 
aufgelöfeten Fälle Auflöfungen gegeben habe. Auch dehnt 
er hier das Problem auf Trajectorien mit willführlichem 
Durchſchnittswinkel aus, und bemerft, daß auch Leibnitz 
fhon damals in einem Briefe an ihn tief in das Problem 
eingedrungen fey. Seit dem fahre 1698, wo diefer Auf: | 
fo von Joh. Bernoulli erfhien, ruhete die Aufgabe 

eine ziemliche Reihe von Fahren. Als man aber in dent 
langen Streite, welcher üb:r das Prioritätsrecht. der Er— 
findung der Differentialrechnung zwifchen den Geometern 
Britanniens und des Feftlandes geführt wurde, dahin ge: 
fommen war, die gegenfeitigen Kräfte durch vorgelegte 
fhröierige Aufgaben zu meffen, eröffnete Leibnig ein 
Jahr vor feinem Tode diefen merfiwärdigen Problemenfrieg 
mit der Aufgabe der orthogonalen Zrajectorien, indem 
er im Jahre 1715 den Engländern durch den Abbe Conti 
den oben (12.) behandelten Fall von den Hyperbeln vorle: 
gen ließ, „eo fine ut ad pulsum Anglorum nonnihil 
tentandrm illud illis proponeret.“ (Acta Erud. 1718 
p. 251. Recueil de div. pieces sur la phil. etc. par 
Des Maizeaux. T. I. p. 11.) Mewton erhielt, 
wie Fontelle in feiner Lobfchrife auf ihn erzählt, das 
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Problem, als er um vier Uhr ſehr ermuͤdet nach Hauſe 
kam, und legte ſich nicht eher nieder, als bis er es aufge⸗ 
loͤſet hatte. Die Aufloͤſung machte er in den Phil. Trans- 
act. 1716. mit wenigen Worten bekannt, hatte aber den 
Hauptpunft, die Integration der Differentialgleihung, 
unberührt gelaflen , weshalb Herrmann in den Act. 
Frud. 1717: p. 348., wo er die Auflöfung Newtons 
ebenfalls mittheilt, ſie nur ein tentamen solutionis 
nennt. Joh. Bernoulli machte hierauf Leibnitzen 
bemerklich, daß die Aufgabe zu leicht ſey, und theilte ihm 
zum Beweiſe die von ſeinem, damals noch ſehr jungen, 
Sohne Nicolas (geb. 1695, geſt. 1726) gefundene Aufe 
löfung (12.) mit (Act. Erud. 1716. p. 227.), worauf 
ihm Leibn itz den 31. Januar 1716 bat, daß er ihm eine 
“andere Aufgabe vorfehlagen möchte. Joh. Bernoulli : 
flug ihm daher in einem Briefe vom 11. März 1716 das, 
oben (21. 22.) aufgelöfete Problem vor, wobei zugleich 
die Bedingung gemacht wurde, die Auflöfung wenigftens 
auf eine Differentialgleihung vom erften Grade zurüchzu 
führen, welche mittelft der Duadraturen einer Confteuction 
‚fähig fey. Die Sache der Engländer übernahm Taylor 
(Philos. Transaet. 1716. 1717. 17 19.) , von deffen Auf⸗ 
löfung Montucla (T. IL p. 333.) urtheilt, daß fi 
nichts gegen fie einwenden laſſe, und daß er die von Wie. 
Bernoulli dagegen gemachten Bemerfungen für Chika⸗ 
nen halte, Die übrigen hierher gehörenden Abhandlungen 
findet man alle in den Act. Erud.; einen Auffag von 
Nic. Bernoulli (1718. p. 248.), worin feines Vaters 
Johann Auflöfung (22.) ohne Beweis mitgerheilt und 
die Gefchichte des Problems Furz erzähle wird; einen Auf: 
fag von Wie. Bernoulli, dem Sohne Jacobs, Pro: 
feffor zu Padua (1719. p. 295.); den Befchluß macht eine 
ausführliche Abhandlung des erftern Nic. Bernoulli, 
welche zugleich eine Kritik der fruͤhern Verſuche enthält 
(1720. p. 223, Supplem. T. VII. 1721. p. 303. p. 338). 
Außerdem ift noch ein früherer Auffag von Herrmann 
(1717. p. 348.), mit zwei Nachträgen (1718. p. 335. 
1719. p. 68.) zu erwähnen, worin die oben mit a bezeich⸗ 
nete Größe Modulus genannt wird. In neuerer Zeit 
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hat Euler ſich die meiſten Verdienſte um das Problem er⸗ 


worben. Digressio de traj. tam orthogonalibus quam 
obliquangulis. N. Comm. Petrop. XVII. p. 205 — 
248. Considerationes de traj. orthog. N. Comm. 
Petrop. XIV. Considerat. super traj. tam rectang. 
quam obliquan. N. Acta Petrop. 1782. P. 2. Auch 
eine Abhandlung von Trembley in den Mem. de Ber- 
lin. 1797., und zwei Auffäge von Palmquift in den 
Schwer. Afad. Abhandl. 1748. ©. 17. ©. S1., fo wie von 
Nicole in den Mem. de Paris. 1715. 1725. Anwendun= 
gen der Trajectorien auf das Zeichnen der Zandcharten f. m. 
in Lamberts Beiträgen. IH. $. 65. Euler de re- 
praesentatione superficiei,sphaericae super plano. 
Comm. Petrop. 1777. P. I. p. 107. Eine Abhandlung 
von Lagrange in den Mem. de Berlin. 1779. Nach 
Mayer (Praft. Geom. IV. ©. 445.) find die Formeln 
praftifch nicht brauchbar. 


Irajectoria N reciprofe r oder gegenfeitige, 
‚heißt jede über einer gegebenen Are AB (Fig. 12.) befchrie: - 
bene Eurve CDE, welche fo befhaffen ift, daß fie, wenn 
man fie fi) in entgegengefegter Yage wie cDe denkt, und 
längs der Are AB mit fich felbft parallel bewegt, vie Linie 
CDE immer unter ein ynd demfelben gegebenen Winfel 
durchfchneidet. , | 

1. Sey D’ ein wilführlicher Punkt in ver Linie CE, 
durch D’ die Linie B'D’ parallel mit der Are, und auf der 
‚andern Seite in gleicher Entfernung von der Are, ebenfalls 
parallel mit ihr, die Linie B’D” gezogen. Da die beiden 
Eurven CDE, cDe auf beiden Seiten der Are auf gleiche 
Art liegen; fo ift offenbar der Winfel CDB = cDB, 
‚CDc == 2. CDB, und CD’B” — cd’B’, Weil aber die 
Curve cDe parallel mit ſich felbft längs der Are bewegt 
«werden, und die Linie CDE immer unter vemfelben Winkel 
fepneiden ſoll; fo ift ED’B’ — cd’B’ = CD”’B”, CD’c 
— CDc. Afo CDc= CDB’ +cDB—CDP + 
CD’B". Hierdurch wird die Aufgabe, reciprofe Trajecto: 
- rien zu finden, auf folgende Aufgabe zurückgeführt. Ueber 

‚einen: gegebenen Are AB eine Curve CDE von folcher Be: 
ce | 2 
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ſchaffenheit zu beſchreiben, daß, wenn man auf beiden 
Seiten der Are, in gleicher Entfernung von ihr, willkuͤhr— 
fich die Parallelen BD’, B’D” ziehe, die Summe ver 
Winkel CD’B’, CD”’B” eine conftante Größe = CDe = 
2. CDB iſt. NM. f. Joh. Bernoulli in Act. Erud. 
1722. p. 398. Suppl. T. IX. p. 267. 


2. Sey nun eine auf AB fenfrechte Linie die Are und 
B der Anfang der Abfeiffen, BB —= x, BD’—=y, BB’ 
"=—=x,B’D: = sul GBeruͤhrende Sinie. 14.) 

tang CDB’ =5=1 ‚tang CD”B” -K=1, 
da AB. bie ————— iſt. Da nun, wenn wir CDB 
— c feßen, immer CD’B’ + CD’B’ = 2c; fo ift (Go: 
niometrie. 33.) immer RL 


p+p 
tanz 2c = - ö 
5 pp —1 





Nach der Bedingung der Aufgabe ift aber immer k=— —*. 
— wird y’ aus y, und folglich auch p’ oder 5 — aus p oder 


* Tasse ‚ — man — x ſtatt x ſetzt. Segen wir alfo 
2 = p8, fo ift = L— Y(—x), und folglich 


— * tang 2e — 
— — ———— Warten er 
Die Sorm der Function px muß alſo ſo beftimmet werden, 
damit fie diefer Gleihung genügt. , Zu dem Ende fege man 
px — tang yx, worauf man leicht fält, weil dann of- 
fenbar auch  (—x) als Tangente, alfo in gleicher Fun- 
ctionsform mit px, ausgedruͤckt wird, indem nämlich . 











‚y(—y)= 


tang 2c - tang vr 

ON = GFrang 2e.tang er Ä 
(Goniometrie. 33.). Auch geſchieht hierdurch der Allge⸗ 
meinheit kein Eintrag, da die trigonometriſche Tangente 
bekanntlich jeden Werth annehmen kann. Indem man alſo 
= x =tang yx, y(—x) = tang (2c—yx) 
fest, wird im Allgemeinen der Gleihung 
5 9x + p (= x) 
1—yxX.9 (—x) 


| genuͤgt. Um aber auch der zweiten Bedingung zu genügen, 


= tang (2e — x) 


tang lc = 
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daß ꝙ (—x) ‚oder tan 3 (Roy) AuspxX oder tang vx | 
erhalten wird,“ wenn man xöftate'x ſetzt ſey 
vx AMBx + Cx? + De +... 
N eh HER De u 
Da aber 20 — x aus yx erhalten: werden foll,' wern man 
— x flott x fest; fo muß Auch ſeyn un 02. 
2e ix = A En — Dr’ J | ur 
woraus ſich Die Gleſchung — we‘ TB | 
in Ka En Zn : > _Dg) ’ Bar a ED 
gu er. =A—Br + on Lidl), zZ 
ai see A pl + Er HB 
— Alſo | 
. me E= nt. 0 ne 
und folglich du Nein 
w=o+BHDU HRS HH...) 
d. i. Xxx ==c+Px, wo P überhaupt. eine Function von 
Ziſt, welche fih nicht ändert, wenn.man —x flott x fegt. 
Alfo de 


inte + Anno 
ah ready 


er 
EEE 


‚PR, tang(c + — 
fuͤr jede Function P von 2: welche fich nicht ändert, , wenn 
man — xfür-x ſetzt. Um nun die — 
der reciproken — zu finden, i i — 


14* 22 Po 


1 1 — tang L di Px 
ph, rate en TEA RT PS 












IR Kos e ⸗ $ih &. tang Px  cob cos ce? ni sim ce cos d.ta — 
ug sin c, a sin c. cost’ Bıcos kz. Eiger 
a ai ‚cos 20 — sin Rau tangPr! 1 . 115 0 3) 
| „..ain.2c + (1 Fe0s24) ang Pr‘; 7 artsid 
Alfo, wenn non ai z=E: fegez Dnsrand ji 
cos 2c = (fE: Pr) + i.— eg Px — — tg Px 
PRETTTTST "ein Ze | 





’ „_ cos 20 2 — E tang Px 
mat 
Sa nun ſich ie ändert, werin man — x für x feht, fo 
wird nad) diefer Subſtitution Etang Px=-—E tangPx, 
fo daß alfo — E’tang‘Px überhaupt eine Function iſt, 
welde für x— — x in ihr Enfgegengefegtes über: 
geht. Eine’ ſolche Function läßt ſich aber uͤberhaupt durch 
Rx darſtellen, wenn X irgend eine Junction bedeutet, 

2 
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welche für. x ⸗5* ungeaͤndert hleibt. Alſo iſt die ER 
meine Differentiolgleihung der reciprofen: Trajectorien· 


oy = öx cot 24 — — — 


oder die. Gleichung ſelbſt; SERIE | 


— Bauer fat X — „.- 


Diefe ſchon von Euler gefun ns Soichuns findet — 
croir im Traité du calc. diff. et int. T. III. p. 586. 


mit Huͤlfe der equations aux differences melces, wor⸗ 
über in den Zuſaͤtzen zu dieſem Werke das Weitere vorfom- | 





meh wird. iz Alatem 
3. Kür K—otrhält man Teiche, wenn man die Con. 
ſtante = C IC UBER, tg. 


ey tange - C, 
‚Die Gleichung der geraden Linie, alfo, wie ſich uͤbri⸗ 
gens auch von ſelbſt verſteht, auch zu den reciproken Tb | 
jectorien gehört. 


4. A: xx ei man, —* (7 kiöte — —* 
| pn. uns; —— jet Jr x — NGHI 


5. Durch eine ſchichiche — bes Coorbina- 
tenſyſtems iſt die gllgemeine Gleichung einer Vereinfachung 
fähig. „Nimmt, man naͤmlich bb’ ig. 13.) welche mit 
AB einen Winkel ABb’ — 2 einſchließt, ala Are ver Ab- 
feiffen an, und bejeichner die Coordinaten An Beziehung auf 
diefes Syftem durch S, y’z fo iſt wenn wir die Bat 
| - der rechten Seite: won :AB-ale pofitio- annehmen: © 

BB’ = = Bh „;g08. (ge. —— 99%), = x. sin 2e,. 
pp np HB ='y' — .Bb’ sin ER — 30% q 
sn N X 90820; on 
. dx = .Ox sin 2e .ıdy =. 0Oy’ rer — 
Dies muß, man in obiger Gleihung fubflituiren. Aber 
o xXSA ——— — 
Setzt man alſo x’sin 2c für x; ſo erhaͤlt man 
| X=A+Br2 + CH {Dr H+. 
eitie Funerion von ähnficher Form und es ‚erbefler. f Fr 
vurch Sie Buskierign Xx in Xx ah) wox irgend 


— 


* 


— 
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eine Function von I bedeutet, welche dia richt ändert, 


wenn man — x für x ſetzt. Alſo — 
By æ&resu2e = ginn ze -· — 


oder, wenn man wieder x,y ſtatt x, * fhreibe:, 85 ehe 
——— — ar 


Da nach dem Obigen p'-aus p erhaften wird, wenn’ man 
—x für x fekt; ſo — ER 
— 1— Xx £ * 
P= 2 Ir 
| woraus augenblicklich folge: N 
PP: 
* merkwuͤrdige, ſchon von Joh Bernoulti (Act. 
Erud. 1722. p. 398.) auf anderm Wege gefundene Glei⸗ 
hung, wobei nur zu bemerfen, daß dies Alles in Venug 
auf das zweite Coordinatenſyſtem Ol A a 


6. Xx Y=u, wo u überhaupt eine Sunetion von. 
x ift, welche für x — — x in — u übergeht; ſo iſt die 
Gleichung der reciproken Trajectorien — — 
— 2 ör. ı I 





— 


nm 
u | 





dy= 
Euleri Opusculä varii argumenti IH. P ST. 

7. ft P eine Function, welbe fr x— — x ihren 
Werth behälf, Q dagegen eine ſolche, welche nad) — 
Subſtitution ins Entgegengeſetzte uͤbergeht; ſo find. — 2, 


PQ Zunctionen von der Form wie u. Dies: giebt foigende 
neuen Gleichungen der — ee : 











_Q+Pp = it PQ 
oy= —53 DB 9% oy= > öx, a: = — — | 
8. Daher kann man ganz and fegen: 
ya 
I et 


Dann fy | 
w=A+Bx+CX® +De +... 

p(—x) = A— Bx + Cx? — Dx’ +... | 

Afo 4x (AH Ca HER p.. )4 Ga- Dei + Fri hu) 

Z s=P+ßQ; | 


Us Srhoqqectoriq, 
Ô her +. et, 3 





Fe A 
SOBED: 5. ee 
= 4+_7r0 

Ha P—Q ’ 


wie es ſeyn muß 7). 
9. Alfo un . jdesn: 
ı 38. =. * te) 'Öx. 


10. Nach 8) find alfo 5.2. 





a? — brikx? 
— — rt 
=: — b’x 4 x? — x?! E a Yax 





| Ä + — = — 
——— —— yet et i: 
"Yatx.Ya?+b ——— — +2) 1 

Differentialgleihungen reciprofer Trajectorien. Alle dieſe 
Beiſpiele giebt Joh. Bernoulli a. a. O. pp. 398. 399. 

Integrirt man die erſte Formel; ſo erhaͤlt man 

J 2 logn (a+x) — x + Coust. 

als Gleichung einer reriproken Trajectoria. = 

11. Es läßt fi auch umgefehre beweifen, daß jede 


Eurve, für welche pp— 1 ift, zu. den reriprofen Tas 
jectorien gehört. Sey nämlich 


p=A+Bxr4 Cr + Dr + ..., 
p=A—Bxr-+Cx — De’+.. 

ſo folgt leicht gs in (8.): 
= +00 - 0-1 














an ‚P—Q= EFT: 
Man fege nun | 
ER 
F BE IR — 
fit» = g Fr == HH Er 
P+-Q+1 
Ar r+q-1= ,-1=17r, 
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— REITS 
RER PZQ 
und folglihß — * | 
P+Q—1_1-—P 3: Q | \ 
rg Fi= iFP—-Q 
Wegen der Natur der Sunctionen P und Q wird Ran, wenn 
— x für x gefeßt wird:. 
P+Q-1_P-Q-i1__1-P+Q 


P+Q+1I P-Q+i a 


fo daß alſo eine Function von x iſt, welche 


für x = — x ing Entgegengeſetzte übergeht, und ſolglich 
— u geſetzt werden kann. Ufo 
— = 02, 











= 
wie es für die reciprofen Trajectorien feyn muß (6.). 


. 12. Joh. Bernoulli lehrt a. a. DO. p. 403, eine 
fehe elegante Eonftruction reciprofer Trajectorien, wenn 
der gegebene Winfel ein rechter if. Man befchreibe in 
Bezug auf rechtwinflige Coordinaten eine wilführliche 
Curve FF (Fig. 14.), welche auf beiden Seiten von AB. 
auf völlig gleiche Art liegt, nehme FD=FD, FE=FD, 
FE=fFD;.fo find E,E Punfte der gefuchten Trajec- 
toria, deren man. alfo eine willführliche Anzahl finden kann. 
Um dies zu beweiſen yFK=FK=y, EkK — 7 
BK— — BR x; fo iſt (Rectification. 3.) FD—F’D’ 
—/YVox? +9y2., Da, die Curve FF’ aber auf beiden 
‚Seiten von AB auf einerlei Art liegt; fo ift y’ eine Function. 
vonx, weldhe firx — — x ihren Werth nicht ändert, und 
fann.alfo = X gefegt werden, fo daß nach der Conftruc- 
tion FE—FE—/ Vox? +9X? Aber EK—FK 
+FE, ER —=FK-—- FE. Alfo, da die Wurzel, und 
folglich dag Integral pofitiv und negativ-genommen wer: 
den kann, für-beide Sälles | 
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— dem Obigen-Fann man ſetzen: 
„Kim, A + Bx? + 0x“ * Dxs+. 


120 Trajectoria, 
== anx 4 ACH 4 6Dãs +. 


ſo daß alfo & = für x —xins Eirgngci über: 
geht. are 

— 3 | ’ X. 

14) [ * — 
woraus —*—* feige: : — 

1 
ſo daß alſo die beſchrietehe Curve eine reciproke X Trajectoria 
it (11.), deren Gleichung und Differentialgleichung: 
Ooy=0X+ VOX FOX, Xx— —— 
Da der Coordinatenwinkel — 90% angenommen worden: 
iſt; fo iſt auch 2° — 90° 6G.). | 
Iſt Die erzeugende Curve eine algebraifche Curve, die, 

fih algebraifch rectificiren laͤßt; ſo iſt klar, daß die erhal: | 
tene Trajectoria auch eine algebraifche Linie iſt. 





13. Iſt die erzeugende Curve ein Kreis (Fig. 15.33 


fe it MN=LK=4rr, wenn r den Halbmeffer dieſes 
Kreiſes bezeichnet. Alſo nach der Natur des Kreiſes 
— — r?—x?, 
woraus fi) leicht nach (12.) ergiebt: | 
— 
— BERNER REN r 
B- Ar + RE = Trier HJ? 








iz Ya — r. Arc cos 2460 
Ontegralformel 49.). 
Setzt man nun KU == Xır DV =—y;,3 fo ift, va. 
x =r+x,y, =} rn hy 
Dach gehöriger Subftitution in obige Gleichung, indem 
man die Conftante fo beſtimmt, daß. y, == o wird für 
x, =o, erhält man leicht; | 


——— — *.'> 
y,= fin, — x,” + r Arc sin vers * x, 


woraus ſich ergiebt, daß in diefem Falle die reciprofe Tra⸗ 
jectoria eine gemeine Cycloide iſt. ( Trajectoria. 16., wenn 
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man an diefem Orte die Koordinaten nur foverändert, daß 
der Scheitel der Eycloide als Anfang, und ihre Are als 
Are der Abfeiffen angenommen wird.) . - 


14. Hat man für einen Winkel DEb’ (Fig. 16) eine, 
reciprofe Trajectoria CE beſchrieben, ſo laͤßt ſich auch leicht 
für jeden andern Winkel dBb’ eine beſchreiben. Man ziehe 
nur die Linien Bd, b’d’, b’d”, u fi f. einander parallel, 
nehme Bd’ — BD, ba bD, b’d==b"D" u. ſ. f., 
und beſchreibe durch die Punkte d, d, d’, u. ſ. f. die Curve 
ce, welche die gefuchte feyn wird. "Denn es bleibt, wie 


man auch die Ordinaten neigen mag, Nach diefer Cons 


ſtruction offenbar immer 7* sn öx. Da man num: 


rer 


z 45. Joh. Bernoulli bat auch merkwuͤr⸗ 
digen Sag (Al. a. D. p. 406.) gefunden. Wenn, CE: 
(Fig. 17.) eine reciprofe Trajectoria, für den Winfel 20 
iſt, und man nimmt DG —= CD, DE = CD), 
D’G’ == CD”, u. f. f. und beſchreibt die Curvec CE’; fo 
iſt diefe eine reciprofe Trajectoria für den Winfel c. Man. 
fee, um dies zu beweifen, B’—x, FD =y; BF==x', 
F'G — y, und halbire den Winfel ABF' durch BK. 
Nun ift, wie fi leicht aus (Meetification. 3.) ergiebt, 
wenn man die Formel fuͤr ſchiefwinklige Coordinaten ein⸗ 


ci | 
ůÿ—ò—(,. 
527 — + 0y?> 
Oo Oy- VOR? + 2Oxdycos2c + Oy?. 
Nimmt man aber BR.als Abfeiffenare an; ſo erhellet au⸗ 
genblicklich, daß fir BH—=x, Hy 


x=4xseoo,y =y" +x 
ad Ar +] 1-+ 2 cos2c 24 ( 2), 
mr EFT 4 
Bejeichnen wir nun I, T, dur q, und feinen Werth für 
"——x’durd 93 ʒ fo iſt, weil für x’ = — x” au 


x tx’ sec — x wird: 


12% | ——— 
Se _ 1 + ri + FR, 


| er-ı4 ran. 
Über Pp=1ß) Alſo | 

| ei 

—— σ 


sec c ce 


Durch ——E — man: | 
2 cos c?,.sec c? 


IL, = 21 + con 20), gg = er See 


Alſo ift CE eine — Trajectotia fuͤr den Winkel 
ABR =c. _ 

Wie man durch mehrfache. Anwendung dieſer Con⸗ 
ſtruction, wenn wir 20* == c fegen , Feeiprofe Trajecto⸗ 
rien für die Winkel c, 4 c, Lc, ic, uff. finden; 
kann, erhellet augenblicklich. 

16. Sind CE, CE (Fig. 18.) zwey reciproke Tra⸗ 
jectorien fuͤr die Wintel &, /3, und man beſchreibt eine 
Linie C’E’ von ſolcher Beſchaffenheit, daß für jede Ordi— 
nate PO, ein rechtwinffiges Coordinatenfyftem vorausge⸗ 
fest, o — 4V iſt; fo iſt C’E” eine reciproke Trajecto⸗ 
ria für den Winkel «+ . Denkt man ſich naͤmlich die 
drey Linien in umgekehrter Lage; fo iſt ⸗ ⸗ 9 y=y, 
vw. — v,o—=go+w, alſo im⸗ 
mer w — v+ty=e+rPß. Fuͤr 
m von Se, PG’=yif: | 


ung9- 2, tang y= * tang w = tang(p+y) = 


woraus leicht erhalten wird: - 
ey’ . Oy” 


en 
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die Differentialgleihung der Curve C’E”. 

147. Hierher gehört auch das Problem von der Pau: 
togonia.(M. f. dieſen Artikel), deren Gleihung wir hier, 

auffuchen wollen. Iſt die (Fig. 19.) verzeichnere Curve. 


Reciproke AR 


die Pantogonia ‚, FE eine —*— Ordinate, ſo wie 
FE, F’E” zwei andere davon gleichweit abſtehende Ordi⸗ 


naten; fo ift nah — re (9 a. D.) und. nad) 41) 


immer 29 — + 2Uf0, wenn wir AE=x, 
A A fenens . BEER 
1:2=p:Y+gy,x: =g: y +9, 
r x: "+ =p:9 +9", 
da x + x’”—A®R + AE"—AE— EV + AR + EE” 
— 2AE — ?%x, weil EE’—EE”ift. Nimmt man 
num die Ordinaten in unendlich Fleinen Abftänden , fo geht 
x +x”in?x, und ꝙ +Y in 2" über, und obige 
Proportion verwandelt ſich in; . 


xıx” =p: 


"Man hat alfo für die ftetige diche d der an — 


man den auf der linken Seite von x liegenden Abſciſſen 
die Indices links beifuͤgt: 


zz ="p:'9 

xıXr ='9:9, f 
iv ugiıg, 

x: X” = 9:9 

Keine, 


woraus fi ch unmittelbar ergiebt, daß bie Abfeiffen ſich wie 


die Winkel verhalten, welche die Pantogonia mit den Ordi⸗ 


— — 2 ’ 
Fe f — . *9 T 


\ 


naten einfchließt, welches ſich auch leicht umgefehre bewei⸗ 


ſen laͤßt. 


Man bezeichne jetzt AE durch x’, denke ſich mit einem. 


willkuͤhrlichen Radius r einen Kreis befehrieben, und von 
diefem einen Bogen abgefehnitten, welcher = x ift; foift, 
wenn wir dieſes Bogens Sinus * IR: —— 


x = r Arc sin =, 
Aber Beruͤhrende Linie. 14.) 
taug ꝙ ⸗ * * ee? * 


wenn ꝙ ebenfalls auf den mit dem Radius r befehriebenen 
. Kreis bezogen wird. Segen wir nun das conftante Ber: 


haͤltniß der Abfciffen zu den mit 9 bezeichneten Winkeln 


= 1:n; fo En man die Gleichung . 


1% } —— 


* Pe tng. == >n —— u 


Aber ' * = X Are’ in, = = TOR 


— er 








| Arc sin — — = Arc tang — 











Zr 
Aro tang nenn * 


su 1n1 a ran — — 
PORT 
. Ypoı Ye —x:’ ** 
04logn x, 
— C=c—alognb: 


— x? 


Era x. 


y=etakayz 
m f. Th. II. ©. 710. Fen=2it 














2 Arc tan =: Arc- tan — 
s Yr?—x? & 2—2x 
rox — 2x Yr? —x? 
re mo 
— 2 
ee je 2x —* 


18. — Bernoulliund Boryüglic Euler haben: 
ſch ſehr viel mit der Auffindung algebraifcher reciproker 
Trajectorien befchäftigt.. Eine Zufammenftellang der ver⸗ 
ſchiedenen Methoden würde eine weitläufige Abhandlung er⸗ 
fordern. Ich begnuͤge mich daher hier nur die eine Me— 
thode Eulers in den Opusc. varii argumenti. T. II. 
P. 54. mitzutheilen, welche, wenn au gerade nicht die 
allgemeinfte, deshalb befonders merkwuͤrdig zu feyn ſcheint, 
weil fie gar Feiner Integration bedarf, welches Euler 
p- 60. felbft al einen Vorzug diefer Methode angiebt. 


19. Zu den obigen allgemeinen Gleichungen reciprofer 
| Trajestgeien ja Euler noch die Gleihungen: _ 

= (Yi Fu? ku). %, 
— = (i En 2) - vot, | 


v0 6x — vöt ift, undt eine neue veränderliche Größe be: 
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benfet, von welcher x fo abhängt, Anl X. Kg 
geht, für t — —t, alfo jdn 

x = At + Bir + CS, +Do +. AR 

 öx = (A #3Bt? + 501% #7Dti + 9 dt, 
und Folglich veine Function yon t iſt, BER, fürt—— 
ihren Werth nicht ändert. u hat i immer die Bedeutung ng (6. a 
Daß beides Gleichungen reciproker Trajectorien ſind, 

folge leicht aus (11;), . Denn. in. Bezug:anf die erſte fen 
ENTER FR pn, id 

pp = [(Yı + uw — - ua = 1. 2 
— Bezug auf die zweite iſt 


1fFu i = 
— pP (ii Di Re BETT HR; 
= + u)(1 — ET übe Lig. 2 N 1} 
Lu) + u) ö Ä 

Eben fo Panne man eigen, daß 

 dy=(NIFuW Hu). vo —*4 
eine Gleichung reciproker Trajectorien iſt. 

Euler lehrt nun die Erfindung aigebraiſcher — — 

rien aus den vier Formeln | 
3 - + * nix, Es A — —— ru a Se RER 


TR 


Ay = (VRR — — + 2 zb Nein 


anf folgende Art, woraus ſich Pr: " viele Algerneine Nor 
geln ergeben. 

20. Da u negativ wird frx— — — x, fo entſpricht 
bem Werthe — u von u offenbar auch der Werth, —r.x 
vonx, und xift folglich eine ungerade Function von u. 
Man muß nun unterfuchen, was für eine. ungerade Fun— 
ction von u iſtz damie 1-4 Ox integeabel, und zugleich 
Zu algebraiſch Ru u ausgeht wird; Nacdh Thl. IB 

83. iſt | wie 


— 
— fl en 


fo daß aſo bloß — — algebraiſch integrabel ge: 


1° 


macht zu werden braucht. Zu dem Ende fegt Euler, 





S 














1% Rrajeetbie, 


wenn irgend eine gerade, q irgend: ine ungerade Si 
ction von u a | 


ist ST TERKENE 
J —— = a 
— —— — 


woraus durch Stetiehim 2 — en j 
2 * 432* 2x zw + (1 u?) ‚at +. 26 + 2 
für jedes 1 Nimmt man nun alle geraden und alle ungera⸗ 
den Functionen von- u zuſammen; ſo EX man für 
jedes "u: 
nu mn — 
welches im Allgemeinen fuͤr jedes unur dann en finden 
a wenn für ſich: I 

— (1 — Ay — 20 * == SR ‚un +2= =® „ 

A ?=- 1 —un)0g, ce 
Di in bie obige —* Gleichung fubftituire, giebt? 
Ba 2 u BE AEG 

— a u ne 


wodurch — algebraiſch durch u beſtimmt iſt, ,. wenn 
nurp, 9 algebraiſche Functionen von u n nd. Hieraus 
ergiebt fih die "/ \ 
Erf fe Kegel. Man nehme irgend. eine ungerade 
gincln q von ü, ſuche daraus en 


| * ‚gi _ eg, Ä 
* hi 17 tt) * —2— * AWMã A ar — Er A 
| fo wird —— | > 199 


ER 4, — tönti tw eh 
ER Tre 


2eu.} - 
Eliminict- man aus dieſen beiden ne u; fo ai 
man die Gleichung zwiſchen x und y. 
Fuͤr q —ul, wenn A irgend eine "ungerade Zehl 6 
er mans 
—— ara. z 4409u42 
—— 24 ꝓ Hat * I} 
Si Imin: 341724 se 4 FRLYIIEH | 


i 
bg xı= 
j 
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x — Su — *u', 1240* en 


—4 


woraus u=ig—br=yırrtz ER TERECHEREGS 


Die Größe — y. + Er wird 0 für y== o und 
y'%. 

Rechnet man nun die Abfeiffen von einem Pünfte an, 
welcher um eine der Einheit gleihe Größe vom primitiven 


Anfangspunfre weiter nach der poſi ſiwen Seite hin liegt; 
| fo wird obige mung Y ' 


1 Sm. — Yr 1) 
und die Ordinatenare wird von der — zwei Mal ». für 
yZzoudy=?% ,.gef&nitten. In (Fig. 20.) ift die 
Curve fuͤr einen Durhföniteswinfel — — 90° verzeichnet. 


Verwechſelt man die ao Haten mit den Abfeiffenz “fo wird 
die Gleichung | m: 


seıretz,, — 
Halbirt man den rechten Winfel-GAD durch AH, und 
fest AF =x) FC=y'; fo wegen ——— 
AB 1... 
y u 2 = 2%}, 

woraus leicht folgt: y 3 x”. i 

Alſo ift diefe reciprofe Trajectoria eine Parabola cubicalis 
secunda (Thl. II. &.725.), deren Parameter — 7. 
Joh. Bernoullienennt fie (Act. Erud. 1725. p: 315) 
Parabolam cubicalem secundam semireotam, weil die 
Abſciſſen mit den Ordinaten einen halben rechten Winkel 
einſchließen. Sie iſt ihm Trajectoria reciproca, quae 
inter omnes algebraicas possibiles est simplicissima, 


21. Aus der zweiten Formel in (19.) erhaͤlt man nach 
der ——— = ae U. ©, 2 ) wie re 


A =) 2m a 


—— Ir. —— + 2) . 


woraus durch — 











= (t-w +a-wd + o+ Pe 
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und folglich, wenn man wieder alle — au ee 
Functionen von-u jufammennimmes: — 

He = au ang * 2up, 


X 


Pr: ua α— =, (1 u + 2np =o. 


aUfo ’ . j 
(V-u — ‚= ng + mus, 


— =- 2ndu 
— (Op + Oq) (1 Ri untl 
— (1 — uJa—i cu ° 
Dies giebt die ER 


weite Kegel. Seygq ı degent eine ungerade Sun 
stion von u3 fo. nehme man für irgend ein. n: 





(1 — umdg 3 
| Pe" a 
Dann ie = ie Ä 
er d— a2yp (dp Ag)1 —— 
| 2 ing FO y = 7 gan er a 


, 


Durd) Elimination von u erhält man eine re Gleichung 
zwiſchen x und y. | 

Für g— 2nu2, wo 1 irgend. eine ungerade Zahi iſt, 
erhält man: 
= 2 [10-9420 mr a4 nu] FM 
ARE 1-2 2 (1 umtt, 
ya —F a ig —8 I — 


22. Es erhellet aber leicht, daß man auch bei jeder 
reciproken Trajectoria die Coordinaten fi b ” ‚einerlei Ver⸗ 
haͤltniß verändern. laffen — Denn iſt = =.p; fo iſt 
m. en 2a — ps alſo auch‘ in dieſem 
Falle, wenn man — x für. x fegt, der ———— 
tient =p), und folglich pp = 1. 

Nimmt man daher, wie Euler thut, die Eootöina- 
ten halb und entgegengeſetzt; ſo ergiebt ſich: 


x — em — (4 + Qu?)u | 
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. _ 42|1|21 — r+1 „I At m)ar 
y=dAu — nu — — - u "day 


23. Für q — Inu? (1 — u?)” erhält man, wenn 

man beide ea enfgegengefegt nimmt; | 

122 1@—1)—2(2n? 42? 4 2m2 2 
en Eee — 


1 — 2 
= GE) ua 1a” 
** 2 (2 — ) — 2nlu —2 (2? 4 2m} + m) Ju: | 

+ 2n (2m + A) a ea 
woraus fra =lunm—=—1! 


— a, y=-(; + 2)" ‚mu Fau?) 


1—u 1— u? 


xzu 











oder, wenn man beide Eoorbinaten mit 7 FW 5 multi⸗ 


PEN. . 
2au — +uNn a an 2 —24 nu2) 








Beftimmt man aus der erften diefer Steidungen u u, und, | 
ſetzt es in die zweite; fo erhält man 
_ ara 4 + A — x) (Ya? a® 6 x: + _x)a 
(n? — 1) a® ’ 
24. * merkwuͤrdigen Formeln, welche Euler a.a. 
9. S. 81. ohne Beweis giebt, laffen fi) auf folgende Are 
allgemein beweifen. Man ſetze: 
Var tne=p+ ara; x"; 
fo erhäft man durch Differentiation s 
n(Ya?+x? + x dx = (a? +?) 0Q + Qxox + *. Ya? zz 
 enPrk+uQk.Yar 
| für jedes x. Alſo kann man fegen: 
(a? + x2) 00 + Qxox = nPöx, — ⸗noox, 


oder: (a? + — + Qx =uP, * — m. 


Sof nun (a?+ x? + x2 + x)" in zivei Theile getheilt wer⸗ 
den, daß der eine Theil bloß gerade, der andere bloß uns 
gerade Potenzen enthalte; ‚fo fee man: | 
=A + Bx?.+ Cx* + Ds +. 
Q=Ax+ Bx + 0x’ + Dr’ — 


Alſo bermöge obiger beiden Gleichungen: 





— 
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Ara -+ —* + C’xs 4 . j 
nA + nBx® > nt nDx +... 
und 
2Bx + 40x? + 6Dx5 + 8Ex’ +. 
= nA’x * nB’x? + nC’x° + nD’x’ + u 


Aug der .. erhält man: 


2B — nA’; B = 4nA}; 
AC = nB; GC == AnB}; 
6D = nt’; D = 4ntC}; 
8E =:nD; E = 4nD’; 
u. ſ. w. u. ſ. w. 
Die erſte giebt: ara’ nA, 
: ann — 20 = HT, 
5a?’ = nC —4B — we, 


i aD —=nD— lo (n? — 36) c, 


6 
uff u. ſ. f. 


Alſo | : 
» nA 
Ä — a2 ’ , - z 
po" (n? — A)A 


2. 3a » 
= n(n?—4) (n?— 16) A 





c 2.3.4.5. 
Do an: — 9016) (m — 0) 
2.3.4.5.6.7a8 R 
u. ſ. f. u.ſ.f. 
n?A | | 
mar 
BETEN E 
— 34a4a0 


en a 
2,354. 3.008 ° 
E— n? (n? — A)(n? — 16) (n? _ 36) A 
— I,8.5.6.7.80 > 


eff nf 
Alſo iſt noch A zu beftimmen. Für x o wird 
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— (lH a". Alſo 
A — a"; und folglich 5* 
— . 
af +5 a En Pie \ 
0 am — Min? — 16) 
5 — 23:445,6 
— fan ge ER 
„ezae 19 ans. EAN 
Dies giebt nad) (23.): 
(m 1)aty—(nP — QHYaTF x +nQlat + 22) Pe 


n (n? at x: mel Zn —4) 


—— 3 
428* — 6) (n — 4) (n? — 16) — Ya: rx? 
Fre €. 73 777, ni x® Lussss 


4 Narr 4 a EC —* 


„nn? — m) rn. 
2.3.4.5.6.7 
eine fehr allgemeine Gleichung reciprofer Trajectorien, 
welche ſich, wenn n eine gerade Zahl iſt, jederzeit auf einen 
endlichen Ausdruck reducirt. 
| Fuͤr n == 2 erhält man 
3a’y — Jatx 2x7 = (2a! + PEN one +35 
woraus durch Quabrirung erhalten wird: 
- Ha? — Ya?y? 4 18a?xy + 3a?x? + 12K’y io, 
ober fra =uß; 
da?B? — Gaßy? + 18ußxy + Iapx? + 12yx — 0, 
wie auch ſchon Joh. Bernoulli (Act. Erud. Suppl. 
T. IX. p. 277.) gefunden hat. Er nennt diefe teciprofe 
Trojectoria omnium algebraicarum pol primam sim- 
plicissimanı. 
25. Für 
P=Ax 4 Br 4 Cxs + Dx t..: 
Q=K+BE PCHHDE +. 
erhalt man mittelſt ee zwei Diferencalge chungen 
ganz wie verher: 
32. 


ad ⸗6 x64 244 


2* nan + — gi 
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r 4 x) — u ee an=-3 y3 


n(n?—1)(n? —9) ° n —————— 





— — 
an-1 4 — —t ar 4 ou ans) ¶ 
—— (n?— 235) .. Yartz 
—— u — — al-7y5.,,.... 
az any N 4 Dan —— — ER 
ee ” 
ET 7 
nano 
BL 0 BR — 
—— IR); 
ag — 1x574 ·· 
26. fen ein Bu — 5 fo giebt Be Gleichung in 
(23.) leicht: 
„nn OITER-mMITER 4 mm 


(n? — m?’,m 
wenn zugleih a — 1 gefekt wird. 

Sir m — 1 giebt Euler ©. 75. eine — durch 
Induction gefundene, von der Irrationalitaͤt befreite 
Gleichung nebſt fieben fpeciellen Fällen, worüber man die 
Abhandlung felbft nachfehen muß. | 

27. Aus der dritten Formel in (19.) erhält man: 

y=x(/i+u? Fu) — Sxd.(N1 Fu? + u) 

—=x(] 1 +u?2 + u) — n 


Für Jones nn = =(p+gJ(Yi+u+u) 


man dur) Diffe Bnkiation: : 


sa „np +4 
de binomiſchen Lehrſatze 
a? eine gerade Function 
abe Binction von u iſt; 
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fo it offenbar auf) - — eine ungerade, und eben fo 


Fr einegerade, ET dagegen eineungerade. Nimmt: 


man Daher die geraden und ungeraden Functionen zuſam⸗ 
men; fo erhäft a 








— _ ng _%qg, __m 
Ran 
Alfo wie oben: | 
Yırz Aa Yızı 
oq — 
——— 


=. erhält man: | 
04 at, zung + a — 


———— — rer 


und hieraus — die 


Dritte Regel. Man nehme irgend eine ungerade 
Function q von u, fege p = — und beſtim⸗ 
me x, y nach den obigen Formeln; fo. giebt die Elimi- 
nation von u aug diefen beiden Gleichungen eine Gleichung 


zwoifchen x und y. 
Beſtimmt man aus der erften Formel &e zu, und eliminirt 


p aus.den Formeln für x und yz fo erhält man: 
udg  (1+u?)d?2g 
ndu 








non 
—e— udq gli. +u2)},. — 
— „A 1 nm — — du ori + u:+u) f 
woraus, wenn in ungerade Zehl bezeichnet, für g—u?:. 

wg _ 10-1) 4-2 

x — „: ; 

n . Tr 
——— a-1-myi Fer 

oder (22.) | \ 

—?) 


n = @- 1) 20H) X 








ya! "’a-ı-myi Fat) (ri Fa: tu)". 
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Setzt man in den beiden erftern Formeln A = n, 
nimm beide Eoordinaten negativ, und dividirt fie durch 
n— 1; fo erhält man: 


x = us-2, 

(a— 1)y=u:(n—ImnuYf+a?tnu)(YT Far tu)", 
woraus für n =3, wenn man (VYIFx? + x)? nad 
(25.) enfwicelt, und das Wurzelzeichen wegfchafft 

Ay? — 12x?2y  Bxrty — Axt 4 Ixt, 
28. In der vierten Sormel in (19.) ift v eine gerade 
Zunction vont, u eine ungerade Function von t, alfo auch 
t eine ungerade Function, v aber natürlichauc) eine gerade .- 
Function von u. Euler fg v—=l—u?, n—1; 


fo ift 
Prurds ¶ -urꝝõt, öy= —6 1 Nr = (1% u)’. öt; 


x—t— SwWdtzy=t+2/fud + furdt, 
ai ‚müffen ur und u?ot algebraifch — ſeyn. 


— 
fudt = ut — tõdu. 
Setzt man nun, wenn p immer eine — Function von 
u bezeichnet, tou ⸗ p, Ne — = oe ; fo ift 
uꝛõt = ut — 2ftudu = EN — 2/u0p 


= ep — 2pu + 2 /pdu. 


Man fee Jpou = 9 wo q eine ungerade Function von 
if; f ki p= 7, eine gerade Function von u, Alſo 
== a ‚ und folglich; 
83. a - 4 2g, 
age 
En, 


1 292 2(1-+u)d 
Euler "ueehateer make 








Hieraus — die | 
Vierte Kegel, Für irgend eine ungerabe Zn 
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q von u berechne man x, y aus obigen Sleihungen, und 

eliminire aus denfelben u. x 

Für gu, wo % ungerade, erhält man: 
x=10-)W TR A NDAa— Yu, 


yz1Qß—1)u Pan) ira- NAa—2)ul, 
woraus 

— =. LAN —-A—N)A— Yu? 

7 d—1)(1 Fu)? — (1 F+u)ur2u? 
Multiplicire man — Kreuz, ſo ergiebt ſich in Bezug auf 
u eine quadratiſche Gleichung, aus der man erhaͤlt: 2 

— 1(i—2)x — — 
| B—1)A—2)(x-+y) 





Zr uz= 


welches, in 
, x y=2l2-14+Q@— Yuan? 
gefegt, eine Gleichung jwifchen x und y giebt, aus der u 

eliminirt iſt. 


Geſchichte. 

29. Das Problem vonden reciprofen Trajectorien wardin 
Bezug auf einen Durchfchnittswinfel, ver ein rechter ift, von 
Nicolas Bernoulli, dem Sohne Johanns, zuerft 
im Jahre 1721 in den Act. Erud. Suppl. T. VII. p. 352. 
vorgelegt, wobei Nic. Bernoulli zugleich anzeigte, daß . 
fein Vater ſchon die Auflöfung gefunden habe. Mit der: 
felben befchäftigte ſich vorzüglih Joh. Bernoulli und 
ein ungenannter. Engländer, von welchem man jedoch 
nachher erfuhr, daß es der Dr. Pemberton gewefen. 
Joh. Bernoulli trug durch die Eleganz, Allgemginheit 
und Einfachheit feiner Auflöfungen den Sieg davon. Bey 
dieſer Gelegenheit kam auch die Frage von der von Joh. 
Bernoulli zuerft fo genannten Pantagoria zur Sprache, 
welche von dem anonymo Britannoin den Philos. Trans- 
act. 1722. aufgelöfee worden war. M. f.aud) Act. Erud. 
Suppl. T. VIII p. 235. p. 253. ob. Bernoulli 
gab feine Auflöfung Act. Erud. Suppl. T. IX. 1729. p. 
265. ., ein Auffag, welcher in mancher Ruͤckſicht merkwuͤr⸗ 
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dig und intereſſant iſt. "Er zieht darin fehr gegen die Eng: 
länder los, indem er z. B. gleich zu Anfange ſagt: „apud 
„Anglos quamplurimi sunt, qui immani odio etin- 
„vidia flagrant in exterorum virtutes et merita.“ 
Man muß annehmen, daß er durch die vielen Zänfereien 
ber Engländer, befonders mit feinem, nunmehr verftor- 
benen, Sreunde 2 eibnig fehr gereist war. Die Auflö- 
fungen des anonymiBritanni tadelter fehr. Uber merf: 
würdig ift auch dag Urtheil über den nachher fo berühmt ge- 
mwordenen Leonhard Euler am Ende diefes Auffages 
(p. 277 ); „felicissimi i ingenil itvenis, a cujus sa- 
„ gacitate et acumine maxima quaeque nobis polli- 
„cemur, postquam vidimus, quanta ille facilitate 
„et solertia in adyta sublimioris geometriae nostro 
„ auspicio penetravit.“ Euler, der damals noch Ber— 
noullis Schüler war, hatte namlid eine Methode ges 
funden, aus jeder Ordnung, die zweite ausgenommen, 
eine veciprofe algebraifche Trajectoria zu finden, ‚welches 
er ſchon Act. Erud. 1726. p. 363. anfündigte, und die 
Methode felbft Act. Erud. 1727. pP 408 — 412. mit: 
theilte, indem die Frage von den algebraifchen reciprofen 
Trajectorien fehon von Joh. Bernoulli mehrere Male 
zur Sprache gebracht worden war, Die hierher gehörenden 
Aftenftücke finder man alle in den Act. Erud. Pember: 
tons Auffäge: 1721. p. 156. Suppl. T. VII, 1724, 
p- 40. p. 234. ee 8 Abhandlungen; 1722, 
p. 396. 1723. p. 75. 1724. p, 297. 1725. p. 318, 
Suppl, T. IX, 1729. . 285. Euler bat fich viel mit 
ben reciprofen Tyolersprien befchäftigt, vorzüglich mit der 
Auffindung algebraifcher reciprofer Trajectorien. Außer 
ben beiden ſchon angeführten Yuffägen in ven Opusc, var, 
argumenti und den Act. Erud. ſ. m. vorzüglih} Comm, . 
Petrop. T, II, T, V, und Act. Petrop. 1782. P. I. p.1, : 
wo die Unterfuchung fehr allgemein angeftellt worden ift. 
In unſern Lehrbuͤchern uͤber die hoͤhere Geometrie findet 
man wenig uͤber dieſe merkwuͤrdige Klaſſe krummer Linien, 


Zrandcendent, (quod vires Algebrae trans- 
cendit), eine von Feibnig eingeführte Benennung ſol⸗ 
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cher Operationen, welche nicht zu den algebraiſchen gehoͤ⸗ 
ren. Letztere ſind die vier Rechnungsarten, die Potenzer- 
hebung und Wurzelausziehung. Transcendente Opera: 
tionen ſind diejenigen, wo zu einer Zahl der Logarithmus 
oder umgekehrt, zu einem Bogen in rein arichmerifchen _ 
Sinne eine trigonometrifche Function, oder umgekehrt ges 
fucht wird. Transcendente Functionen und Gleichungen 
find ſolche, welche transcendente Operationen involviren, 
transcendente Eurven ſolche, welche durch transcendente 
Gleichungen beftimmet werden. E G. Fiſcher (Unter- 
suchung über den eigentlichen Sinn der höheren 
Analysis, Berlin. 1808. 8. 82.) giebt den wefentlicyen 
Unterſchied zwiſchen beiden Arten von Operationen, wie es 
mir ſcheint, recht gut, auf folgende Art an, Was durch 
eine algebraifche Rechnung gefunden wird, ergiebt fi ents 
weder durch eine einzige Operation, obgleich diefe in gewiß 

fen Faͤllen unendlich feyn Fan, wie 5. B. bei Wurzelaus⸗ 

siehungen, ja felbft bei Divifionen, die nicht aufgehen, 
oder durch eine beftimmte endliche Anzahl folcher Operatio: - 
nen. Was durch eine franscendente Operation beſtimmt 
ift, Fann nur durch unendlich vielmalige Wiederholung be= 

flimmter algebraifcher Rechnungsoperationen gefunden - 
werden, die man nicht als bloße Theile einer einzigen Ope— 
ration, tie bey den Wurzelausziehungen: betrachten kann. 
Sof z. B. der Logarithmus einer Zahl geſucht werden; ſo 
geſchieht dies offenbar durch lauter algebraifche Kechnungs- 
arten, aber offenbar durch eine unendlich vielmalige Anz 


wendung derfelben, welches fich in ven unendlichen Reihen, 


Durch die transcendente Junctionen immer dargeftellt wer: 
den, in der unendlichen Gliederzahl angedeutet findet. Da- 
her find aud) bey diefen Größen Tafeln, wo man das ein 
für allemal berechnet findet, was man in jedem einzelnen 
Falle durch eine defto größere Menge von Operationen fischen 
müßte, je genauer man|das Reſultat haben wollte, unentbehr: 
liches Beduͤrfniß. Differentiationen und ntegrationen Fön: 
nen auf algebraifche fowohl, als auf transcendente Functio— 
nen führen, und find daher nach diefen Anfichten , wie es mit 
ſcheint, eigentlich) wohl als gemifchte Operationen zu be: 
traten. Hat man algebraifche Sunctionen z. B. zu diffe— 
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rentiiren, fo gelangt man offenbar durch eine endliche An- 
zahl von Operationen zum Differential. Bey der Diffe: 
venfiarion transcendenter Functionen möchte indeß ſchon die 
Entwidelung der Differenz in eine Reihe nach pofitiven 
ganzen Porenzen des Increments, welche eigentlich immer 
vorausgehen muß, und in diefem Falle immer unendlich 


feyn wird, eine unendlich-oft wiederholte Anwendung von 


Operationen ſeyn. Und ſollte auch vielleicht in dieſer Be— 
ziehung noch einige Unbeſtimmtheit zuruͤckbleiben; ſo wuͤrde 
ſie doch nur den Gebrauch des Wortes treffen, nicht die 
Sache ſelbſt, da das mathematiſch Transcendentale voͤlliger 
Aufklaͤrung faͤhig iſt, wogegen die neuern Philoſophen 
vielleicht nur das transcendent nennen, was nicht zu voͤlli— 
ger Deutlichkeit gebracht werden kann. Die transcenden⸗ 
ten Functionen find von den Mathematikern eifrig unter: 
fucht worden. Die Logarithmen, Erponentialgrößen und 
die frigonometrifhen Zunctionen vorzüglich von Euler. 
Der fogenannte Integral⸗Logarithmus se von Mafche: 
ron (Adnotationes ad calculum integralem Euleri) 
Soldner (Theorieettables d’une nouvelle fonction 
transc. Munic. 1809.) und Beffel (Königsberger 
Archiv. 1. St. S.1.); die fogenannten transcendantes 
elliptiques von Fegendre in einem befondern Memoire 
(Paris. 1794.) und den Exercices de calcul integral. L. 
Paris. 1811. p: 1. und von Abel und %. ©. Jacobi 
in verfcbiedenen Heften von Erelles Journal der Ma- 
thematik, vorzüglich II. 2. IL 2.5 Fe!’ or von Kramp 
und Laplace, u. f. fi, Beifpiele, deren Zahl fich Leicht 
vermehren ließe. 


Transcendentale Analhſis iſt daſſelbe, was 
man fonft höhere Analyfiis, Analysis infinitorum, d. i. 
Differential- integral: und Variationsrechnung, nennt. 


Transformation, f. Umformung. 
Transmutation, f. Umformung. 
Transporteur, f. Winfelmeffung- 
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Transpoſition, iſt die Umſetzung der Glieder einer 
Gleichung auf die andere Seite des Gleichheitszeichens mit 
entgegengeſetzten Vorzeichen. S. Gleichung. (20.) 


Transsinuosa, iſt bei Bieta (Opp. p. 323.) die 
Sekante. Jetzt iſt der Ausdruck gar nicht mehr ge- 
braͤuchlich. — 
Transversa diameter, heißt bei Apollonius 
(Conica. ed. Barrow. I. Des. 13.) jede gerade Linie, 
welche alle unter einander parallele Sehnen eines Kegel- 
ſchnitts halbirt, Axis transversus, latustransversum _ 
bedeutet die Hauptare der Elipfe und Hyperbel. ©, 


Latus. ; 


Transverſale „iſt 1. jede der ſchiefen geraden Li⸗— 
nien, welche auf dem verjuͤngten Maaßſtabe und aͤltern 
Winkel meſſenden Inſtrumenten gebraucht werden, um 
kleinere aliquote Theile einer geraden Linie oder eines Bo: 
gensanzugeben. Tyco de Brahe hat das Verfahren, 
als er 1553 zu Leipzig ftudirte, bey dem verjüngten Maaß- 


- ftabe von Johann Hommiel gelernt, und es nachher 


‘auf aftronomifche Inſtrumente zum Winfelmeffen ange= 
wandt. Käftners G. d. M. J. ©.643, II, ©. 355, 
381. IH. ©. 355. Aftron. Abh. IL 5, Abh. 17. $. 161.5 
2) jede gerade Linie oder Curve, welche auf irgend. 
eine Art ein Syſtem anderer Linien, Ebenen oder Frunt: 
men Flächen durchſchneidet. Auch Ebenen, welche auf ir- 
gend eine Ars ein ſolches Syſtem durchfchneiden, Fönnen 
Zrangverfalen genannt werden. Mit diefen.geometrifchen 
Zransverfalen haben wir es hier allein zu thun. Ihre 
Theorie iſt nach Carn ot s Vorgange (Theorie des Trans- 
versales. Ueberſ. in Carnots Geom. d. Stellung. A. 
d. F. v. Schumacher. IL. Altona. 1810. ©. 322.) 
- von den neuern, vorzüglich franzöfifchen, Mathematifern 
viel bearbeitet worden. In deutſchen Lehrbüchern kommt 
wenig darüber vor. M. f. jedoch Crelle Lehrb. d. 
Elem. d. Geometrie. Berl. 1826. 27.1. S. 174— 185. 


140. ' | Transverſale. 


Foͤrſtemann Lehrb. d. Geometrie. Danzig. 1827. Zwei: 
ser Abſchnitt. | 
1. Wenn die drey Seiten eines Dreyecks AA, A, oder 
ihre Verlaͤngerungen von einer beliebigen. Transverfale ge: 
ſchnitten werden; fo entftehen in der Richtung jeder Seite 
zwey Segmente von der Befchaffenheit, daß das Product - 
dreyer von ihnen; die feinen gemeinfchaftlichen Endpunfe- 
haben, immer dem Producte der drey andern gleich ift. 


Dur A (Fig. 21.) ziehe man mit der Gegenfeite die 
Parallele Anz fo erheller leicht, daß | ! 
Aa Ak A,a, _ A,a,, 

Aa Aa,’ As, AR’ 


Aa A,a, _ Ak Aja, __A;za, 


Aa. A,a, „A,a, = Aa, . Asa.A;a. | 
ft die Transverfale einer Seite parallel (Fig. 22.); foift 
A,a, . A,a, = Aa, .A,a. 
Aber AA —=A, ao; alfo ebenfalls 
| Aa. A,a, . A,a, = Aa, , Aa. A,a.. 

2. Wenn drey Punfte a, a,, a, auf den drei Seiten 
AA, , A,A,, A,A eines Dreyecks fo liegen, daß die vor: 
hergehende Relation ftatt findet, und überdies die Anzahl 
der auf ven Verlängerungen der Seiten liegenden Punkte 
ungerade iſt; fo liegen die drey Punftea, a,, a,in einer 
geraden Linie. | 

Nach der Dorausfegung liegen immer zwey Punfte 
entweder Beide auf den Seiten felbft, oder Beide- auf den 
Verlängerungen. Diefe beiden Punfte ſeyen a, und a,. 
Der dritte Punft a liegt dann immer in der Verlängerung 
der Seite AA. Zieht man nuna,a,; fo muß diefe ge: 
rade Linie die Seite AA, nothwendig immer in ihrer Ber: 
längerung in einem gewiffen Punkte «& treffen, und man 
hat nad) der Borausfegung und nad) (1.): 

Aa .A,a,.A,a, = Aa,.A,a. A,a,,' 
Aa .A,a, . A,a, = Aa, „Aa. A;,a,, 


woraus dur Divifion leicht: 
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Alſo liegen die Punkte &, a Beide em von r Ih 


rechts 
weil, wenn dieg nicht der Fall wäre, für Aa 2 ZA, ww 


Ac SA, ſeyn würde, welches obiger Proportion wider⸗ 

ſpricht. Aus dieſer Proportion folgt nun: 

An: Aa Aa — Aa: A,a— Aa, 

oder Aa: Aa — Aa — Aa:da— Aa, 

d. i. Ac: Aa — AA,: Al, 

und folglich Ar — Aa. Alſo faͤllt « mit a.zufammen, da 
a, a Beide ur von * fallen, und a, a, , a, liegen 

folglich in einer geraden Linie. | | 

. 3. Der Sag in (1.) gilt für jedes ebene Vieleck. 

Das Vieleck fey AA,A, An, An Man ziehe die 
Diagonalen AA,, AA,, AA,,...AA,_, , und bezeichne 
die Durchſchnittspunkte der Transverfale mit den Seiten 
und den Diagonalen nach der Reihe durch a, a,, ay,. 
An r Any UMd (a,), (a5), (Ay)r+lAn-,)5 fo iſt i in dern 
einzelnen Dreyecken, in welche das Vieieck durch die Dia⸗ 
le getheilt wird, nach (1.): | 

Aa. A,a,. A,(a,) = A(a,). Aa. A,a, 

A(a,). A,a, . A,(a,) = A(a,)..A,(a,) · Aa, 

A(a,). A,a, „A, (a,) — A(a,) · A,(a,). Aya,, 
A(an—2). IS — ——28 An- 2 (an- 2). An- 1 an- 2 

A(an-1). An— 41 an - 4 .Anan = — Aan. An-4(an—1). Anan— 4» 
Multiplicire man nun auf. beiden Seiten, und — auf; 
fo erhält man: 

Aa.A,a, . Aa. a, oo. Anan 

— Aan . Aa. A,a, » Az8,  . . „ Anan-1- 
4 Wirdein nicht in einer Ebene liegendes Vieleck von 
einer Transverfalebene gefehnitten; fo gilt der ganze vors 
hergehende Beweis noch, wenn man die Durchfchniteslinien 
der Transverfalebene mit den Ebenen der einzelnen Drey: 
ecke, in welche das Vieleck durch die Diagonalen getheilt 
worden, als einzelne Transverfalen dieſer Dreiecke bes 
trachtet. 


5. Sey jetzt 
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| Aa Bm -CHZ=o 
die Gleichung einer algebraifchen Curve, wo A, B, C 
conftante Größen find, Z aber das Aggregat aller Glieder 
bezeichnet, welche die veränvderlichen Größen in einer nie: 
drigern Dimenfion als der nten enthalten. Firx—=o 
und y == o gehe Z.refpective in Y und X über, fo daß alſo 

Bm +cC+Y=o,Am $CHX=o, | 
. Die erfte Gleichung enthält nur y, bie legte nur x, 

Man verwandelt fie un: in; 


"tz +3=0 SL +:=0 


Die Wurzeln der erſten ſind alle Werhe vony, für welche 
x — o, bie der letztern alle Werthe von x, für welche 
y==o. Bezeichnet man die abſoluten Werthe der Pro— 
Ducte aller diefer Werthe von y amd — duech (y) und (x); 
fo iſt, da die conſtanten Theile 5 — die Producte aller 
entgegengefegt genommenen Wurzeln der beiden Gleidhun- 
gen find (Gleichung. 151.), wenn wir die abfoluten Werthe 


i | von A und Bdurch a und N — 


60: 0* 5 * = (A): 

Verändert man nun das m fo, daß man 
bloß den Anfangspunct verändert, ohne die Tage der Aren 
zu verändern; fo braucht man für x, y nur x +3 Y+b 
zu fegen, wodurch) ſich die gegebene Gleichung in 

art Bu +Z=o 
verwandelt, indem aus dem binomifchen Lehrfage augen: . 
blicftich erhellet, daß hierbey A, B ungeändert bfeiben 
muͤſſen. Dies — = — | 

6 6 = * = W:@) | 
Alſo 6) 6) * (5) : (C), Herr) (5) 6). 

Alles Folgende beziehen wir der Kuͤrze wegen nur auf 
die Kegelſchnitte, obgleich es nicht ſchwer ſeyn wuͤrde, die 
Unterſuchungen auf alle algebraiſchen Curven zu erweitern. 

6. Wenn die drei Seiten des Dreyecks AA, A, 


(Fig. 23.) von einem Kegelfchnitt in den Punften a; * | 
Ay, dyr Ay, &, gefihnitten werden; ſo denke man fi) 
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durch A, die Parallele mn mit AA, gezogen; fo ift nah 
dem Borhergehenden (5.)$ 
Aa, „Aa, : A,a, .-A,a, = Aa. Aa : A,n. A,m, 
A,a, » A,a, : A,a, . A,a, = A,n . A,m ı A,a. Au. 
Alfo durch Zufammenfegung: 
Aa, . Au, . A,a, .» A,a, : A,a, , A,a, » A., » A,a, 
en 2 Aa . As: Aa. Au, | 
Aa.Aa,.A,a, . Aa, - A,a, . A,c, > 
= Aa, Au, . Aa. Aa. Ad, . Ayc,. - 
Folglich gilt der Sat in (1.) auch für jede Transverſale, 
welche ein Kegelſchnitt iſt. 


Iſt der —— ein Kreis; ſo kann der Satz mit⸗ 


telſt Elem. III. 35. 36. leicht elementariſch bewieſen 
werden. 


7. Fuͤr ein entweder in einer oder nicht in eine r Ebene 
liegendes Vieleck gilt dieſelbe Gleichung, wenn alle Seiten 
des Vielecks im erſten Falle von einem Kegelſchnitte, im 
andern von einer krummen Flaͤche des zweiten Grades ge: 
ſchnitten werden. 


Das Vieleck fen AA, A,... A, , A, Man jerfege | 
es durch die Diagonalen AA,, AA,, AA zus AN... 
in Dreyecfe, und bezeichne Die Durafepnittepunfee des Ke⸗ 
gelfchnists oder der krummen Fläche mit den Geiten und _ 
Diagonalen durch a, &; — 43 8,7 3. — 3 
 Anr Eu und b,, P 25 b 633 b,, P45-: bu, Pan 3 
fo ift, da der Durchfehnirt jeder Ebene mit einer Fläche ver 
zweiten Drdnung ein Kegelfchnite ift Krumme Fläche. 16.), 
in den einzelnen von den Diagonalen gebildeten Dreyecken 
nach (6.) ; 

Aa. Aa. Aa, .Ac,. — 5 
AB,. Aß,.. «A,a . Aa, · A,c, 
Ab, - Aß, . A,a, . Ayo, . A, . Außs 
A4b. AB; ‘A *. A,ß, « A,a- . A,öz 
Abu . Aßn4 - An4Ani » ee . Anün . Anan 
= Aan- Aan . An-ibn-1 - An4 Pan 1» Andn—ı » Anan—ı 


- Multiplicirt man nun auf beiden u und hebt auf; 
fo erhält man: 
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Aa.Aa. Aa, . Ayaı » Ayay . Aycz . ..... Anan Anan 

— Ain . Aan „A,a . A,a . A,a, » Ay, » . . Ananı » ‚Anan-4 
fo dag unfer Sat alſo auch für. alle von Kegelfchnitten 
oder krummen Flächen ver zweiten —— durchſchnittene 
Vielecke gilt. 


8. Der Satz gilt auch fuͤr ſphaͤriſche Drey- und Viel 
ecke; wenn die Transverfale ein Bogen eines größten Krei- 
fes it ‚ und man nur ftatt aller oben betrachteten Linien bie 
Sinus der entfprechenden Bögen feht. | 


Betrachtet man nämlich) die Dreyede in Fig. 21. als - 
fphärifh, und die Transverfale als einen Bogen eines 
größten Kreifes; fo ift (Trigonometrie. [25.)) . 

sin A,a, : sinA,a, = sin A,a,&, : sin A,a,2, 
sinAa : sinAa, = sinA,a,a, : sin Aaa,, 
sinA,a,: sinA, a = sinAaa, :sinA, a,8,9 
woraus durch) Sufanmmenfegung der Proportionen ſogleich 
erhalten wird: 

sinAa . sinA,a, . sinA,a, — sin Aa, . sinA,a . sinA,a.. 
Der Sa gilt alfo für das fphärifche Dreyef. Die Er: 
mweiterung auf das fphärifche Vieleck laͤßt ſich wie oben bey 
‚ berm ebenen bewerfftelligen. 


9. Man- verdankt diefen Hauptfaß der Theorie der 
Transverſalen vorzuͤglich Car not (a. a. O.), obgleich bes 
fondere Faͤlle auch ſchon beim Prolemäus (Almageſt. 
Biich 1. Kap. 12.) für das Dreyeck, und in Pascals 
Essai.sur les coniques (Oeuvres de Pascal T. IV. 
Lahaye, 177 79.) für ein Syftem von vier geraden Linien 
in der Ebene eines Kegelfchnitts vorfommen. Der Sag 
ift an Folgen fehr fruchtbar, wovon wir hier. — nur 
Einiges beibringen wollen. 


10. In dem Viereck AA, A,A; (Fig. 94) bezeichne 
man die Durchſchnittspunkte der Seiten AA; A,A, und 
A ah AA, durch A, und A,5 foift (1) Ä 

AA,. A, A.. AyA, =E A,Ag sAgAg an Ass 

AA, AA, AA, mA,h, Ah, „Ak, 
AA, . AA, : AyAyg m AA, sA,A; . Ayky, 

Ads s AMA,. Aydz = AyAy Ark; ı AA., 
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indem man eine Seite nach der andern als Transberſale be⸗ 
trachtet. Folglich, wenn man die erſte dieſer vier Glei— 
chungen mit jeder der drei folgenden multiplicirt: 
AyAy AA, s AJAg. AM, = AA, . AA, . A, A.. A.A,, 
Ad; „AA, AA. AA, — AA, A, A.. AA, . A. Al, 
AA, „A, A,. AA. A,A, — A,A,. Al, „A,A, . AA. 
11. In ein in einer oder nicht in einer Ebene liegen: 
des Vielef AA,A,...A,fey ein Kegelfchnitt oder eine Fläche 
des zweiten Grades anne Die Berührungspunfte 
feyen a, a5, Ayys- An, welche in diefem Falle mit den 
Punften @, ar — ...& (7.) zuſammenfallen. Daher 
wird die dortige Gleichung: 
Aa? . A,a,? . A,a,?.::Anau? = Aan? . A,d?. A,a,2..: Akan ®, 
Aa . A,a, « A,84:...Anan , = Aa : A a .„A;a, :.. Anan -4, 
worin eine fehr merfwürdige, leiht in Worten auszu: 
drücfende, Eigenfchaft der Linien und Flächen des zweiten 
Grades enthalten ift: 
12. Werden die Seiten eines nicht in einer Ebene 
liegenden Vielecks (polygone gauche) von einer Trans: 
verſalebene gefchnitten, fo daß diefelbe jedoch durch Feiner 
Winfelpunft des Vielecks hindurch geht; fo ift die Anzahl _ 
der Seiten, welche felbft (nicht ihre Verlängerungen) von 
der Trangverfalebene gefchnitten werden, immer eine ges 
rade Zahl. Für das Dreieck ift der Sag offenbar, da augen- 
fcheinlich immer nur O oder 2 Seiten felbft von der Trans: 
verfalebene gefchnitten werden, vorausgeſetzt, daß fie durch 
feine Spige des Dreiecks geht, weil fonft alle drei Seiten 
gefchnitten werden Fönnten (Fig: 25... Der Sag gelte 
‚nun für jedes ned. Im (n+L)eck fehneide man durch eine 
Diagonale ein Dreieck ab; fo ift die Anzahlder vonder Trans: 
verſalebene felbft geſchnittenen Seiten des necks alfo—ıy: 
Liege nun die Diagonale auf beiden Seiten der Transver—⸗ 
falebene; fo werden 27 — 1 Seiten des (n + 1)edfs felbft 
von derfelben geſchnitten. Im Dreieck muß aber, da die 
Diagonale auch eine Seite deſſelben iſt, noch eine, und zwar 
nur noch eine, Seite geſchnitten werden, ſo daß alſo die 
Anzahl der von der Transverſalebene ſelbſt geſchnittenen 
Seiten des (n + 1)eds = y—1+1=7Y iſt. Liegt 
die Diagonale auf einer Seite der — ; fo 
V. | 


146 Transverſale. 


iſt die Anzahl der ſelbſt geſchnittenen Seiten des necks — 25, 
und folglich, da im Dreieck nur noch O oder 2. Seiten felbft 
geſchnitten werden müffen, die Anzahl der ſelbſt gefchnirte: 
nen Seiten des (n + 1)edfs entweder = %y +0 =, 
oder — 25 4 2. Folglich gile der Sag für das(n + 1)ed, 
" wenn er für das ned gilt, und ift demnad) allgemein, da 
er für das Dreieck gilt. Die Anzahl der in ihren Verlaͤn— 
gerungen gefihnittenen Seiten ift folglich gerade oder un: 
gerade, jenachdem die Anzahl der Seiten des Vielecks ge— 
rade oder ungerade if. 


TI. AA A. Au, fey ein um eine Fläche deg zwei: 
ten Grades befehriebenes, nicht in einer Ebene liegenvdeg, 
Vieleck. Die Berührungspunfte feyen a, a5, Ayy..-Ayr 
und feiner derfelben falle mit einem Binfelpunkte zufam- 
men. Wenn nun n Berührungspunftea, a,, a, „... 
a,_, ineiner Ebene liegen, und die Anzahlder in den Ver: 
längerungen ver Seiten liegenden Berührungspuncte ge= 
rade oder ungerade ift, je nachdem n + 1 gerade oder un: 
. gerade ift ; fo liegt auch a, in derfelben Ebene. 


| Durch die Punfte a, a,, a,...a,_, lege man eine 
Transverfalebene, welche vie Seite Pr in d ſchneide; 
fo iſt nach (4.) und (11.); 


. 
Aa. A 18, » A „A,“ ‚Ani An—1 + Anan 5* Aan.A,a a A,2,....Andn—1, 
Aa. A,a, ‚A,a,...An—44an—1 . Anan = Aan . A,a . A,a,..Anan—13; 
woraus durch Diviſion: 


Anan Aan 
re n@n an = Anan : Aan 


Da nach der Vorausfegung fein Winfelpunfe ein Berüh- 
rungspunft ift; fo geht die Transverfalebene durch feinen 
Winfelpunfe, wenn nicht etwa a, mit A oder A, zufam: 
menfällt, welches aber nicht möglich ift, da fonft entweder. 
A,„o, oder Ar, —o, folglich auch, wegen obiger Proportion, 
A„a,oder Aa,—o feyn müßte, da doc) fein Berührungspunft 
mit einem Winfelpunfte zufammenfallen fol. Alfo ift der 
in (12.) bewiefene Sat hier anwendbar. Sey nun 


1) n +1 gerade; fo ift die Anzahl der von der Trans— 
verfaleberie in ihren Berlängerungen gefchnittenen Seiten 
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gerade — 25 (12.). Liegt nun a, in der Seite AA, 
felbft; fo liegen 27 der Punftea, a, , Ay ,....A,.., Inden 
Berlängerungen der Seiten, und es muß folglic) auch) a, in ° 
der Seite AA,felbft liegen, weil fonft die Anzahl der in 
den. Verlängerungen der Seiten liegenden Beruͤhrungs— 
punfte = 2y +1, alfo, gegen die DVorausfekung, da 
n + 1 gerade, ungerade wäre. Liege aber «, in der 
Verlängerung der Seite AA,; fo liegen 2y —1 der 
Punfte a, a5, Ayrr- Ana, in den Verlängerungen ver 
©eiten, und es muß folglich auch a, in der Verlängerung 
von AA, liegen, weil fonft die Anzahl der in den Verlän: 
gerungen liegenden Berührungspunfte = 2 — 1, alfo, 
gegen die Vorausſetzung, wieder ungerade wäre. Auch, 
erheflet leicht, daß im legtern Falle &, und a, in der Ver: 
längerung von AA, beide auf einer Seite von A oder A, 
liegen müffen, weil, wein z. B. a, linfs.von A, a, rechts 
von A, läge, offenbar A,a, > Aa,, A,o, < Ac, ſeyn 
würde, welches, wegen der Proportion A,c, ? Aa, 
— A,a, : Aa, nicht möglich iſt. Aus diefer Propors 
tion folgt: | 
Anan + Acn : Aan — Anan + Aan : Aanz 
d. i. nach dem Vorhergehenden: 

„ + Akn : Aan = + Ak : Aan, 
und folglich Ac, == Aa,, fo daß alfo die Punkte «, und 
a, zufammenfallen müffen, und demnach auch a, in ver 
durch a, a, 5, Ayy-.aun, gehenden Transverfalebene liegts 


2) Iſten +1 ungerade; fo.ift die Anzahl der von der 
Transverſalebene in ihren Verlaͤngerungen gefchnittenen 
Seiten ungerade (12), = %Y +1. Liegt a, in AA, 
felbft; fo liegen 27 + 1 der Punfte a, a,, Agrar anı 
in den Verlängerungen der Seiten, fo daß alfo auch a, 
in der Seite AA, felbft liegen muß, weil fonft die Anzahl 
der in den Verlängerungen det Seiten liegenden Berüh- 
rungspunfte 27 + 2, alfo, gegen die Vorausſetzung, da 
n + 1 ungerade ift, gerade feyn würde. Liegt dagegen 
in der Verlängerung der Seite AA,s fo liegen 2y der 
Punfte a, ar, Azr..:a,_, in den DVerlängerungen der 
Seiten, und es muß folglich auch a, in der zus 
£ 2 | 
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von AA, liegen, weil fonft die Anzahl der in den Verlaͤn— 
gerungen der Seiten liegenden -Berührungspunfte — 2y, . 
alfo wieder, gegen die Vorausfegung, gerade feyn würde. 

Zugleich erhellet, daß im legtern Falle «, und a, in der 
Berlängerung von AA, beide auf einer Seite von A, oder 
von A, liegen müffen, weil, wenn z. B.|e, links von A 
und a, rechts von A, ‚läge, offenbar A, > Aa,, 
A,a, < Aa, feyn würde, welches, wegen der oben bewie: 


F ſenen Proportion A,0„: Aa, = A,a,: Aa,, nicht mög: 


lich iſt. Daß die Punfte «, und a, Be müffen, 
wird ganz wie oben gezeigt. 


Es liegt alfo a, immer in der durch a, a, Ay An, 
gelegten Transverfalebene, fo daß alfo, unter obigen Vor: 
ausfegungen, allen + 1 Berührungspunfte in einer Ebe: 
ne liegen, wenn n in einer Ebene liegen, w. 5. b. w. 


14. In gewiffer Kückficht gile der Satz auch für den 
Sal, wenn, wie es bei niche in einer Ebene liegenden 


Vielecken wohl der Fall ſeyn Fönnte, Winfelpunfte zu: -- 


gleich Berührungspunfte find, nur muß man jeden folchen 
Punkt doppelt rechnen, da ja in ihm zwei Seiten zugleich 
berührt werden. Giebt esnun, dies vorausgefegt, unter 
denn + 1 Berührungspunften m + 1, welche zugleich 
MWinfelpunfte des Vieles find; fo giebt es, ieden der 
letztern Punfte bloß einfach gerechnet, eigentlich. überhaupt 
nur n +1 — (m + 1) = n — m Berührungspunfte, 
woafon —m<n. Liegen alfo (nach obiger. Annahme, 
jeden Beruͤhrungspunkt ‚ der zugleich ein Winkelpunkt iſt, 
doppelt gerechner)n Berührungspunfte in einer Ebene; fo 
muͤſſen natürlich auch alle Berührungspunftein einer Ebene 
liegen, ‚ da die Anzahl aller (die eigentlih nur = n — m) 
< n iſt. 


15. ft das. Vieleck ein nicht in einer Ebene liegendes 
Viereck (quadrilatere gauche); fo ergiebt ſich, da drei 
Punkte immer in einer Ebeneliegen, und bei einem Viereck 
öffenbar überhaupt nur vier, oder zwei, oder Fein Berüh- 
rungspunft in’ den a der Seiten legen 
Fönnen, folgender Sag: 
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Sn jebem um eine Fläche des zweiten Grades befehrie- 
benen, nicht in einer Ebene liegenden Viereck, liegen die 
vier Berührungspunfte in einer Ebene. 


Diefen merfwirdigen Sag hat Brianchon gefunden. 
M. f. deffen Memoire sur les lignes du second ordre. 
Paris, 1817. p, 14. Den allgemeinen Satz (13. 14.) fin: 
det man ohne Beweis in Poncelet Traité des ‚pro- 
prietes projectives des figures. Paris. 1822. p. S1,, 
einem vortrefflichen, viele neue Ideen enthaltenden Werke, 
auch in Bezug auf die Transverſalen p. 76 — 98. Wei: 
tere Nachricht davon gebe ih im Art. Biere (16. ff.) Auch 
gehört hierher: Brianchon Application de la théo- 
rie des transversales. Paris. 1812. 


16. Wenn aus D (Fig. 26.) in der Ebene eines Drei- 
ecks ABC durch die — Transverſalen gezogen ſind, 
welche die Seiten ina, b, c ſchneiden; fo iſt immer 

Aa.Bb.Cc=Ac,Ba,Ch, 
Denkt man fi nämlich die beiden Dreiefe ACa, BCa 
durch die Transverfalen Bc, Ab gefchnitten; fo ift nach (1.) 
Ac.CD.Ba:= AB .Cc. Da, 
Cb.AB.Da—=CD.Bb. Aa. 
Multiplicire man nun auf beiden Seiten in einander, und 
hebt AB.CD.Da auf beiden Seiten auf; fo erhält 
man die zn beweifende Gleichung. Diefer Sag ift von 
305. Bernoulli gefunden. Opp- T. IV. p. 33. 


17. Haben umgekehrt die Punkte a, b, c auf den 

drei Seiten des Dreieds ABC eine folche Lage, daß 
Aa.Bb.Cc=Ac.Ba.Ch 

ift, und ift die Anzahl der auf den‘ Seiten des Dreiecks 
felbft liegenden Punfte ungerade; fo ſchneiden fic) bie drei 
Linien Ab, Be, Caineinem Punfte, 

Nach der Borausfegung müffen immer zwei der Punfte . 
a, b, centweder beide auf den Seiten des Dreiecks felbft, 
oder beide auf den Verlängerungen liegen. Dieſe beiden 
Punfte feyen b, c, und D fey der Durkhfihnittspunft der 
Linien Ab, Be. Die Linie CD ſchneide verlängert AB in 
o.; fo ift nach der Vorausſetzung und nad) (16.) 


! ® 
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Aa.Bb,Cc == Ac.Ba.Cb,Aa.Bb,, Co =—=Ac,Ba.Chb, 


woraus durch Divifion; 
, Aa Ba 


Fri ri Aa: Ba == As : Bo. 


Aus dieſer Proportion leitet man ganz wie in (2.) ab, daß 


«bie Punfte a, o zufammenfaflen, und Ab, Bc, Ca fi 


alfo in einem Punkte ſchneiden. 

48. Eine unmittelbare Folge hieraus find die beiden 
merfwürdigen Säße, daß 1) die drei von den Spiken ei: 
nes Dreiecfs nad) den Mittelpunften der Gegenfeiten, und 


2) die drei Höhenlinien ſich immer in einem Punkte J 


ſchneiden. 


Da naͤmlich in Bezug auf No.1. Aa — Ba, Bb—ch, 
Ac==Cc (Fig. 77.) iftz fo ift Aa. Bb.Cc—Ac.Ba.Cb; 
und da hier offenbar a, b, c’alle drei auf den Seiten fetbft 
liegen; fo fihneiven Ab, Bc, Ca fih in einem Punkte 
(17.). In Bezug auf Mo. 2. ift (Fig. 28.) A ABb u. 
ABCa, ABCen ACAb, A CAa A ABc, Alſo 

AB: Bb=BC:Ba, 
BC: Cc =AC:Ch, 

"ACC; Aa = AB: Ac, 
woraus nad) SEINEN der Proportionen leicht ge: 
fhloffen wird; 

Aa.Bb.Com=Ac.Ba, — 


Da nun in dieſem Falle offenbar immer drei der Punkte 


a, b, c, oder nur einer, in den Seiten ſelbſt liegen; fo 
ſchneiden ſich die drei Höhenlinien in einem Punfte (17.). 
„19% Nimmt man auf den drei Seiten eines Dreiecks 
drei — — b, o ſo, daß 

.Bb,Cc=Ac.Ba.tCh, 


iſt; fo — dieſ drei Punkte in gerader Linie, oder die 
Linien Ab, Be, Ca laufen in einem Punkte zuſammen, je. 


. nachdem die Anzahl der auf den Seiten des Dreiecks felbft 
liegenden Punkte gerade oder ungerade ift (2. 17,), 

20, In jedem vollftändigen Viereck (Viereck.) ſchnei⸗ 
den jede zwei Dos drei Diagonalen von der dritten propor⸗ 
tionale Stuͤcke ab 

FBCDEAF (Fig. 29.) fen das gegebene vollftändige 


* 
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Viereck⸗ Im Dreieck CDA find von B nah den er 
die Linien BC, BD, BA gezogen. Alſo (16.) 
Am.CE.DF=AF,Cm. DE, 


Betrachtet man aber EF als Transverfale dieſes Dreiecks; 


po iſt (1): 
AF.Cn.DE=An.CE.DF. 
Durch Multiplication und Aufhebung ergiebe ſich: 
Am „.Cn = An.Cm, Cm: Cn = Am : An. 
Für die andern Diagonalen wird der Beweis auf ganz aͤhn⸗ 
liche Art geführt. 

Diefer Sag fiheint ſchon den Alten befannt gewefen zu 
feyn, wie aus des Pappus Collect. math. 1. VII. p 
121. erhellet. Dann finder er fihin Gregorius.a St. 
Vincentio.  ()pus geometricum. pag. 6. prop. 10. 
Auch. de la Hire (Section. conicae. p. 9. prop. 20.) 
und Schooten (Exercitationes math. 1. I. Ap. 
prop. 5.) gebrauchen ihn bei der Auflöfung von Aufgaben. 


21. Wenn auf einer Linie AB (Fig. 30.) die Punfte 
a, b fo genommen find, daß Aa? Ab Ba:Bb ift, und 
man zieht von einem willführlichen Punfte C die Linien 
CA, Ca, CB, Cb; fo wird von diefen Linien jede Trans: 
verfale AB nach denfelben Berhättniffen en ‚ ſo daß 
Aa : Alb' —Ba;Bb, 














Denn es iſt 
AC.sinACa AC.sinACb 
aa ⸗ — 43 — 
BG .sin BCa BC.sin BCb 
ne 71.77 a Due Ar: "7 Tri 


Hieraus ergiebt ſich mittelft der Borausfegung, und weil 

sin AaC — sin BaC, sin AbC = sin Bbt ift, leicht: 
sin ACa : sin ACb = sin BCa : sinBCb, 
sinA’Ca’ : sinA’Ch’ = sin B’Ca’ : sin B'Ch’. 

Folglich, wenn die beiden erften Glieder mit A’C, die bei- 

den letzten mit BC a die Vorderglieder durch 

sin A’a’C—=sin B’a’C, die Hinterglieder durch sin A’b’C 

"—sinB’b’C dividirt werden, ka ganz ähnlichen Formeln 

- wie oben: 

Ka: Ab’ Ba’: Bb. 


ir =: u Transverſale. 


22. Derſelbe Sag gilt auch, wenn bie Linien CA, Ca, 
CB, Cb einander parallel find (Fig. 31.), wie augenblid- 
lich erhellet, wenn man durch A’ und a’ Parallelen mit 
AB zieht. 

23. Das einfache Viereck ABCD (Fig. 32.) werde von 
der Transverfale mq geſchnitten; fo wird der Theil mn 
derfelben, welcher zwifchen den Diagonalen liegt, durch 
die beiden Linien, die man aus dem Durchfchnittspunfte 
der Diagonalen G nad) ven beiden Punften E, F zieht, in 
denen fich die gegenüberftehenden Seiten des Vierecks ſchnei⸗ 
den, in proportionale Segmente getheilt, fo daß 

mp: mg = np ::nq 

Denn in dem vollftändigen Viereck FBCGDAF ift (20.) 

" DH : DE= CH: CE. 

Alfo für die Linie mu zwiſchen CG, DG, zwiſchen denen 
auch CD liegt; mp:mq =nping (21.) 

24. Eine gerade Linie fey der gemeinfchaftliche Durchs 
fhnitt von vier Ebenen, und zwifchen zweien derfelben eine 
Transverfale gezogen. Wird nun diefe Transverfale von 
den beiden andern Ebenen in proportionale Segmente ge: 
theilt; fo gilt dies auch von jeder andern zwifchen den erften 
Ebenen gezogenen Transverfale. 
| Man projicire das ganze Syſtem orthographifeh auf 

eine Ebene, welche auf der gemeinfcbaftliden Durch: 
fihnittslinie der vier Ebenen fenfrecht ift, und Fig. 33. 
fey diefe Projection, fo daß A” B” die Projection der nad) 
der Annahme proportional getheilten Linien AB, A”’B” 
aber die Projection der zweiten Transverfale A’B’ ift. Nach 
der Annahme ift aa: ab — Ba: Bb, wo a, b die Durch- 
fhnittspunfte der erften Transverfale, a’, b’„aber die 
Durchfchnittspunfte der zweiten Transverfale mit den beiden 
fegtern Ebenen, und a”, b”, fo wie a”, b’” refpective die 
Projectionen diefer Punfte bezeichnen. Da nun AB, A”B” 
zwifchen venfelben Parallelen liegen; fo ift nach der Vor— 
ausfegung auch Aa”: Ab” — B”a”:;B”b” (22.) Alfo 
auch Aa”; A”b” — Ba’ :B”b” (21.). Aber auch 
AB” und A’B’ liegen zwifchen venfelben Parallelen. Alfo 
it Aa’; A’b’—= Ba’;B’b’ (22.), w..b.w. - 
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29; Wenn man von einem Punfte A (Fig. 34.) nad) 
“ einer geraden Linie AB gerade Linien AB, AC, AD, u.f.f. 
in willführlicher Anzahl, und dann eine. beliebige Trans: 
le AB zieht; fo liegen die Durchfchnittspunfte b, co, 
d, e, u,f, f. der Diagonalen der Vierecke BEBE, CDED, 
DEDE, u. f.f. mit vem Punfte A in einer geraden Linie. 
. Man betrachte das vollftändige Viereck ACHEBON, 
und ziehe Ab; fo if 


: Ba = BA ; Ba > 
Alfo (21.); 


DA: Do => ZB; — 
EA: Eö= EA: & 


| eh | 

Man fieht, daß diefe Setrahtung nicht auf den Punkt b 
eingefchränft ift, fondern für alle übrigen Punftec, d, e, 
u. f. f. eben fo gilt, fo daß alſo die Linien BB, CE, DD, 
BEE, u. f. f. von den Linien Ab, Ac, Ad, Ye u f. f 
immer ſo geſchnitten werden‘, daß 

BA: Be — BA: Be, 

CA: C$ = GA: GP, 

DA: Dy>= DA: Dy, 

EA: Eö= EA: €, 

u. ſ. f. u. ſ. f. 
woe,ß, nr d, u. f. f. nach der Reihe auf Ab, Xc, 
Ad, Ae, u. f. f. zu beziehen find. Folglich müffen leg: 
tere Linien alle in eine gerade Linie zufammenfallen. 
Denn waͤre « der Durchſchnittspunkt einer dieſer Linien 
mitBD; fo ift nach den Bewiefenen Ba: Bo —BA:Bo’, 
und in Bezug auf Ab auch BA:Ba — BA: da. Alfo 
Ba: Ba Bo’: Bo, Bu + Bo: Bo + Bu’ — Ba: Ber, 
BB:BB— Ba: Bde. Afo BeBe’, fo daß folg- 
lib.e, « jufammenfallen. 
26. Wir geben nur noch einige Anwendungen der 

Theorie der Transverfalen auf die Beweife mehrerer merk— 
würdigen Säge. Der ſchon Thl. IV. ©. 876. und Tri: 
gonometrie. (22,) bewiefene merfwärdige Sag läßt ſich hier 
auf folgende fehr einfache Art beweifen. Bezeichnen wir 
die Halbmeffer der um C, C, C” (Fig. 35.) befehriebenen 
Kreife duch r, vr’, x”; fo ift offenbar ‚ wenn A’, A”, A” 
die Dusöfonitsepunfte der — Berůhrenden fi ſind: 
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AC.AC.AC" = Al" ACC. A’C. 
Folglich iſt AA’A” eine gerade Linie, da die Punkte A, 
A’, A” offenbar alle drei auf den Verlängerungen der Sei: 
ten des Dreiecks CC’C” liegen (2.). 


27. In Bezug auf die innern Berührenden der drei um . 
C, C, C’ befhriebenen Kreife (Fig. 35.) ift offenbar 








r _BC r B’C’ r BC” 
r so „mm Tu 
r.r’.” * BC’.B’C.B’C i 

— onen 


r 

BC. BC’. B’C”— BC” . BC. B’C.. 
Da num B, B’, B” offenbar i immer. alle drei in den Seiten 
Des Dreies ccEe” ſelbſt liegen; fo ſchneiden ſich die Li: 
nien CB”, en CB Sg Ei einem Punkte. (17.) 


28. Da’ = Fr = En (26. 277.) iſt; fo liegen A’, 
B,B’ in einer ‚geraden Linie. Denn in dem vollftändi- 


gen Viereck CBC’ BC AC ift, wenn wir den Durch⸗ 
ſchnittspunkt von BB’ mit CC durch a’ bezeichnen, 


= 22,0%). Ab ACC: AC—al za, 


a0. Bu 

AC—AC:; Cl —alC—=AC:taC=CC:CC. Folg: 
lih AC — aC, fo daß alfo die Punfte a und A’ zufam- 
menfallen. Eben fo liegen auch A, B', B’ und A’, B, B 
in einer geraden Linie. 


29. A, B, C, D ſeyen die Mittelpunkte von vier 
Kugeln, deren Halbmeffer wir wie ihre Mirtelpunfte be- 
zeichnen wollen. Sie werden zu zweien von Kegel: 
flächen eingehülle, deren Spigen wir durch a, bs c, d, e, 


Aa 


k bezeichnen wollen; fo erhellet Teiche, daß + =m» 


= 5=57= a wenn a, b, c, — 
die Spitzen der Kegelflaͤchen find, welche die Kugeln 
A,B; B,C; C,D; D, A einhuͤllen. Durch 
Muleiplication erhält man leicht: Aa.Bb.Cc.Dd . 
Ad. Ba.Cb.Dc, woraus folgt, daß die Punfte a, 
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b,.c, dineiner"Ebene liegen. Denn werde bie ver: 
längerte Linie AD von der erweiterten Ebene abc in d’ 
geſchnitten; fo ift, für das Viereck ABCD nach (4.), Aa. 
Bb.Cc.Dd —Ad.Ba.Cb.Dc, woraus, in Verbin— 
dung mit obiger Gleichung, ſogleich Dd:Dd’ == Ad;Ad', . 
alfo au DA — Ad:Dd’ — Ad’ — Ad;Ad, AD:AD 
—Ad:Ad’, Ad Ad’ folgt. Da nun alle Spigen der 
Regelflächen i in den DVerlängerungen der Eentrallinien der 
‚ Kugeln liegen; fo fällt d’ mit d offenbar zufammen, und 
a, b, c, d’liegen in einer Ebene... Eben fo zeige man, 
daß jede vier der Punfte a, b, c, d, e,f in einer: 
Ebene liegen. Alfo liegen dieſe Punkte alle ſechs in ei- 
ner Ebene. 


30. Folglich Tiegen auch immer drei biefer Punkte, 
welche zu denſelben drei Kugeln gehören, in einer gera- 
den Linie, indem z. DB. wenn-a, d, f den drei Kugeln 
A, B, Dentfpreden, diefe drei Punfte offenbar in dem 


gemeinfchaftlichen Durchſchnitt der Ebenen abcedef und 


A, BD liegen. 


31. Nimmt man auf den von A (Fig 36.) — | 
den Kanten einer vreifeitigen Pyramide willführlich die 
Punfteb, c, d, zieht hierauf die ſechs Diagonalen der 
Vierecke BCbc, CDcd, DBdb welche ſich inD’, B, C, 
ſchneiden, und zieht bie Transverfalen AD‘, AB, AC 
welche die Kanten BC, CD, DB in d‘, b‘, e (oneiden; 
fo fehneiden fi) Bb’, Ce’, Dad’ in einem Punfte der 
Grundflaͤche; AA’, BB‘, CC, DD’ in einem Punkte des 
Raumes. 

Rad (16) if: 

‘Ab .:Bd’,Co=Ac.Bb. Cd‘, 

'Ac,Ch , Dd=Ad.Cec .Db‘, 

Ad, Bb . De’ = Ab, Be’ , Dü, 
woraus leicht durch Multiplication: _ 

Bd’. Ch’. De — Be’. Od’, Dh’. 
Da nun in dem in der Figur dargeftellten Falle b', c', d' 
- alle drei auf den Seiten des Dreiecfs BED fetoft liegen, 
übrigeng aber leicht erhellen wird, daß auch, wenn b, c, 
d auf.den welängerungen der von A ausgehenden Kanten 
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genommen werden, doch immer eine ungerade Anzahl def 
 Puntfeeb’, c’, d’ auf den genannten Seiten felbft liegen; 
fo ſchneiden fi ſich Bb’, Cc’, Dd’ in einem Punfte A’ ver 
Grundfläde (17.). Die Linie AA’ liegt folglich. in den 
drei Ebenen ABb’, ACc’, ADd’ zugleich, In der Ebene 
ADd 5. B. liegt aber auh DD’. Folglich müffen AA’ und 
DD’ ſich offenbar in einem gewiffen Punkte fpneiden, und 
eben fo jede zwei der Linien AA’, BB’, CC, DD’, Da 
- aber nicht drei diefer Linien in einer Ebene liegen; fo 
müffen fie fih offenbar ale vier in e inem Punkte des * 

mes ſchneiden. 


32. Seyen jetzt wieder A, B, C,D bie Mittelpunfte 
von vier Kugeln, und um je zivei derfelben innere, fie 
ae Kegelflächen befchrieben, deren Spigen wir 
dur a’,b/,c, d’,e', f' bezeichnen wollen. Man venfe fich 
jetzt ABCD als eine dreifeitige Pyramide. Die in den 
Seiten des Dreiecks BCD liegenden „Kegelfpigen feyen 


Bd’ C_ _ De 
d’, e', E; foift offenbar 4=5 5= Er BT 5 , woraus 


leicht: 
| Ba’.cr. De =Be. cd‘ Ei, 


Alfo fchneiden fi) BF, Ce’, Dd’ in einem Punfte (17.). 
Eben fo in Bezug auf die übrigen Seitenflaͤchen. Bezeich- 
nen wir nun die gemeinfchaftlichen Ducchfchnittspunfte der 
drei Transverfalen auf den Geitenflächen BCD, ACD, 
ABD, ABC durd) a, , y, d5 fo ſchneiden ſich die vier Li- 
nien Ko; Bß, Cy, DO in einem Punfte des Raumes 
(31.), weldes ein dem in (27.) Bus raee analoger 
Satz if, 


33. Sey ABC (Fig. 37. ein eingefehriebenes Dreieck. 
Zieht man durch jeden Scheitel eine Beruͤhrende; ſo liegen 
die drei Durchſchnittspunkte a, b, c einer jeden derſelben 
mit der gegenüberftehenden Seite in einer geraden Linie. 


Da die Dreiefe CAa, BCa offenbar ähnlich) find; fo 
iſ Aa:Ca=Ca:Ba, Ca?=Aa.Ba, Aa: AC Ca 
: BC, Aa2: AC? — Aa.Ba: BC?. Alſo 
= AC? Bb_AB? Cc__BC? 
— BG: ’ 6b ACi ’ Äc AB®® 
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woraus togteich: | 
Bb.Cc= Ac. Ba. Ch 


Alſo liegen — ce in einer geraden Linie, da diefe Punkte 
offenbar alle drei auf den Verlängerungen der Seiten des 
Dreiecks ABC liegen (2.). 


34. Wenn (Fig. 38.) in und um einen Kreis ein 
Viereck befchrieben ift, fo daß die Seiten des umfchriebenen 
durch die Spigen des eingefchriebenen gehen; fo liegen im: 
mer die vier Durchfchnittspunfte a, b, m, n der Gegenfel- 
ten diefer beiden Vierecke in einer geraden Linie. 


Da in jedem eingefehriebenen Viereck die Summe ber 
Gegenwinfel — 180° ift, alfo die Sinus der Gegenwin⸗ 
fel gleich. find; fo wird mit Hülfe von Kreis (30.) leicht 
die Richtigkeit folgender Proportionen erhellen : : 

AB: Bb = sin $ t sinA, 
Ch : CD = sinD: sinß, 
Ba : BC = sinA : sinu, 
CF: Fa = sine: siny, 
AC:Cn=sinv:sinD, 
‚Fn +; AF= sin d: sin », . 
AC: AB=sinD: sin d, | 
CD: AC = siny : sinD. 
Sest man nun diefe Proportionen zuſammen; ſo ergiebt 
ſch leicht 
‚CF.AC.Fı 


* Kürze 


Aber auch AC:BC =sinB: sin 2, 


CF: AF = sin A: sin B, Cu-aC 


1 Se 
Folglich Cb.Ba.Fn==Cn.Bb. Fa Danuna,b,n 
offenbar auch) alle drei in den Verlaͤngerungen der Seiten 
des Dreiecks BCF liegen; fü liegen.a, b, n in einer geras 
den Linie (2.). Eben fo zeigt man, daß a, b,m in einer 
geraden Linie liegen. Alſo liegen a, b, m, n in einer ge- 
taden Linie. (Viereck 27.) 


35. Die Durhfchnittspunfte der Gegenfeiten eines 
eingeſchriebenen Sechsecks ABCDEF (Fig. 39.) liegen 
immer in einer geraden Linie. 


Denn es ift (Kreis. 35.) 
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alt. aD=aE.ar,bE. bF=bA.bB, 
cA.cB=cC.cD, % 


und nad) (1.), wenn BC, DE, FA ale Transverfalen be⸗ 


Dreiecks a'b'cbetrachtet werden: 
ac.bB.c6 —a’C.b’c.c’B, a“ E. h'a. e D aD. E. c'a, 
aF. b’A. bin. b’F.c’A. 
Multiplieirt man nun auf beiden Seiten des Gleichheits⸗ 
zeichens dieſer ſechs Gleichungen, und hebt Pr Größen 
auf; fo erhält — 


ac.ba.ch=ab.bre. ca. 


Alfo liegen a, b,c in einer geraden Linie, da fie alle drei 


auf den Berlängerungen der Seiten von a’b’c’ liegen (2.). 


Einen andern viel weitläufigern Beweis diefes merkwuͤr⸗ 
digen Sages f. m. Thl. III. ©. 130 — 132. Zur Vervoll: 
ſtaͤndigung — dort mitgetheilten hiſtoriſchen Notizen diene 
Folgendes. Der Sag kommt zuerſt inPaecals Essai 
sur les coniques. 148. Note. vor. Mad) einer Beer: 
fung Leibnigens in einem Briefe an Perrier, der fi 
in Oeuvres de Pascal. T, V. befindet, ift dieſe Eigen: 
ſchaft des eingefpriebenen Sechsecks das fogenannte Hex- 


agrammum mysticum, worauf Pascal fpäter= 


hin eine Abhandlung der Kegelfchnitte gegründet hat, die 


nicht mehr vorhanden if. Nachher ift ver Sag in die . 
‚Schriften Maclaurins, R. Simfons u. A. überge: 


gangen. Einen frigonometrifhen Beweis giebt Carnot 
(Geom. der Stellung. I. S. 353. M.f. auch II. ©.215.). 
Dbiger Beweis ift von Gergonne (Annales de Math. 
XVII. p. 143.). Auch f. m. Poncelet a. a. O. p. 110, 
und ein: Abhandlung über die Kegelfchniete im Journal 


de l’ecole polyt. Cahier XUL Noch einen Beweis gebe 


ich im Art. Viereck. (27.) 


36. Der Satz gilt für alle Kegelfchnitte. Sey ABCDEF 


(Fig.39.) ein in einen Kegelfchnitt befchriebenes. Schserf, 
und S bezeichne die Spitze des Kegels, aus welchem der 


Kegelſchnitt geſchnitten. Man ziehe in der Kegelfläche 


SA, SB, SC, SD, SE, SF, und erweitere die Ebenen SAB, 
SDE; SBC, SEF; SCD,SFA, bis fie fidy zu zweien in 
Sa, Sc, Sb fihneiden. Dann venfe man ſich die Ebenen 


> 
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Sba, Se welche fich in.Sa fchneiden. Hierauf ſchneide 
man den Kegel durch eine Ebene ſo, daß der Schnitt ein 


Kreis wird, und bezeichne die Durchſchnittspunkte derſel— u 


ben mit SA, SB, SC, SD, SE, SF, Sa, Sb, Sc, durch A’, 


B',C,D‘, Er, F', a’, b’, c’; fo it AB’C’D’E'F ‚ein im - 


einen Kreis befchriebenes Sechseck, und folglich b’a’c’ eine 
gerade Linie (35.); b’a’c’ ift aber der Durchſchnitt der 
Ebene des Kreifes mit ven beiden Ebenen Sab, Sac, und 
folglich müffen-Sab, Sac uur eine Ebene bilden, ‚alfo 


— 


auch bac, der Durchſchnitt der Ebene des I mie, 


Sbac, eine gerade Linie feyn. 


Wegen (3) wird fi) der Saß auch leicht auf Figuren fi 


in der Oberflaͤche der Kugel erweitern laffen. 


37. Mictelft ver vorhergehenden Theorie läße fich auch 


der merfwürdige Saß bemweifen, daß die Mittelpunfte der 
drei Diagonalen eines jeden vollftändigen Vierecks immer 
in einer geraden Linie liegen. Sey nämlich abca’c'b’a 


Ä (Fig. 40.) ein vollftändiges Viereck; fo iftaAraB=aA: 


aB, bB:bC=b’B:b’C, cC: ACC: cA (20.). 
Es ift immer aa > aA. Ufo auch immer aB > a’B. 


Auch ift offenbar immer zugleih bCS b’C, cc Sc’C. Als 
fo auch immer zugleich bB SbB, — Dennah 


fällt der Mittelpunkt a” von aa’ immer in n Ba, d. i. in die 
Verlangerung von AB, und die Mittelpunkte b”, c” von 


bb’, cc’ imnter in ‚bie Da von BC, AC, ſo daß 


alfo die Punfte a”, b”, ce” immer alle drei in den Verlaͤn— 
gerungen der Seiten des Dreiecks ABC liegen. Da nun 
nad) dem Dbigen aA.aB=aB.aä ift; fo ift (aA 
+ aa). aB= (aa —aB). aA,a A. aB+ aa.aB 
=aa.daA—aA.aB WA.aB—aa. (a A — a“ B), 
dA.aB—taa. (a A—aB), AA.aB.(aA+aB) 
z—4aa. (A? — a B2), aA?2.aB+ aB?2.aA— lad, 
aA? — $au’.a’B2, .a’B?2.(a’A+ 4aa’) — a’A?.(Laa’ 
— a“ B), aB?.(aA + aa’) aA2(aa”— a’B), aB?. 
Aa’z=aA?.Ba”. Hieraus, und ganz auf ähnliche Art 


für die andern beiden Seiten des Dreiecks ABC ir | 


mans ; 
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a’A? Aa” b’B? _Bb” ce ’C} er j 
ah? B2’b% 57·5 rd 
a’A?.b’B?.c’C? _ Aa”. Bb”.Ce”. 
a’B?.b’C?. cA? - Ac”.Ba”. Ch” * 


Aber nah (1.) 








aA.bB:.cC=aB.bGC.cA, 
und nad dem Obigent 
aA.aB=aA. 


— durch Multiplication: 
A. B. aB. PG. CA. 


Alſo auch | 
Aa” . Bb” . Co” = Ae” „ Ba” . Ch”, 


Demnach, und weil a”,b”, oc” immer alle drei auf den Ver: 
Tängerungen der Seiten des Dreiecks ABC liegen, ift 
a” b”c” eine gerade Linie (2.). 


Außer den angeführten Schriften f. m. über die Trans: 
verfalen auch einen Auffag von Serriot in den Annales 
de Math. XVII p. 141. 


Transversus, f. Transversa. 


Trapezium, auch Menfula, ungleiche oder un- 
geſchickte Vierung bei ältern deutſchen Schriftftellern, 
ift nah Euclid (I. Def. 33.) jedes Viereck, welches kein 
Parallelogramm iſt. Archimedes (De aequiponde- 
'rant. I. 15.) ſcheint daffelbe darunter zu verftehen. Wolf 
(Elementa Geom. 99. in der ältern Ausgabe), und wohl - 
die meiften Altern Schriftſteller, z. B. Haufen, Oza— 
nam, Schwenter, Beutel, u. U. geben diefelbe Er- 
Flärung. . jedoch bemerft Wolf fon in der älteften Aus⸗ 
gabe des mathematifchen Lericons, und auch in der neuern 
Ausgabe der Elemente (Geom. 103.), daß Einige darun: 
ter ein Viereck verftehen, in welchen nur zwei Geiten ein: 
ander parallel find. Es wird am fhicklichften feyn, wie 
auch in den meiften neuern Lehrbiüchern gefhieht, diefen 
letztern Begriff beizubehalten, und jede andere vierfeitige 
Figur, welche Fein Parallelogramm iſt, ein Viereck fchlecht: 
bin zu nennen, wodurch denn auch die von Einigen, 5. B. 
Grüfon, gebrauchte Benennung Paralleltrapez völlig über: 
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Fi 
flüffig wird. Die Fleinere der beiden parallelen Seiten 
eines ITrapezii heißt in Gerberts Geometrie Cap. 47. 
coraustus. In der erften gedruckten Ausgabe von Ens 


-clids Elementen (Erhardus Ratdolt Venetiisimpres- 


sit. 1482.) heißen Trapezien Helmuariphe. (Käftners 
G. d. M. J. ©. 294) Trapezium irregulare, 
 Trapezoides, Trapezois (ein Biere, in wel: 
em feine Seite der andern parallel it), Trapezium 


isosceles (ein Viereck, worin zwei Seiten parallel, die | 


beiden andern gleich find), Trapezium scalenum 
(ein — worin zwei Seiten parallel, alle aber ungleich 
find), Trapezium solidum (die abgefürzte vierſei— 
ge Pyramide), find veraltete und überflüffige Kunflauss 
drüde. 

1. Im Trapezio ABCD (Fig. 4.) fy AB=a, CD 
== c, das Perpendifel AE=h; fo ift AABC — ah, 
ABCD = ch. Alſo der Inhalt des Trapeziums — 
— — — 

2. Zieht man AF mit BD parallel, und ſetzt AB— 
BD=b,-CD==c, AC==d, CF=c—a==e, AR. 
— x, EF=y; fo ift 

ab yod (ojt,y-teod 


Ne 3 


— —(b? +e?—d?)? _[(b-+e)? — zit = (bet 
a usage? — 
tergpte—ngd — b+e) 


‚woraus man nach (1.) den apalt des Trapeziums aus ſel⸗ | 
‚nen vier Seifen erhält: 


— AI Feng) 
A(c—a) | (a+b—c+d)a—b—c+d) 


3. Iſt der Flächeninhalt einer frummlinigen Figur ans 
nähernd zu beſtimmen; fo nehme man eine Linie an, und 
fälle in gleichen Abftänden p auf diefelbe Perpendifel 
P,P,,P,,.-P,;5 fo entfiehen, wenn p Flein ift, zwei 
Dreiecke und mehrere Trapezien, deren Slächenräume 

— EHRE, — * 
(Pn—2 +Pn—1)p (Pn—1 +Pn)p Pnp, 
| 2: ee Sr 
— | L 
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find, woraus man für den Flaͤcheninhalt der gegebenen Fir 
gur erhält? 
h (P+P,+P,+:...+ Paı + P.)p. 
Auch bei ver Arealberechnung mehrfeitiger gerabliniger 
Figuren ift eine ähnliche Merhode anwendbar. | 
4. Eine ſchon in C (Fig: 42.) getheilte Linie AB in D 
fo zu theilen, daß AB?— AD? == AD?-— AC? iſt, ſetze 
man AB=a, AC=b, AD=x; fo erhält man aus 
der Gleichung a —x?—x?—b? leicht: 
. 
Um x durch Conſtruction zu finden, mache man das Per⸗ 
pendifel BE=b, ziehe AE, halbire es in F, errichte das 
- Perpendifel FG — AF, ziehe AG, und befchreibe damit 
als Halbmeffer den Bogen GD. Denn AD? = AG? 
—AF?+FG?—4AE? —4(a? + b2)—x2. 

5. Ein gleihhfchenfliges Trapezium ABCD (Fig. 43.) 
durch zwei auf einander fenfrechte gerade Linien in vier 
gleiche Theile einzucheilen, verlängere man die gleichen Sei⸗— 
ten, bis fie fih in E fhneiden, fälle das Perpendikel EG, 
und fuche einen Punkt H, daß die durch H auf EG Senf; 
rechte KL dag Trapezium AFCG halbirt. Zu dem Ende 
fege man FH=x, AB=2a, CD=2%c, EG=b, EF 
— d; ſo it AFKH=4#(a+ KH) .x=4#(c +a). 
(b—d). Aber 

cta=b:d, c+a:b+-d=a:d, 
(+a)b-d):bt—d’=a:d, 
ker) = EN, 
KHia=d+x:d,KH+a:a=2d+txr:d, 


4(a+KH)x — ax(2d+x) 


2d 
un ax (2d = en ge Eee. 


2d 


Man muß alfo, um H zu finden, das ſchon in F gefheilte 
EG in HH fo theilen, daß EG? — EH?=—=EH?—EF? 
ift (4.). | Ä 

6. Von dem Trapezio ABCD (Fig. 44.) durch eine 
Parallele GH ein Stuͤck ABGH von gegebener Groͤß 
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— pꝛ abzuſchneiden, ſetze man AF=x, GIy, AB 
=a CD=a+d, — ſo iſt 
64)x, 
u wenn AK mit BD parallel: CK:GL=AC:AG 
ds y=-am=h:x,h(y-a)=: dx. 
- Dies, mit dem Ausdrud für p2 multiplicirt, Sentt 
$h(y?’—a?) = dp®, 


woraus y-a er 4 N), 


= Bu T]-1+ Yı+)|- 
Eonvergiren AC, BD = unten; fo ift d negativ zu fegen, 
und folglich 
\ = ra. 














Im erſten Falle ſetze man | | 
2dp? _i+sino _ 2 sin = 
17 ab 1—sinp =1 1 7 omg 
dp? 1 


ein » 27 — dp? "ah, 


| 1 * 
| P 

fo erhält man 

j — re 








sin ꝙ 
| „ah 22049 + sin} op 2ah sin _ (Gonlometrie, 
ad c0s4 9 — sintp ”.d(cos 49—sin+p) 36.) 


sin (45% - 9) = sin 45°. cos 49 — cos 450. sin 49 
= (00559 — sin3p) Yiı 
— ahsinspY2_ 

d sin (45°— 19)" 


Ganz auf ähnliche Art erhält man für 
| 2dp? 1—sinyv 2sinw , 
ah 71i+ Feiny 1 +siny 


im zweiten Falle: 


1a — 


Be ah sintur2. 

dsin (45°+ 4%) 49)’ 
zwei zur —— Rechnung bequeme Formeln. Es 
kommt blos auf den abſoluten Werth von x an, da x im⸗ 
mer poſitiv zu nehmen iſt. — 
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7. Die Arealberechnung eines von zwei Parallelkreiſen 
und zwei Meridianen eingeſchloſſenen ſphaͤriſchen Trapezii 
ſ. m. in dem Artikel Zone (4.) 


Trapezoides rl. Trapezium. 

Trapezois, ſ. Trapezium. 

Triangel, ſ. Dreieck. | | 
Triangularzahl, f. Polygonalzahlen. a). 


_ — Triangulum quadrilaterum, heißt in Bet- 
tini Apiaria philösophiae mathematicae. T. I. 
Bonon. 1645. fol. Ap. III. Progym. 6. Prop. 1. ein 
Viereck, das einen einwärts gehenden Winfel hat. Kaͤſt— 
ner erklärt fich gegen den Gebraud) des Worts mit Hecht. 


Geom. Abh. L S. 77. | 
 Tridens, ſ. Krumme Linie der zweiten Klaffe. (64.) 
Trigonakzahl, gleichbedeutend mit Triangularzahl. 


Trigonometria catholica, ſ. Trigonome⸗ 
trie. (79.) SR 


Trigonometrie, im engern Sinne, wörtlich Drei 
eckmeſſung, ift die Wiffenfchaft, welche, wenn vom. 
den Seiten und Winfeln eines Dreiecks drei Stäfe in 
- Zahlen gegeben find, die übrigen drei Stüde durch Rech— 
nung zu finden lehrt. Nie iſt Conftruction Zweck der Tri: 
gonometrie, weshalb fie auch vorzüglich praftifher Anwens 
dungen fähig ift. Aftronomie und Geodäfte verdanken ihr 
hauptſaͤchlich die Genauigkeit ihrer Reſultate. 


1. Sie zerfaͤllt in die ebene, ſphaͤriſche und 
ſphaͤroidiſche Trigonometrie, jenachdem fie ſich mit 
der Berechnung ebener, ſphaͤriſcher oder ſphaͤroidiſcher 
Dreiecke beſchaͤftigt. Die ſphaͤriſchen Dreiecke werden 
auf der Oberfläche einer Kugel von drei Bögen groͤ— 
ßter Kreife gebildet, die fphäroivifhen dagegen liegen 


* 
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auf der Oberflaͤche eines elliptiſchen Sphaͤroids, ſollen aber 
weiter unten nach beſtimmter erklaͤrt werden, 

2. Nach einem allgemeinern, in ven meiſten Lehrbüs 
chern feſtgehaltenen, Begriffe iſt vie Trigonometrie die ganze. 
Lehre von den Kreisfunctionen, nebſt deren Anwendung 
auf die Berechnung der Dreiecke, und begreift alſo den na - 
halt der Artifel Goniomerrie, Cyclometrie, Cyclotechnie 
und Trigonometrie diefes Woͤrterbuchs. Indeß find die in 

den drei erften enthaltenen Säge eigentlich nur Hülfsfennts 
niffe der Trigonometrie im engern Sinne. Diefe bedarf 
jener, aber nicht umgefehre. | 


3. Außer Winfeln und Seiten Fönnen in einem Dreis 

eck noch verfchiedene andere Stüde, 3.3. Umfang, ne 

halt, Höhe, u. ſ. f. zu finden feyn. Alle hierher gehören. 

den Aufgaben, aus denen Philipp Naude in denMis- 

cell. Berolin. T. V. VII. eine eigene Wiffenfhaft — Tr ie 

gonoſcopie — bilden wollte, find indeß nur als Ans 
wendungen der eigentlichen Trigonometrie zu betrachten. 


4. In Bezug auf Methode ift die Trigonometrie ent⸗ 
weder ſynthetiſch oder analytiſch. Jene leitet Alles aus 
geometrifchen Conftructionen ab, ‚und kann hier als aus 
den Elementen hinlänglich befannt angefehen werden. Le: 
tere dagegen beweiſet nur ein Syſtem einfacher Farmeln 
durch eine ganz leichte geometrifhe Betrachtung, und ges 
langt zu allen übrigen Nefultaten auf dem Wege des. Cals 
euls, mittelft goniometrifcher und cyclometriſcher Formeln, 
Als weniger befannt, und, wie es ung ſcheint, dem We— 
fen der Trigonometrie am meiſten entfprechend, fol diefe 
Merhode in diefem Artifel durchgängig angewandt werben. 


L Ebene Trigonometrie. 


Entwidelung der Grundformeln. 


I. Die drei Winfel eineg jeden ebenen oder fphärifchen 
Dreyecks werden immer durch &, 6, 5, die gegenüberfte: 
henden Seiten refpective durch a, b, c bezeichnet. Eus 
ler hat dieſe, viele Borcheile darbietende, Bezeichnungsart 
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zuerſt gebraucht, wenn auch nach ihm die Winkel eigent« 
lih durd A, B, C bezeichnet werden. Der Halbmeffer 
ber Tafeln wird immer — 1 gefegt. | 


6. Sey nun aßy (Fig. 45.) ein bei « fpiß=, ſtumpf— 
oder rechtwinkliges Dreyeck. Man nehme & als Anfang, 
a als Are der Abfeiffen an, und bezeichne Die Eoordinaten 
von ydurhx, Y; fo iftin den drei möglichen in ber Higue 
dargeftellten Fällen: 

x—+toes, y =+ 73; 
x — — «ö, y=m= + 97; 
x— 0, y=+te. 
Nimmt man nun ad’ — 1 und errichtet Das Perpendikel 
* fo ift im erſten Falles 
ey aoo: yõ ⸗ 440: 47, 
1: tang s= x: Yy 
Im zweiten Falle ift: | 
ey mad:yd 13 tangyad, ‚ 
ip el: — tang yadö —= 1: tang a, 
1:tagoao—=x:y — 


Alſo in beiden Sälen: 7 | 
y= xtang ao, 

Im dritten Sale iſt ange = w—T. Ufo 
xtange=o.T =y, fo daß alſo die obige Formel 
auch fuͤr dieſen Fall gilt. 

Da (c— x)? immer pofitiv ift, fo erbeller, wenn 
man nur auf das Vorzeichen vonx gehörig Nückfiche nimmt, 
leicht, daß immer (c, — x)? + y? =a’ undx? + ” 
— b? if. Die drei allgemeinen Formeln 

y=xtanga 
((— x); y’=a®}[i] 
. x2 4 y? — b? P 
find die Grundformeln der ebenen Trigonometrie. 


7. Eliminirt man aus dieſen die de xundy, fo 
geben die erfte und dritte: 
x? sec a? = b!,x=b cose, 
wobey man bemerfe, daß b immer pofitiv, x’und cos « 
aber offenbar zugleich pofitiv und negativ find. Durch 


/ 
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Subtraction und Subſtitution erhaͤlt man aus der zweiten 
und dritten — 


— 260 caama! —br, 


Alſo 


b? = a? + c? — 2ac cos 4 
c? = a? 4 b? — 2ab cos y 
8. Durch Addition der zweiten und dritten en 
erhält man leicht: 
o= 2a? — 2ac cos A — 2ab cos y, 
Alſo | 


‘a? = b? 02 — Wo cos a 
PS 


b=acosy-+ ccose 
c=bcog«a-t aA cos 4 
9. Nach [2.] iſt. | 
b? + 2 — a? _a? 4 e2 — b? 
ti co = en 
. woraus man leicht ſowohl für b? sina?, als a? sin Pr 
den Werth 
2(a2b? 4 a?c? + b?c?) — (at +b? + c®) 
——— — — 


erhält. Alſo 
a sin 4 b sin a 
bsiny=c sin f 
ee sina=asiny 
a:b = sins:sinß [4] 
bie sin $ : sin’y | 
ce;:;a sin y:isine 


d.h. in jedem Dreieck verhalten ſich die Seiten wie die Si⸗ 
nus der gegenüberftehenden Winkel. 
10. Alſo 

b: b RXe — zin 4: 2ein 4(3 Hy)co4($ Fr), 

woraus ſich durch Verbindung mit der Proportion 
a: b 5 sin e : sin A 
leicht ergiebt: | 
a:b+c=sinteeos#$e:sin} (f *+y) ; Tr 

Aber 40 + $ß+ty—I90°. Alſo sin I( 4 7) 
— cos 40 cos * 8 + nz sin e Folglich 


a=ccosß + b cosy 
ſe 


ca =: 





ie 
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a: b 40 ein Jo: cos (6 —- pi. 
a:b—c=cos4a:sin} (2 — 5). 

a cos ß—y)=(b+co)inye 

bceoss}(ce—y) =(a- ec) sin} 2 (5] 
cecos$4{.—fP)=(a+b) sin}y 
asnt+(?—-y)=(b— c) cos}a 
bsn;(o—y)=(a— c) cos} r [6} : 

\ esin$(e—PfP)=(a—b)cos iy u: 

11. Zür rechtwinklige Dreiecke nehmen alle bisher bes 
wieſenen Melationen eine einfachere Geftalt an. Iſt naͤm⸗ 
lih immer « = 90°, fo it inae=1, sin 40 — 

cos+a=cos45° . Alfo aus [2.] 
e®=b?hc? °)j 
o=co Zum 
o=b —acoay 
Aus [4], [5], [6] erhaͤlt man: 
asnß=b Ä 
 btangygmcb=c un.) (8) 
ce=asiny 


acs; P—-y) =b+oY} 
Im 


b.cos (45° —4y)=(a-+ c) sint A 
e cos (45° —4f)=(a+b)siniy 
asn;($? —y) =(b—c)Y} 

- b sin. (45° — 3y) = (a— c) costß | 1107 
ce sin (45° — 3#)= (a — b) cos}y 


Da aber  (d— y) 45° — zit, ſo transformirt 
man dieſe Gleichungen leicht in: 
| a cos(45° —)=(b+ c)y} 
bcos3$ =(a+c)sin+?} [ii]. 
ccoo%y =(a+b)sin}y 
a sin (45° = y)=(b— c) Yi 
bsin## =(a-.- c) —A 
esn}y =(a—b) costy 
a sin 9 )=b—oY} 
* a cos 45° ) — G +c)Y} 
btang3$ = a—c 
b cot4$ = ac {13} 
etang;y = a—b 
 eect}ry _aHtb — 
Durch Divifion der erſten beiden dieſer Gleichungen er- 
giebe ſich: | | u 
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tang (= P)=- TER. 





Allgemeine Auflöfung aller Bälle 


12. Folgende Falle Fönnen nur vorfommen? 


a. Gegeben eine Seite und zwei Winfel; alſo im⸗ 
mer auch der dritte. 


b. Gegeben zwei Seiten und 
a. der eingeſchloſſene; 
ß. ein Begenwinfel. 

c. ‚Gegeben alle drei Seiten. 


Daß aus drei Winfeln-ein Dreieck nicht — 
den kann, folgt ſchon aus der Lehre von der Congruenz, 
Farin aber auch fo gezeigt werden. “ Nimmt man nämlich) 
@, Pr, y als gegeben an,. fo erhält man, wenn je zwei 
der Gleichungen [2] zu einander addirt werden: 

o=a—c cos f—.b:.cosy, 
o=b—.c.cosa—acosy, 
o=c—bcesa—acas f, — 


wie auch ſchon in [3] gefunden. Alſo 


a= (a cos cos d) cos y 4 0 cos B 
‚=acoy y? +4 c (cos 8 + cos a cos ), 
und eben fo: 
== ec cos a? 4 a (cos cas c08 y) 
woraus durch) Subſtitution und Diviſion durch a leicht 
folgt: | 
Age ospP+ —— —— —*— — nn L 
alfo Feine Beſtimmung von a. Nach einigen leichten Re⸗ 
ductionen erhaͤlt man folgende merkwuͤrdige Gleichung * 
ſchen den drei Winkeln: 
1 — cos a? — cos 42 — cos y® - 2cose cosß cosy = ©. 


Sest man 2* a, = =b, - = c, foerhält man 
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aus den drei obigen Gleichungen leicht Ausdruͤcke für b’ 
und dc’, woraus J ch auch a’ = 7 leicht ergiebt. Nämlich 


c0sy — cos a cos — 


we Tosß c0sa cosy’ 


vo “ cosa + cosf cosy 
”" c0sß -- cosa cosy ’ 
cosa + cosfß cosy, 


FS Goay F eosa 006° 
Alſo wird, wie auch die Geometrie lehrt, durch die drei 
Winkel nur das Verhaͤltniß der Seiten beſtimmt. 
Wir wenden uns nun zur Aufloͤſung der einzelnen Faͤlle 
ſelbſt, wobei wir uns nur auf das obige Schema beziehen. 
13. Gegeben a, P,y Ä 
Gefuht a, br c (12. a.) 
Daa+ß-+ y— 180° if, fo ift sin — . 
Alſo ſind nach fa] die zur Auflöfung dienenden Formeln: 
e=10°—- (+ y) 


— a sin 4 


sind +7)’ 


14. Gegeben b, c, « 
Geſucht 3, yıa. 
Mach [4] und [3] iſt: 


asin#A=b sina, acosp=o—b cos 0. 


ar durch Divifion: 
ng = eng 


, e sin i 
y= 10° — (a + A), tangy = 7 a 


_.bsin o ce sine 
— 





Da die Formeln für tangf, tangy zur (ogaricmifhen 
Rechnung unbequem find, fo berechne man p, 9 aus den 
Formeln; | 


b coss : ccose 


fo erhält man leicht: 
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bsina bsmo . 
| — > el —— ——— 


ce sin ‚ esina 
| 


er gr — top) — Doninzp? 
Die Berechnung der Huͤlfswinkel 9, iſt nur möglich, 
wenn nee, me 2 die Einheit nicht.überfteigen. Einer 
diefer Brüche ik aber immer <1. Denn wäre z. B. 
— 21, cosa>c; fo wäre b>c, da cos« 


nie 4. Alfo um fo mehr b> ccosa, oder — <1, 
Einen der beiden Hülfswinfel braucht man aber‘ nik, weil, 
wenn z. B. A gefunden, 7 ſich augenblicklich aus der For⸗ 
mel y = 180° — (a+P) ergiebt. 

Unmittelbar aus den Datis wird a mittelft der Formel 

a Yb?:-+ c?—2bce cosa 
gefunden. Die Größe unter dem Wurzelzeichen ift, wenn 
. man 2cos 4a Y be —k ſetzt: 
— b? + 2be + 0? — 2be: (1 + cose) 

= (b + c)? — 4bc costa? 


= (b-+c)?—k, 
Alfo FR — 


eine zur logarithmiſchen Rechnung bequeme Formel. Man 
kann auch einen Huͤlfswinkel w aus der Formel 
2sint a Yo 

tere 


tangy = — 
berechnen. Dann hat man 
a? = b? — 2be + c? + 2be(1 — cose) 
= (b — c)? + 4bc sin}? 
=(b — eo)? + (b— 0)? tangy? 


(b — ce)? 
2 2— ——— . 
sb - Versor 
b— c 
a = m 5 
cos y 


Da, wegen (b — c)? = b? + c? — 2%bc, immer 
b? +c2 Z2bc, alfo (b +c)2—=b? +c2 +2bceS4be, 
b+ Says, brc> 2c0s$@ be ift; fo kann 
man auch ſetzen 
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Dies giebt: —— 
ar = b? + Wo e —Mo  cose) 
= (b + 0)? — Abe cos4.a?: . 
= (b+ c)? — (b + 0)? siny’? 
= (b + c)* cosy’?, 
a=(b-+ ec) cos y, 


[2 


.° 


| Auch iſt 
ar — b?(sin}e? + cos}a?) + c? (sinzer + gosje?) 
& — 2be (cos 402 — sinta?) 


= (b + c)? sinia? 4 (b— c)? cos4a?, 
b h. die Seite a iſt der Hypotenuſe eines edewintlem 
Dreiecs gleich, deſſen Katheten (b 40) sin + a, 
(b—c)cos$'a find. Dies ‚Bub auch folgende Berech⸗ 
nung von a: | 


. era] AEX - > 


2 7 cot } a = tang©®, 
_ (b (b + o)sin c)sin ya a 
ss 
In den — wird hewehunlch folgende Aufloͤſung 
des vorliegenden Falles aus einer Conſtruction abgeleitet. 
Aus [5] und [6] folgt Ba Divifi on augenblicklich 
tang 4 (AP —y)= at tey 
oder ——— iſt: 
| un )=,— 7 Stang 4645) 
tang (4) tans (2 -) 40 B-Go. 
Hieraus findet man + (3 —). Iſt nun + (—y)=I, 
IP+NY=W — ta 0; fo ergiebt ſich leicht 
— +d,y=0—d, wodurch 3, y, alſo auch ar 
leicht gefunden werden. 
Bey dieſer Aufloͤſung iſt es oft der Fall, daß — 
nur durch ihre Logarithmen gegeben ſind. Um nun nicht 
erſt b, c-in den Tafeln aufſuchen zu muͤſſen, kann man 
ſich der fleinen von Gauß (Monatl. Eorrefp. XXVI. 


1812. November: Stück) zuerft befannt gemachten Tafeln, 
aus log b und logc fogleih log(b + c) und log(b—c) 
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zu finden, ober auch des größern Werks: Tafel zur. beques 
men Berechnung des Logarithmen der Summe und Diffes 
renz zweier Größen, welche felbft nur durch ihre Logarith— 
men gegeben find. (Bon E. A. Matthiefen). Altona 
1817. bedienen, oderauf folgendeAirt(Puissant Trai- 
te de Geodesie. I. p. 54.) verfahren Man fere 


2 = tang pP, wo, wenn wir bi> c, 
tangp >1, 450 ift. Aber 


tangp—1 _b— c. 
I+tangg Dre’ 
Alfo tang + (P — y) = taug(p — 45°) . cotta, . 
wodurd tang + (? — y) nur mit Hülfe der Logarichmen 
von b, c, ohne biefe Seiten felbft zu kennen, gefun- 
den wird. = 
Die Seite a kann man auch nach [5] und [6] mittelſt 
folgender Formeln berechnen: | 
_ (b+e)sinya _ _ (b e)cos } a 
eo —  sin4(P—y) 
_b+9o ih) _b- DEFITN. \ 
15. Gegeben b, c, 
Geſucht Gr Yı 4 (12, b. P) * 
iz = EEE, ui nn 
Die Berechnung beruht ganz anf der Berechnung von y, 
welcher durch feinen Sinus beftimmet wird. Da nun jeder 
- Sinus zu zwei Winkeln gehört, fo hat auch Y im Allgemei: 
nen zwei einander zu 180° ergänzende Werthe, und folg: 
lich auh «und a. Diefer Fall heiße daher. der unbeftimm: 
te Fall der ebenen Trigonomerrie. Man unterſcheide jes 
doch folgende File. Sfb>c, alſo auch B>y, fo if 
+<.90°, und die Aufgabe folglich völlig beftimme. Iſt 
b=c, alfo auh:ß = Y, fo ift die Aufgabe ebenfalls 
völlig beftimme. Iſt aber b<c, A<yY, fo fanny fo: 
wohl > als auch < 90° feyn ‚ und es — folglich zwei 
Aufloͤſungen. 
16. Gegeben a, b, 
Geſucht a, Pi ; 





tang (p — 45°) = 





(12. c.) 
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—* 2) iſt: 
bh? + co? — a? 
, cosa = Ibe P) 
= a? + oe — b? 
* 2ac r 
?-b — ce? 
cosy = — — n . 


Zur logarithmiſchen Rechnung werden ne Formeln auf 
folgende Art bequemer eingerichtet. | 
2be + (b? + co? — a) 


1+cosa= — 
2 eos J02 — „EZ, 
EN De 3 Be EIN Kr Re, 
26b060 
— — (b— c)? 
zn, ao? = por 


„ ut» -oute-n, 
Seht man nun 4 (a er b+0)= $ , fo erhält man leicht: 
cota = >. 


cos 44* —. 
eos 37 7 °), 


PARpRR „EDIEDEE 


in = Em [Zaeg, 
2. 


ein 457 * 
—! — mie 0 
ac 5 SE s(s 27 Tag 
u ef, 
_vVYe—a)(s —b) 
FA Trac” 
| sine= VG -96—be—c, 


in = NG ae —be- C)> 
iny= sro au -ba—e. 
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Letztere Formeln ſind nicht ſo bequem wie die erſtern, da 
die halben Winkel immer ſpitz ſind, bei den letzten Formeln 
dagegen immer eine beſondere Beurtheilung der Art der 
Winkel erforderlich ſeyn wuͤdde. 


Auch folgende Formeln ſcheinen noch einer Erwaͤhnung 
du verdienen.: 
a _Y- W’(a—b)(e— ec) 
aan 2 Sn ( — b)is(s —.a) . 
(s. — c)?s(s — a) \ 
s»’(s — b)(s — c) 
t—aryl—b)(s — c) 
s — 6 s(s — a) 
_8—c  s(s —a) | 
—.s Ie-ba—g' 


tang 4 = —, tangja = —— 


8 — a 
s—cC 


| | 17. Beiden rechtwinkligen Dreiecken braucht man nur 
folgende Fäle zu unterfcheiden: 


a. Gegeben ein fpiger Winkel und 
a. die Hypotenuſe; 
P. eine Kathete. 
b. Gegeben eine Kathete und 
a. die Hypotenuſe; 
P: die andere Karhete | 
a. @. Gegeben ß, az | | RR: 
Geſucht y,b,.c; | 
wenn @ immer den rechten Winkel bezeichnet. 
| 1=z=mW—P, 








cot}a, 








tang 4y = tangla = — cotia, 


7 b=asinf, c=acof [7.8] 
a. ß. Gegeben ß, b; 
Geſucht Yı °/ % 
. 1=%0 — 4, 
ce = btangy=b cot$ [8], 


b 
am 5: b cosec? [B]. 


Auch ift, kenn Y, © ſchon gefunden, nad) [13]: 
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a= sin (45° — y) Lu dm cos (45° — 7) rr 
‚b. 0. Gegeben a,b. Ä . 


Geſucht Pr yı % 
| in [8,1 = 0 — Pß, | 
c=asiny=a.cosf = Y=—-b? = Matb)(a—b). 
b. ß. Gegegeben b, c. ne j 
Geſucht 3, Yı a. 
tangf = 2, tangy = + [8]; 


er » 
tang (45° — f) = = 7 En tang (45° — y) = 73 [14]; 








b c 
Wären alle drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks be: 
kannt, fo fönnte man 3, y auch nach den Formeln [13]: 


tang 1, =" F - cot 4 4 * + 
+ 





tang }y = ‚ertr="42, 
finden. 1 
Gleichſchenklige Dreiecke laſſen fih immer in zwei 
vechtwinklige zerlegen, welches ihre Berechnung erleichtert. 
18. Zwiſchen den Winfeln eines Dreieds giebt es ges 
wiffe Kelationen, von denen wir hier einige der merkwuͤr⸗ 
digften mittheilen, wobei nur immer zu bemerfen, daß 
a +ß+y=180°, 2a + 2B +2y = 360° ift. 
cöse = — cos(f + y) = — cosß cosy + sin ß siny, 
(cosa + cosß cösy) = (1 — cosß?)(1 — cosy”), 
woraus man fogleich erhält: 
o=1— cosa? — cosß? — cosy? — ?2cosa Cosf Cosy, 
wie fehon in (12.) auf andere Art gefunden. Ferner iſt 


tan tan 
tange = —tang(P + Y)= — TE er » 


welches, weiter entwickelt, giebt: | 
tange + tangfß 4 tangy = tange tangf tangy.. 


Auch ift 


sina = sin(# 4 7) = sinß cosy + cosf siny, 


a — b 
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sina + sin? + siny = sin#(1 + cosy) + siny (1 + cosp) 
= 4sin 4 P cos}:$ cos + y? + Asin}y cos + y cos 4 A? 

= den FR ent rein AH 47) = Acon Ha con 4 Pony. 
Eben fo ift: | 
cosa = — c05(ß + y) = — cosß cosy * sin 4 siny, 
1 + cos® + cosß + cosy = 
cosA(1 — cosy) 4 1 + cosy + sinß siny 
21-2499) sin + 7? 4 2cos er 
+4sin + esin4ycost ß coaty 
=2 + Ada 4 Beingy coat kp) 
cos « + cosß + cosy—=1-+4sintasintß sin 4% 


Ferner iſt 


cots = — cot(f Fy) = — — ——— 


cota 4 cota cotßtangy = — — tangy, 
’ eote(cotß + coty) = 1 — cotf coty, | 
cote cotf coty = cota — cota? (cot A4 coty) 
= cot «+ cot# + coty — (1 + cota?)(cot f + coty) 


cotß + coty 
= cota + cotß# + coty — coseca . — * 


= cota + ecot A4 ecot y — coseca « sin +7) 


sin f days) ‘ 
Alſo ift cota + cot@ + coty = 
* cota cot coty  coseca cosec ſ cösecy. 
_ De W+PB+Yy—= 360° if; ſo iſt sin 2a“ 
—sin@f+) 
‚= — sin2ß cos2y — co28 sin 2y 
= — sin28 + sin 22 (1 — c0s2y) — sin2y + sin2y(1 — c082p) 
sin2« 4 sin28 + sin2y=4sinf cos ß siny? -- 4siny cosy sin p? 
= 4sinf sinysin(? + y) =4sin« sin f siny. 
Eben fo ift c0s2a = cos (28 + 24) = cos2$ cos?2y — sin2£ sin 2y, 
0082 4 c0s28 4 08 2y:= cos 28 (1 + cos 2) 4 eos 2 — sin2ß sin 2y, 
1 + cos 2a 4 cos 20 + cos 2y= 
(1 + c0s2#) (1 4 c032y) — 4sin ⸗ sin y RW cosy 
== 4cosß cosy cos (& +y) = — Acosa cosß cosy. 


Aehnliche Relationen laſſen ſich mehrere finden. M. ſ. z. B. 
Lehrbuch der Geom. und Trig. v. Crelle. Berlin 1826. 


J.S. 422. 
V. | mM 





I 
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Einige Anwendungem 
19. Die Höhe des Dreiecks in Bezug auf die Seite c 
fey — c’; fo liegen, b., c offenbar im einem rechtwink⸗ 
ligen Dreieck, deſſen Hypotenuſe — baiſt. Alſo iſt 
e — bsino, und folglich der Inhalt des Dreiecks 
- aus zwei Seiten und dem eingefchloffenen Winfel — 4 cc 
—4bcsina, Setzt man für sin a den Ausdrud in (16.), 
fo erhält man den Inhalt durch die drei Seiten 
| = Ysls—a)s—b) (sc. 
Sind eine Seite c und die beiden anliegenden Winkel a, 
gegeben; fo ift nach [4]: | 
re o sin 4 = esinß _ 
siny sin(=+-f) ’ 
— c? sin « sin A ei c? 
2sin(a + £) 2lcota + cotß)’ 
wenn wir den inhalt immer durch A bezeichnen. Sind 
c, ß, y gegeben, fo hat man 
u — c? sin « 'sin ß er c? sinß sin(® + y) 
2siny 2 siny : 
Sins b, c, ß, di. zwei Seiten und ein Gegenwin—⸗ 

fel, gegeben; fo ift nad [2]: 

(a — e cosß)? = a? — 2ac cosß + c? cosp? z 

= a? + c? — 2ac cosß — c?sinß? = bh’ — c? sin ß?, 





woraus | 

| am ccofß+ Yb? Ze sin. 
Afo Amtacsinß | 

24 cesinß (ce cosß + Yb? ee: sm ß?). 

Das doppelte Zeichen zeigt einen doppelten Werth des In: 
halts an. Für b> c ift befannelih nur ein Dreieck 
moͤglich (18.), und in. der That iſt in dieſem Falle 
b2 — c2 sinß?> c? — c? sin ß? > c? cosß?, 

b? — a smp? > ccosß, fo daß alfo nur das obere 
Zeichen gelten Fann, da das unfere einen negativen Werth 
von A geben würde, welcer hier Feine Bedeutung haben 
fann. . Für b — ciftß nothwendig fpig, cos pofitiv, 
und b2 — c2 sinß? — c? cosß?. Wollte man. alfo- 


4 


das untere Zeichen nehmen, ſo würde A==o. Alſo 
muß man das obere nehmen, und es ift in diefem Falle 
A — 4b?sin2f. Iſt endlich b<c, fo ift, da 

 csin.ß die Höhe des Dreiecks in Bezug auf die Seite a iſt, 
nie csin#>b. Alſo b? —c? sind? <c?—c2sin ß?, 
<.c?cosß?, V b? —c:sinf? <ccosß. Demnach 
find in dieſem Falle beide Zeichen brauchbar, und es giebr, 
wie im (16.) zwei Dreiecke, zwei Werthevon A. Nur 
“ fürcsinß==b, wo das Dreieck rechtwinklig wird, giebt eg 
nur einen Wereh, = 4 0? sin cos? = 4 c? sin2ß, 


20. Addirt man die Gleichungen 
’ asina —a,sine, 

bsina=a sinß, 9 

c siina =a siny, 
zu einander; fo erhält man | 

(a-+b-+ c)sma = alsine + sin? + siny), 

oder nach (18.) für 4(a+b+c)=s: 
2 2ssin« _ Messina coste 
" sinstsind? +siny " 4costa cos} cos4y ? 
d. i ssinte 


a — — 


costß cosfy’ 


— ssint A | 
* cos}a costy * 
| Sn ssiniy = er 
ost costß * 
‚Da A —%besina (19.) iſt; fo erhält man Teiche 
hieraus : : ud | 

A = s? tang!a tang{ftangiy, 

s = I A cot}acot4fcotyy 

= YAkcotta + cot4f + cot4y) 

(Goniometrie. 57.) | 


Nach (19.) iſt | 
| a? = 2A (cotfß # coty), 
b? = 2A (cota + coty), 
| ‚ c? = 2A (cot« + cotß), 
a? 4 b? + c? = 4A (cota + cotf 4 coty), 
, — 42 4Bb2 46* 
4* Acot #+ cotß + coty)' j 
Vergleicht man diefen Ausdrudf von A a2 dem vorher 
Ä 2. 
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gefundenen, ſo erhaͤlt man, wenn man ſtatt der Tangenten die 
—*8 einfuͤhrt: 
(+b+e? _ cotta cot+f cot}y 
a? -b?+c?2 cota+cotf+ coty 
cotta 4 cot4ß 4 cotiy 
 "ote + cotß + coty' . 
21. Seyen r, r bie, Halbmeffer des um und in das 
an befchriebenen Kreifes. In Fig. 46. ift offenbar 
23 =Y, Zap = RN —y Uocır= 
sin?2y ; 0057. Ä 








— c 
sin?2y 2siny ” 


In Fig. 47. ik £ das — Ha, COfe—=4P. Ufo 
r' (cot 7 & + cot4ß) = c, und folglich "a 
ee esint«a sin+ß ; 
C08+Y 
da cosky — sint(@ + P). Afo 


— — Asinta sin} sin}y 


“= o0sa + cos$ß + cosy — 1 (18.) 
str _ cosa -& cosß + cosy. 


Auch iſt wie vorher: 
r (cot4jf + cotiy) =.a, 
r’(cotti& 4 cot}y)=b, 
r’(cotia 4 cot4P) = c; | 
2r’ (cotta + cot4A + cot4y) = a +h + co, 


er T ars} c (20.) 





» 


Tarbre' - ; 
Aber 2A = absiny (19.). Alſo 
abe abc 
= Yabsiny A” 

ER abc 

meitbte  _ 
Auch ift | | 

abc 
AYs(s — a)(s — b)(s — ce)’ 
NN 2Ys(ls — Je —hu—o 
m +b +c 


rz= 
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Sind in Fig. 48, , 2 die Mittelpunfte des um und in das 

Dreieck befchriebenen Kreifes; fo ift, wenn dE, &9 auf «3 

fenfreche find, und dnmireß — iſt, weil d, als 

halber Centralwinkel, = 7 iſt, frdn=x, my: 
x = r’cotye — rsiny, y>r — rcosy. 

Alſo, fuͤr de=d,d—=x?+y? 


= r2 (1 + cottia?) — 2rr'(cosy + cot4a siny) + r? 


—————— sin(y + +«) R 
— sinta? sint« er: 
Zus 2rr’ cos+(? — y) a, 
en sin} a? sinta + R 


da⸗ F 40 05 - ) =M® if. Aber 


co — = = sinta + 2sin}ß sinty, 


Alfo 
— Arr sind} A sinty, 
* ei + —“ sinta 
rr’ . r’ 
= re —— * sin;a "Tein;a 


da nach dem Obigen 
= = 4sin da sin} sin}y. 


Hieraus folge unmittelbar 
der — ꝛxrrd TREE d=d:r—2r. 

Diele Säge vom Dreieck, trigonomerrifch bewiefen, fin: 
det man in folgenden Schriften: Ueber einige Eigenfchaf: 
ten des ebenen Dreiefs, von Erelle Berlin. 1816. 
Eigenfhaften einiger merfwürdigen Punfte des ebenen 
Dreiefs von Feuerbach. Nürnberg. 1822. De trian- 
gulorum rectilineorum proprietatibus quibusdam 
nondum satis cognitis, auctore C. F. A. Jacobi. 
Numburgi. 1825. 4. Aufgaben über ebene Dreiede, 
worin Summen oder Differenzen von Seiten oder Winfeln 
‚gegeben find, von Kroll: Halle. 1826. 

22. Um die Anwendung des trigonometrifchen Calculs 
bei den Beweifen geometrifcher Säge zu zeigen, wählen 
wir den ſchon Thl. IV. ©. 876. ſynthetiſch bewiefenen, 
von Mon ge gefundenen Satz, daß die drei Durchſchnitts⸗ 
-punfte A, A’, A” (Fig. 49.) von je zwei der an drei Krei⸗ 
ſe gezogenen ſech⸗ aͤußern Tangententen in einer geraden 


182 _ Zrigsriöinetrie, 7 


Linie liegen. Die Seiten und Winfel des Dreiecks co 
ſeyen ce, c, c’ und C, €, C”, die Halbmeffer ver gege- 
benen Kreife vr die Steh. AA'C; A’AC aber 
p, pr. Es ift offenbar — — 
AC:AC=rir, — 
AC: Ac4 c"=rer, 
u are 
AC=- €: AC 
x —r 
und ganz eben fo: 
Ac 7 AC — 
Könnte man nun zeigen, daß tan 
wäre der Satz bewiefen, da dan 
Da aber | 




















’ tan 
tanz + 9) * mer + 
ift, fo braucht man nur zu zeigen, daßtan 
Diefer Zähler ift aber, wenn man für die 
nometrifchen Ausdrücke durch zwei Seite 
fenen Winfel in den Dreiecfen ACA, 
er(r — r)|e'r’(r ⸗x) — er — 
+ cr (r — H le x x — rn) — c'r(f — 


= c’r(r ne Tr —r”)—cr’(r—r) 


+ cr’ — r)fe”rtr” -r)— e’r(r’—r)c 


Alſo braucht man bloß zu zeigen, daß 


„mr 


er ij c"r("—r’)—cr("—r)cosC 
"Ker’| cr" — n—o’r("—r)cosC]| , 
oder 
cec’r |c”r’(r —r”)— or (r—r)cosC’} 
+ cc’r’ {[e’ra”—r) — cr —r)cosC} , 
oder 
r | er — 1”) — er (" — ncosC'} 
+r|e’ra” — nr) — cr! — ncosC| 
=oift. Letztere Größe ift aber, wenn man das Nefultat 
durch rr’ dividirt, — 
rc" — c(r — r)cosC' — rc” — c’(r — r)cosC 
= ("—r)(c” — ccosC’ —c cosC), 


welches — 0 ift, wenn ein Factor diefes Productes — o 
ft. Nach [3} iſt aber 


— 
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e cosC’ + ce’ csC=—c, Ä 
alfo wirklich der - zweite Factor — 0o. Folglich iſt 
tang(p+ P)—=0, 9 1800, da es offenbar 
nicht — 0 ea kann. Alfo ift AA’A” eine gerade Linie. 
Noch einen Beweis f. m. in dem Art. Transverfale. (26.) 


Sehr viele Anwendungen der Trigonomerrie, auch auf 


Geodaͤſie, findet man in folgenden Merken: M. Hirſch 
geometr. Aufgaben. Erſte Samml. T. Mayers prak— 


tiſche Geometrie. Lamberts Beitraͤge zur Mathem. 
Erſte Samml. Pfleiderers Trigonometrie. Hin 


denburgs Archiv. Heft II. S. 318. Vorzuͤglich die 


drei Werke von Puiſſant: Recueil de div. prop. de 
Geom. resol. et demontr. par l’Analyse. Paris. 1809; 

Traited de Geodesie. 2 Tom. Paris. 1819. 4.; Traite 
de Topographie. Paris. 1820. 4 Auch Ca enol' 
Trigonometrie traduit par Chompre. Paris. 1808, 4. 
S chulz Taſchenbuch der Meßkunſt. 2Thle. 

23. Die Seiten und Winkel eines Dreiecks laſſen fh 
auch aus den rechtwinkligen Coordinaten x, y, 23 x, y, 
25; x", y“, 2“ feiner Spitzen beſtimmen. Fuͤr die Seite 
a (Fig, 50.) ſeyen aa’, Ba” auf der Ebene ver xy; a’c',- 


ac” auf der Are der x, und a’b’,.a”b” auf der Are der . 


a” 


y fenfrecht; fo ift, wenn ad mit aa ‚parallel, alſo auf 


Ba” fenfrecht ift: 


aß? = pd? + ER ES E 
= ßd? + b’b” 2 c’c”? 
=k—-s”’+y—-y”+@— 7)”, 


Die drei — unſeres Dreiecks ſind alſo: 


= Ya —— —— 
b= Ya - +e— re) 
= Ya— x? +y-y” +G@— 2). 


Da nun cosa — —— iſt, ſo erhaͤlt man für Ä 








— — 


co... = ** 
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Linie liegen. Die Seiten und Winkel bes Dreiecks oe” 
feyen c, c’, ce’ und €, C, C”, die Halbmeſſer der gege⸗ 
benen Kreiſe r, vr; die Winkel AACG; ATA'C aber 
p,p. Es er offenbar 
ACC ACcCmurtr, 
AC:AC+ c”" =r:r, 
ACC: c” sriror, 





AC= = — AC ==> IB 2.0 , 
r r—r 
und ganz eben for" Ä 
c’r .. _ef 
a —— 





Könnte man nun zeigen, daß tang(p-+ 9) = 0 if, fo 
wäre der Satz bewiefen, da dann g + p — 180°, 
Da aber 
unge) = nee ine 
if, fo braucht man nur zu eigen, daß tangy 4 tangy 0o iſt. 
Diefer Zähler ift aber, wenn man für Die Tangenten ihre trigo: 
nometrifchen Ausdrücke durch zwei Seiten und den eingef&lof- 
fenen Winkel in den Dreiecfen ACA’, A’C/A” fest, — 
er(r — r)|c"’r’(r — 7) — er (" — r)cosC’}sinC 
+ er — nfe'ra” —r) — er —- rn)cosC]| sinC’ 


== c'r(r —r) ferien) —er («—1)oosc’}- m 


e + cr’c’ — rer” -r)— c’r(r ER: 
Alfo braucht man bloß zu zeigen, daß 
| er) er("—r’)—cr (r —r)cos C. > 
+erfc rat — n—cor(t—r)cosC|, 
oder 
cc’r |c”r’(r" —r”)—or("—r)cosC’} 
. + cc’r’ |[e’ra”—r) — cr’ —r)cosC}h , 
oder F 
r |c"r(r — x) — er (rt — ncosC’} 
+rtce’ra” — rn) — cr’ — ncosC]| 
=-o ift. Letztere Groͤße iſt aber, wenn man das Reſultat 
durch rr’ dividirt, — 
rc" — c("— r)cosC' — rc” — c’(r — r)cosC 
= (—r)(c” — ccosl’ —c cosC), 
welches Zo ift, wenn ein Factor diefes Productes — 0 
ſt. Mach [3} ift aber 


- 
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e cosC’ +ccosC= Sg‘ 
affo wirklich der - zweite Factor — 0o. Folglich iſt 
tung y+py)=0, 4 1800, da es offenbar 
nicht — 0 feba kann. Alfo iſt AA A“ eine gerade Linie, 
Noc einen Beweis f. m. in dem Art. Transverfale. (26.) 
Sehr viele Anwendungen der Trigonomefrie, auch auf 


Geodaͤſie, findet man in folgenden Merken: M. Hirſch 
geometr. Aufgaben. Erſte Samml. T. Mayers prak— 


tiſche Geometrie. Lamberts Beitraͤge zur Mathem. 
Erſte Samml. Pfleiderers Trigonometrie. Hin— 


denburgs Archiv. Heft IL ©. 318. Vorzuͤglich die 


drei Werke von Puiſſant: Recueil de div. prop. de 
Geom. resol. et demontr. par l’Analyse. Paris. 1809; 

Traite de Geodesie. 2 Tom. Paris. 1819. 4.; Traite 
de Topographie. Paris. 1820. 4 Auch Ca gnol' 
Trigonometrie traduit par Chompre. Paris. 1808, 4, 
Sdulz Taſchenbuch der Meßkunſt. 2Thle. 

23. Die Seiten und Winkel eines Dreiecks laſſen fh 
auch aus den rechtwinkligen Coordinaten x, y, 23 x, y, 
25; x, y“, 2“ feiner Spigen beftimmen. Für die Seite 
aß (Fig, 50.) feyen aa’, Ba” auf der Ebene der xy; a’c',- 

a’c” auf der Are der x, und a’b', a’b” auf der Are der . 
y fenfreiht; fo ift, wenn ad mit a’a . parallel, alſo auf 


Ba” ſenkrecht ift: 


aß? = fd? + ad? # Bd? + a’a”? 
= Bd? + bb”? + c’c”? 
=K- + -MHa—n 


Die drei Seiten unferes Dreiecks find alfo: 


a= Y@ Zr” +(y 
b=/k—- x’ +4+y-y’ +67) 
SIR II UF IT FR | | 
b? c? — a?» e P} 
Da nun cosa — + She ift, fo erhält man für - 


| —— =p I p’; 











x— X X — 

7 —? 7 — 

x ee A 
1+ pp’ + gg’ 


cos — 


Yu+Pe+gp)ar P°+g>) 
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Linie liegen. Die Seiten und Winkel des Dreiecks —* 
feyen ce, c', c und €, C,:C”, die Halbmeſſer der gege⸗ 
benen Kreiſe r, r, 13 die Winkel AACG; AAc aber 
p,.p. Es iſt offenbar: 

AC:AC=r:r, 





; — cr h — u c’r' 
\ A C > r’ — — A GC — —— 7 
und ganz eben — | 
er ER er_ 





Könnte man nun jeigen, daß —— y)=o it, fo 
wäre der Satz bewiefen, da dann ꝙ + g = 180°, 
Da aber 
tang(p + g) = ame .+ ugs 

if, fo braucht man nur zu zeigen, daß tangp-Htangp’—o ifl. 
Diefer Zähler ift aber, wen man für die Tangenten ihre trigo: 
nometrifchen Ausdrücke durch zwei Seiten und den eingefchlof- 
fenen Winfel in den Dreiecken ACA’, A'C/A” ſetzt, — 

e’r(r — r)|c”r’(r’ — 1”) — er(r — r)cosC’|sinC 

+ er — nfe’ra” —r) — c’r(r! — n)cosC]| sinC’ 
= cr("—r) fe Yir—r' cr’ (—1)oosc’}- u< 


i + cr’ — r){c"rtr" -r)— c’r(r — 
Alſo braucht man bloß zu zeigen, daß 
ore“r (x - x) —- er (X —r)cos J > 
"her'fcrt"— n—or(r—r)cosC]| , 
oder 
cc’r |c”r (" r)—or(r"—r)cosC’} 

. + ccr’ {era —r)—c’rt"—r)cosC} , 
oder J 

r | erer — r”) — cr (" — r)cosC’} 
+ r’|c’ra” — r) — cr! — nNcosC] 
= oift, Letztere Größe ift aber, wenn man das Nefultat 
durch rr’ dividirt, — 

rc" — c("— r)cosC' — rc” — c’(r — r)cosC 
= (r—r)(c” — ccosl’ —c cosC), 

weldhes — 0 ift, wenn ein Factor diefes Productes — 0 
ſt. Nach [3} if aber 
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© cos’ + ec — 


alſo wirklich der zweite Factor — 0. Folglich if 
ungy+y)=0,y+g = 1800, da es offenbar 
nicht — o ſeyn kann. Alfo ift AA "N eine gerade Linie. 
Noch einen Beweis f. m. in dem Art. Transverfale. (26.) 


Seehr viele Anwendungen der Trigonomerrie, auch auf 

Geodaͤſie, findet man in folgenden Werfen: M. Hirfch 
geometr. Aufgaben. Erſte Samml. T. Mayers praf: 
tiſche Geometrie. Lamberts Beiträge zur Mathem. 

Erſte Samml. Pfleiderers Trigonometrie. Hin 

denburgs Archiv. Heft IL ©. 318. Vorzuͤglich die 

+ drei Werke von Puiſſant: Recueil de div. prop. de 

Géom. resol. et demontr. par l’Analyse. Paris. 1809; 

Traite de Geodesie. 2 Tom. Paris. 1819. 4.; Traite 

de Topographie. Paris. 1820. 4 Auch Ca enol‘ 

Trigonometrie traduit par Chompre. Paris. 1808, 4, 

© Huf; Taſchenbuch der Meßkunſt. 2 TIhle. 

23. Die Seiten und Winfel eines Dreiecke laffen ſich 
auch aus den rechtwinkligen Coordinaten x, y, 23 x, y, 
25; x", y“, z feiner Spigen beftimmen. Für die Seite 
aß (Fig, 50.) feyen aa’, Pa” auf der Ebene ver xy; a’c,- 

ac” auf der Are der x, und a’b’, a”b” auf der Are der . 
y fenfreht; fo ift, wenn ad mit an ” parallel, alſo auf 
Ba” ſenkrecht if: | 

aß? = päR ade = Bir }ara”a 
— ßd? + b’b”? + cc”? 

| Zk- rs’ +y-y’+a— N)”. 

Die drei Seiten unferes Dreiecks find alfo: 
a=-YW FE 77 
+e— 7) 

= Y x— x”? +(y—y)” + (@— 7). 


Da nun cos — — * = ift, fo erhält man für - 

















x“ — X X— 

—— ——4 zu LE 

xx 1’ A 

DE en 





Ya+p+gp)üu+p q?) 
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Linie liegen. Die Seiten und Winkel bes Dreiecks oc” 
feyen c, c', c’ und C, C',:C”, die Halbmeſſer der gege⸗ 
benen Kreiſe r, xrr3 die Winkel. AA’G; ATA’C aber 
p,p: Es a. offenbar 

AC:ACm=r:r, 





KO= rn, 
und ganz eben fo: 
DE Ze 
Könnte man nun zeigen, daß — *6 it, fo 
wäre der Satz bewiefen ‚ da dann p + p = 180°, 
Da aber 











tang(p + g) = —— ae : 

if, fo braucht man nur zu zeigen, daß tangp-Htangp’=—o iſt. 
Diefer Zähler iſt aber, wenn man für die Tangenten ihre trigo= 
nometrifchen Ausdrücke durch zwei Seiten und den eingefchlof: 
fenen Winfel in den Dreiecken ACA’, AC'A“ fegt, = 

e’r(r — r)|c”r’(r — x) — er ( — r)cosC’}sinC 

+ cr (re — nfe’ra” —r) — c’r(r! — n)cosG] sinC’ 
= c'r(r" —r) fe er”)er («"—r) cosc’}- eB2 


2 + er — r){ce”r(r GENERIEREN 
Alfo braucht man bloß zu zeigen, daß 
er) cr("—r’)—cr —r) conc . * 
Kerr” Nn—orlkt—ncosc|, 
oder 
ccr |c”r(r —r”)— or (r—r)cosC’} 

. + cc’r’ {e’rt"—r)—c’re”—r)cosC} , 
oder | 

r le’rer — ı”) — cr (r —_ncosC'} 
+ r'fe"ra” — r) — cr( — r)cosC]| 
— 0 ift. Letztere Groͤße iſt aber, wenn man das Reſultat 
durch rr’ dividirt, — 

rc" — c("—r)cosC' — rc” — c’(r — r)cosC 
= (r—r)(c” — ccoslC’ —c cosC), 

welches = o ift, wenn ein Factor diefes Productes — 0 
ſt. Nach [3} ift aber 


= 
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c cos C’ + ccosC=c", 
alfo wirklich der ; zweite Factor — 0. Folglich iſt 
tang(p + pP). 0, +9. = 180°, da es offenbar 
nicht — 0 feyn fann. Alſo ie AA’A” eine gerade Linie. 
Noch einen Beweis f. m. in dem Art. Transverfale. (26.) 
Sehr viele Anwendungen der Trigonomefrie, auch auf 


\ 


Geodaͤſie, findet man in folgenden Werfen: M. Hirfc 
geometr. Aufgaben. Erfte Samml. T. Mayers praf: 


tifhe Geometrie Lamberts Beiträge zur Marhem. 
Erfte Samml. Pfleiderers Trigonometrie. Hin— 


denburgs Archiv. Heft IL ©. 318. Vorzuͤglich die 


drei Werfe von Puiffant: Recueil de div. prop. de 
Geom. resol. et demontr. par l’Analyse. Paris. 1809; 
Traite de Geodesie. 2 Tom. Paris. 1819. 4.; Traite 
de Topographie. Paris. 1820. 4. Ca enol: 
Trigonometrie traduit par Chompre. Paris. 1808. 4. 
S ul; Tafchenbuch ver Meßfunft. 2 Thfe. 

23. Die Seiten und Winfel eines Dreiecks laffen fh 
auch aus den rechtwinkligen Coordinaten x, y, 23 x, y, 
253 x“, y“, 2“ feiner Spitzen beſtimmen. Fuͤr die Seite | 
aß (Fig. 50. ) feyen aa’, Ba” auf der Ebene ver xy; a’c,- 

a”c” auf der Axe ver x, und ab’, a’b” auf der Are der . 
y fenfrebt; fo ift, wenn ad mit un ” parallel, alfe auf 


Ba” ſenkrecht ift: 


aß? = fd? EIERN, + a’a”? 
= ßd? + b’b”? .- c’c”? 
=k- X’ +G- 


Die drei Seiten unferes Dreiecks find alfo: 


a=Y@— yIra— ri) 
= Y« - 7 +G<-y7 +e- 7) 
= Ic=-s? y—-Y’ Tao 1) 


Da nun cosa—"—_— if, fo erhält man für - 
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Ya+pe+gp)aH+p?t+g?) 


cos = * 
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gefundenen, fo erhältman, wenn mar ſtatt der Tangenten die 
Eotangenten einführt: 
(a+b-+ c)? _ cott« cottß eot!ly 
a? 4 b? + c? = cot@ + cotf + coty 
__,eotte 4 cot+Pß + cot+y 
cot« + cotf + coty' " 

21. Seyenr, r' die.Halbmeffer des um und in das | 
Dreieck befehriebenen Kreifes. In Fig. 46. iſt offenbar 
23 = Y, Zap = —y Uocır= 

Bl ; cosy. 





ern c 
© sin2y — 


In Fig. 47. ift L Dos — — 4 Gr Pd ua = 4ß. Alfo 
r' (cot 4 & + cot4+ß) — c, und folglid) | 
— esinta sin+ß 


cos} Y 


Da cos4y — sint(@ + P). fo 


Lo Asinta sin} sin}y 


— cosa + cosß + cosy — 1 (18.) 
— cosa «4 cosß + cosy. 


Auch ift wie vorher: 
‚ rY(cot}f + — =i,®, 
r’(cof4& + cot4y)=b, 
r’(cotta + cot 24) = c; 
2r’ (cot}a + — * — =atbhb+e, . 


2A 


4 


r+r 
r 


OA - 
a+ ER A: 
Aber 2A = absiny Bet ). Alfo 


_ abe _ abe 
x= Sbsny AA 
ö _ abe 
che arte. 


Auch iſt 


abc 
4Ys(s — a)(s — b)(s — ce)’ 
2 —a a)(s — b)(s — OR 
zz + b +e 


r= 


= 
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Sind in Fig. 8. d, die Mittelpunkte des um und in dag 
Dreieck befehriebenen Kreifes; fo ift, wenn dE, e9 auf aß 
fenfreche find, und dn miref parallel — weil 8, als 
halber Centralwinkel, = iſt, für den =x, m=y: 
x = r'cotye — rsiny, y=$ r — rcosy. 
Alfo, für de=d, d=x:+ y2 
* — + cotia?) — 2ærr (eosy + cot 40 siny) + r? 


nr. __ Zr" sin(y + 44) 
— sinte? sint« 5 
——— > 2 Bee s. 
ui — — + 


an z7+ta +4 —Y=90° if. Aber 


cost — — = snta + 2sin4ß sinty, 


Alſo 
BERGEN in ‘ »Arr’ sin} A sinty_ 
— — a ua sinla 
rr' . r’ 
= une en  sinte 'rsin;e 


da nach dem Obigen 
= — 4sin de sin} sin}y. 


Hieraus folgt unmittelbar 

der — m,de Mt 2r) 2:ded:r—2r. 
Viele Sätze vom Dreieck, trigonomerrifch bewiefen, fin: 
det man in folgenden Schriften: Ueber einige Eigenfchaf- 
ten des ebenen Dreieds, von Erelle. Berlin. 1816. 
Eigenfchaften einiger merkwürdigen Punfte des ebenen 
Dreiefs von Feuerbach. Mürnberg. 1822. De trian- 
gulorum rectilineorum proprietatibus quibusdam 
nondum satis cognitis, auctore C. F. A. Jacobi. 
Numburgi. 1825. 4. Aufgaben über ebene Dreiede, 
worin Summen oder Differenzen von Seiten oder Winfeln 
‚gegeben find, von Kroll: Halle. 1826. 

22. Um die Anwendung des trigonometrifchen Calculs 
bei den Beweifen geometrifher Säge zu zeigen, wählen 
wir den fhon Thl. IV. S. 876. fynthetifch bewiefenen, 
von Mo nge gefundenen Satz, daß die drei Durchſchnitts⸗ 
-punfte A, A’, A” (Fig. 49.) von je zwei der an drei Krei⸗ 
ſe gezogenen fee Außern Tangententen in einer geraden 
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Linie liegen. Die Seiten und Winkel bes Dreiecks ce’ 
feyen ec, c', € “und ce, C,:C”, die Halbmeſſer der gege⸗ 
benen Kreiſe r, vr; bie Winkel AAG; A”’A’C aber 
p, pr Es ift offenbar 
Ä AC:AC=r:r, 
AC:AC+ c”" =r:r, 
ACt:c’er:! —r,' 


KO nn, KO = rum, 
— x— 7 
und ganz eben fo: 
r A= — ——. AC — 


r” —r r—r"' 
Könnte man nun zeigen, daß tang(p ı p)=o if, fo 
wäre der Satz bewieſen „da dann ꝙ + 91800. 
Da aber 





— = ae her 
if, fo braucht man nur zu jeigen, daß tangp-Htangp’—o iſt. 
Diefer Zähler ift aber, wenn man für die Tangenten ihre frigo: 
nometrifchen Ausdrücke durch zwei Seiten und den eingef&lof- 
fenen Winfel in den Dreiecken ACA’, A'C’A” fest, — 
e’r(r — r)|c”r’(r — x) — er (« — r)cosC’}sinC “ 
+ er — nfe’rca” —r) — er — n)cosC] sinC’ 


= cr!" — ») fe — er) onc}- nl * — 


+ or — Merx -r)— c’r(r’—r)cosC] — 
Alſo braucht man bloß zu zeigen, daß 
er i c"r("—r’)—cr (—r) conc . > 
"her'fcra”— Nn—cr(r—r)cosC}|,, 
oder 
ec’r |c”r’(" —r”)—or(r—r)cosC’} 
. + ce’r’ [era —r)— cr —r)cosC} , 
oder | 
r |c"r(r — x) — cr (rt — ncosC'} 
+ r'fe”ra” — rn) — cr — nNcosC] 
=o iſt, Letztere Groͤße iſt aber, wenn man das Reſultat 
durch rr’ dividirt, — 
rc” — o(x — r)cosC' — rc” — c’(r — r)cosC 
= (r—r)(c” — ccosC’ —c cosC), 
welches — 0 ift, wenn ein Factor diefes Productes — 0 


ſt. Nach [3} ift aber 
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’ eco’ + c cosC = cl, 

alfo wirklich der; zweite Factor — 0. Folglich ift 
tang(y+Yy)=0, y+y. = 180°, da es offenbar 
nicht — o ſeyn kann. Alſo iſt AAA“ eine gerade Linie. 
Noch einen Beweis f. m. in dem Art. Transverfale. (26.) 


| Sehr viele Anwendungen der Trigonomefrie, auch auf 
Geodäfie, finder man in folgenden Werfen: M. Hirſch 
geometr. Aufgaben. Erfte Samml. T. Mayers praf: 
tifche Geometrie. Lamberts Beiträge zur Marhem. 
Erfte Samml. Pfleiderers Trigonometrie. Hin, 
denburgs Archiv. Heft IL. ©. 318. Vorzuͤglich die 
+ drei Werfe von Puiſſant: Recueil de div. prop. de 
Geom. resol. et demontr. par l’Analyse. Paris. 1809; 
Traite de Geodesie. 2 Tom. Paris. 1819. 4.; Traäite 
de Topographie. Paris. 1820. 4. a Ca gnol⸗ 
Trigonometrie traduit par Chompre. Paris. 1808. 4. 
S hᷣulz Taſchenbuch ver Meßkunſt. 2 Thle. 
23. Die.Seiten und Winfel eines Dreiecke laffen fi & 
aud) aus den rechtwinkligen Coordinaten x, y, 23 x, y, 


„ „ 


zZ, x r B , Z" feiner Spigen beftimmen. — die Seite 


es 


a fenfeeht; fo ift, wenn ad mit aa ‚parallel, alfo auf 
Ba” ſenkrecht ift: | 
aß? = Ad? + ad? = Bd? +a’a”? 
= ßd? + b’b”? 4 c’c”? 

| =t-r’ +y—-y”’ Fa— N), 
Die drei Seiten unferes Dreieds find alfo: 

a= VW —-® +yY—yP+@— a”): 

b=Yr- ty — 


Da nun cosa — „tor ift, fo erhält man für - 








x — x — 

ı—ı__ z — 

A Re 
i+p +94 


ca = == 


Ya+p:+g)i + p” +q)) 
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woraus ſich leicht ergiebt: 


sine = 





PP" rg-g’ top —pg)? 
ur ta) te? +g®) 
_ (EP? Fa” FR rg? 
nn | 
Liegen die Eoordinaten in einer Ebene; fo it zz’ =z” 
=0o,9=g=o Up 
’ Ä __1 + pp‘ 








[ga = me 9 
ra+Pmurp)” 
. p —— p’ , 
sina = 
YıFpu PN" 
| PP 
en gp‘ 


Aufloͤſung der Dreiecke in befondern Fällen. 


. 24 Wir wollen nun noch einige befondere Zälle be: 
trachten, welche bei der Berechnung der Dreiecke vorfoms 
‚ men fönnen, indem wir Formeln auffuchen, durch welche 

in gewiſſen Fällen theils die Mechnung erleichtert, theils, 
ein genaueres Nefultat ‚gefunden werden Fann. Da näm: 
lich ſowohl die Eofinus fehr Fleiner, als auch die Sinus 
der dem Quadranten nahe Fommenden Bögen, fich mit den⸗ 
felben nur fehr wenig ändern, fo daß die Aenderung nicht 
‚immer fchon in der fiebenten Decimalftele bemerkbar wird, big 
wohin die gewöhnlichen Tafeln doch nur reichen; fowird dag 
Beduͤrfniß fühlbar, im Befige von Formeln zu feyn, wel: 
che in folhen Fällen eine genauere Nechnung gewähren. 


25. Sollen in einem rechtwinfligen Dreief b, c aus 
au beſtimmt werden; fo fuche man, wenn A ſehr nahe 
== 90° ift, zuerft e=acosß, und dann b aug der For: 
mel b== Ya —'c)la + c)r oder aus der Formel 
a— b = ctang$y = ctang (45° — 4) [13.]. 
Iſt 2 ſehr klein, fo findet man c mit mehr Genauigkeit 
4.18 der Formel wi 

e = a(cosif? — sin4ß?) 

=a— 2asin4ß? = a — asinß tang$ f. 


Soll aausb, / gefunden werden, fo erhält man, wenn 


— 
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ß nahe == 90° if, a genauer alg nach der * geöfnide | 
" Formel auf ſolgeude Art: 
a= = > 


Auch ift 
 a=b.+ btangyrcotty. — 
Soll aus den wenig von einander verſchiedenen Seiten: a,b 
der Winkel A gefunden werden, fo kommt 8 dem rechten 
Winkel fehr nahe, und die Formel sin d? — 2 ‚giebt P { 
nicht hinreichend genau. Mach [13] hat man 


|  stangtyma—b, oootjymatb. 

| Alſo durch Diviſion 

tangjy? = 2 F 2. tang}y = +: 
Folglich hat man 

ang (65? — 4) = I; 


ab 
— 


coß. 1— — 
"sinß " "cosß 


=b+b cotß tang(45° — 4). (Goniomeie. 3 39. ) 








sin (45° — nm = 


| cos (45° _ +8) em r: — 
jur genauern Berechnung von 4. 


26. Mit Vortheil Fann man an die Stelle der RR 
fo eben gefundenen Formeln Näherungsformeln fegen, wobei 
wir fogleich hier ein für ale Mal auf die in dem Artikel Cyclo⸗ 
metrie entwickelten Reihen verweiſen. Iſt z. B. in der For: 
melc —acosß der Winkel / fehr klein; fo ift, wenn ß 
in heilen des Radius ausgedrückt iſt: 


2 aß? , ap* 
ee a Se 


Iſt Pin Secunden ausgedruͤckt, fo erhellet leicht, daß, 





wenn * 206264, 8062471 (©. TH. 1: ©. 643.) - 


die Anzahlder ineinem, dem Halbmeffer gleichen, Bogen ent: 
baltenen Secunden bezeichnet: 


lan) = 


Die Reihe ——— deſto — je kleiner 8 iſt. Seit 
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than (& '==:0;00000%;;-f6' ergiebt fü fih leicht A 
4° 37”, fo daß man alfo, wenn 4 nicht > 4° it mit ei: 
‚nem m geht <. 0600001. a, ſetzen kann: 
t — Berl) 
ft y fehr klein, “ P nahe = 90°, r "e in ar des 
Nadiuss 
c=asir = ar —'t a7? + 145 37° — 
oder, ‚ wenn y in Secunden ausgedruͤckt iſt: 
rl ta 

Süry=1? iſt das zweite Glied noch nihr==0,000001 a, 
 füry = 30° nod nicht — 0,000001..3... Kann man 
alfo ſolche A vernachlaͤſſi gen, ſo iſt hinteichend genau 


c=a (2) 
Da sin =. ift, fo ift in Theilen bes Halbmeffere: 
P=r4r(2) +3Q) He 
und in Secunden: 
PER UN REES RE 
Sekt man dag zweite Glied Oꝰ ,Ool, ober ==0.,0001 ; 
fo erhält man — - —- = der 555 n — Ste a 2 


niht > Ir — ir, fo giebt die Formel 3* 20 
den Winkel 8 bis auf 0”,001 oder 0”,0001 genau. 


Sol ß ausa, c — — ſo iſt nach (25.) 
tang 4 = (I 


Alfo nach der Reihe für den Bogen durch die Tangente in 
Theilen des Halbmeſſers: 














———— 6** — 


und Secunden: 
P=ji- - 4 (I) +4) er re 
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Sind a,  chir wenig von einandet verſchieden / ſo kant 
man 4 20 (2 * * ſetzen, und des zweiten Gliedes 

ſich zur Schaͤtzung des Fehlers bedienen. | 


27. ft in, einem ſchiefwinkligen Dreieck, wenn- «eine 
Seite und zwei Winkel gegeben find, ein Winkel, FB: 
fehr klein; fo Fann man b mit Vortheil nach der Formel 


in mern tete Ans 
"zurnle- MOSER 


berechnen. ° Sind beide Winkel Br’ % er Elein; fo 
bat man | 


— up — 
— ut 


— ———— u 
= 3m +.|. — N 


= irren], 


mit Vernachlaͤſſigung der Glieder von ber vierten Ordnung. | 
Eben fo ift | 


e | 1+23(@Pr + Pl, 
ober, — y in Secunden ausgedruͤckt find; 


tel 
2y 
|: #94. 
— leicht folgt: 
| b+c— ut. 
- Kommt z. D. P dem rechten Winkel ſehr nahe, ſo iſt fuͤr 


Inn der Bogen zr = ß' ſche klein, und folg⸗ 


_acosf 
idb = sin(? +7) 


ale Pt SER 


——— x 206 —X — 9— 
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Iſt auch y nahe =Rx0°; fo ift, für aeyy, 


acosf’ acosß’ 


— tr —329 —— — —5 
acosf! +. 


HN F | 
Subftituire man nun für den Sinus und Cofinus wieder 
die trigonometriſchen Reihen, fo erhält man wie oben, mit 
Bernachläffigung der Glieder dritter Ordnung, wenn 45 
Y in Secunden ausgedrüdt find: | 


N 
INN 
Wäre B nahe— 180°, fofege mansin d?—=sin(n—P), 
wo nr — ß fehr klein ift, und verfahre wie vorher. 


28. Wenn in dem Sale, wo b, c, a gegeben find, 
o ſehr klein ift, alfo b, c wenig von einander verfchieden 
find; fo beſtimme man wie in (14.) y aus der Formel 


_ 2sin}aYbo 





| tang y = — 7 
: Dann ift | 
b —c 
| ee TTY EG on 
Diefe Formel kann man aber auch fo darftellen: 


1 — cosv 


ba fire 
= (b — c)(1 + tangy tang}y) 
=b—e + 2sin}atang ; y Ye. 
Iſt aber a fehr ftumpf, alfo a von b + c wenig verſchie— 
den; fo beftimme man wie a. a. O. y’ aus der Formel 


us _. 2costaYfbo 
ME b-+e, 


Dann ift 
a — (b 4 c)cosy, ., 
oder a=(b + (1 + cosv — 1) 
=b-+o — (b +ec)(f — cosy‘) 
=b-+e— (b + c)siny’ tang+ y’ 
=b + 0 — 2costa tangiy' Ybc. 
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Hat man nun a, fo erhält man Pr ’ aus * in (16) zu⸗ 
letzt bewieſenen Formeln. 


Da ſehr ſtumpf iſt, fo if für 180° 9, Oſehr 

klein. Alſo nach [2]: 

a — b + c? 420 Pe 

mb? +0? + %c(l — 40? + 2 8 — 4 

woraus mit Vernachlaͤſſigung der vierten —* von 0: 
= (6 4 60) - beoöꝛ | 








__be9: 
mung, (b + ce: 
. wenn @ in Secunden gegeben ift. 
Ferner iſt nach (14) | — 
b sin« b «in 0 
tang ⸗ — — — — 
—0ü 60 — 
era) BER, .., er; 2 
E b + 
20 (2b — 0) @ 
Spar jtrt. u Ka 
Alſo nad) der Reihe für den Winkel durch die Tangentes 


b® (b— c)c®2 | 
iczllas rn zE 
immer mit Vernachläffigung der Glieder vierter Orb» 
nung. ft alfo © ſehr ſtumpf, und © in Secunden gege- 
ben, fo ift: I 
| 8 
(9), 


| Pe ji — N; 
2 c® (b — c)b 
a Zi 


29. Durch Reihen kann man den vorigen Fall auch ſo 
aufloͤſen: 














bsin«a sin ß 
— — eosa  cosß 0%) 


Alſo, wenn man für die Sinus und Cofinus die imagind 
ven Erponentialausdrüde Thl. I. ©. 877. fest, nach eini- 
gen leichten Reductionen ; 
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— sin.ß EL . err-1_4 
2 [lee )) zer 
„bsine —— b (eY-i_ er -i =), 
-boisd 120 — b (eY-i: BR — J —— 
Dieſe Ausdruͤcke einander gleich geſetzt, und uͤbers Kreutz 
multiplicirt: 


— 








0 be 11 
c—c— beY-1 
Solglich nach der Reihe Thl. III. S. 492. 
| ANZ = logn (c—b = NT) _1ogu (— en 


zu : logn (1-2. — — ion (1— e) =) 
b e® —] erY-1 — 
6 = = . — — 
pa derZı_ dr 
*— — —— 
p3 ‚esaY—1_ e-3eY=1 
+ 303 . Je) = 4 u.» 


d. i. 
= 2 eina +; sin2o 4 >>; ; inde +. .., 
und eben fo: 
ya 7 sine +. == = sin 2a + sind«a +. 


Multipliciet man diefe beiden Neihen mit p, fo * man 
 Pryin Secunden. Nach Puiſſant (Traité de Géo- 
desie. I. p. 104.) find dieſe Reihen zuerſt von Delam— 
bre gefunden. M. ſ. auch Methodes analytiques pour 
la determination d’un arc du meridien, par.De- _ 
lambre. Paris, an7. p. 111. Eine verfelben con: 
vergirt immer. 

Die Ausziehung der Quadratwurzel nach dem binomi⸗ 
ſchen Lehrſatze giebt mittelſt [2]: 


c? 63 
a — b — ccos« + Sp in e® + — * sina? cos k.. 


eine. nach feinem leicht in die Augen fallenden Gefege fort: 
fhreitende Neihe. Dagegen ift 
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'eeY-t. e ri 


atz’b _ 0. — + 0! 
= b(b —ee"l=1) + c2 — bie 7 1 
= b(b — ce 1) 2. et, Tr 1 _ poor 1 


= (b- ce!1)(b — ce 71 ) | 
. 2logna — 2lognb 4 logn (i — 5 67 1) 
4 logn (1 re up ir 1) 


Alfo, wenn man die ——— nach “ Reihe Thl. LIL. 
©. 492. entwickelt: 


| — 214 6 — 
logna = lognb — ne — 
” ey y em 2aYT 
‚2b? 2 
e3 eeY—ı + e3eY-1 
3b? 2 


loga = — — M vn cosa + —— * —— +55 cos3a +. p 
und eben fo: 


loga=logce—M = cos + or 0002 +5 cos 3a 4 
Die eine dieſer beiden Reihen convergirt immer. Puif | 
fant aa. D. p. 109. eignet fie Zegendre. zu. M.f. 

auch deffen Elem. de Geom. p- 420. | 


30. Soll y nad) der Ben siny — Sin TE heftimme - 
werden; fo ift 


iy=—- iR tra... 
Alfo y wenn A ſehr in. iſt: | 
iny=2@-4P). 


| Folglich nach der Weihe fuͤr den Bogen durch den Sinus, 
wenn man bei dem zweiten — ſtehen bleibt: 


ME: | N 


= (I: 


a. & 
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Sir ce c<b if y < 90°, und folglich die Aufgabe völlig 
beftimme. Iſt 4 nahe — 180°, fo, fee man r — ß 
ſtatt 8, welches verſtattet ift, weil sind = sin(n—P). 
Für c >b giebt es zwei Werthe vony. Hat man mit: 

telſt obiger Formeln einen gefunden, fo ift der andere 
= 180° — y.. Um a nad) der Formel 


bsina bsina 


sind“ — inlaty) 
mu finden, bediene man ſich der Methode in (27.). 

Iſt b nahe S Csin /3, fo iftsiny nahe —1 „7 nahe 
900, und wird alſo durch die Formeln siny — HF 
nicht genau genug gefunden. Man Fan in diefem Falle 
ꝙ aus der Formel | | 

uni 


berechnen; fo ift | | 
tang (45° -m= N ge Chl. II. ©. 522.) 


1 + siny 
1— tangp _| 


= an = Yang — 9), 


(Thl. IT. S. 523), woraus man 45° —4y, alſo auch 
7, hinlaͤnglich genau finder. 








| Berechnung der Winkel aus den Seiten 
ohne frigonometrifhe Tafeln. 


31. Jedes ſchiefwinklige Dreieck, deſſen Seiten gegeben 
ſind, laͤßt ſich immer in zwei rechtwinklige zerlegen, deren 
Seiten ebenfalls gegeben ſind. Iſt naͤmlich x, 
a ⸗y, Pd=z (Fig. 51.); fo erhält man aus den 


Gleichungen: 

x ba ⸗2 aꝰ (c—- 2 a ⸗22 3 ba ⸗ ( — 2 

fra+b+c=sleidt: 
ln, 
_s(s — 2a) _ _ »(s — 2b) 
= = oa, 


fo daß unfere Aufgabe ſich alfo auf die Berechnung der 
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Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks aus feinen Seiten 


reducirt. 
32. Wenn tang ꝙ ⸗ x geſetzt wird; fo iſt (Umfor⸗ 
mung der Reihen. 16.) 


| x? 2.47 x Y 
PSgeltt: im ts. (+3) ‚+ + 
| = sing cospf1 + 3 sing? + ing +. ..). 
Entwickelt man diefe Reihe in — —— (M. ſ. 
dieſen Artikel. 60.); ſo erhaͤlt man: | 


sinp COSp 

97m — — 
1.2 m 2 
WE Sands 





— — 
3.3. 


3:8 2 
5.79 


— sinn? 
7,59 








— 


Der zweite Maherungewerch giebt: 
sing cosp __ 3sin 29 
$=T- Feng: — 2 + 00529) ’ 


eine fon von Willebrord Snellius gefundene Fors 
mel. ©. Thl. 1. ©. 650. Da nun in einem Dreiecke, 


wo a — 90° ift, — cosß= - iſt; fogiebe 


diefe Formel für 2p = Pt 
__ 3b 
CK +.’ 


im A Zeiten des Halbmeſſers; und in Graden nach Thl. I. 





p= => . 57°,2957. 
Zieht man 
sinp co8p _, .. e 2.344 
— sin ꝙ cosp(1 +4 sing? + 55 singt + ...) 


von der obigen Reihe für ꝙ ab; fo erhält man leicht; 
3 sin 2% 


EEE WERNE are ER 5 
T22 + ©0529) rap teren 


F 
b 
= m—— + Th! tr: 
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und ber Fehler bei Snellius Regel beträgt alfo nahe 
+74,P?, in heilen des Halbmeſſers. Nah Käfts 
ners G. d. M. J. ©. 415. fannte auch) fehon der Kardinal 
Niecolaus de Eufa diefe Regel. Snelliug Beweis 
iſt nach Huygens in der Schrift de circuli magnitu- 
dineinventa. Lugd. 1654. 4., wo er felbft einen Be: 
weis.giebt, ungenägend. In Lamberts Beiträgen. IL. 
Abh. IX. F. 11. ift die Formel aus einem allgemeinern 
Sage abgeleitet. Wiederholt iſt fie in Tables des sinus, 
tangentes, etc., parA.Girard. A la Haye. 1626,., 
wo aber Girard noch eine andere Formel mitcheilt, wel- 
he den Winkel zu groß giebt. - Es ift nämlich (Thl. J. 
©. 618.) GE 





Lina, Sins 4.3 gings . 
f=sinfß-F}: 3 ae a 


tangf + 2sin? _sinp(1 — sin 82)? + 2sin 4 
Fi GA Er Dia an 


en ———— 
woraus leicht durch Subtraction: 
= map + Zt — 45 — . 

Alfo naͤherungsweiſe: 

42 1: + 2sinß _b(a + 20) 

— 3 Zac 
in Theilen des Radius; und in Graden: 

era +22, 7,2807. 


Der Zehler ift ungefaͤh — „4, ß° , d. i. etwa neunmal 
fo groß, als bei Snellius Formel, und negativ. Soll 
‚bei Snelliugs Formel der Fehler noch Feine Minute be- 
tragen; fo muß IP? < 5, ſeyn, woraus man 
ß < 31° 46’ erhält, und da der Fehler für ein halb fo 
großes ?, 32mal Fleiner wird, fo folgt, daß verfelbe für 
B < 15° 53’ no nicht 7” ausmacht. Nimmt man aus. 
. beiden Formeln das Mittel, fo giebt die Formel, welche 
man erhält, den Winfel ebenfalls zu groß. Noch eine 
Formel f. m. in Lamberts Zuſaͤtzen zu den log. und frig. 
Tafeln. ©. 151, | 
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33. Eine Formel, welche bloß die Kenntniß der beiden 
Katheten erfordert, hat Olbers in der monatl. Corre- 
fpondenz. Dec. 1807. Febr. 1808. gegeben. Es ift 
nämlich | 
sin ꝙ cos ꝙ 
— 1 35inp? 
Dre + art 
ie — Ta T. 


3tangp — 
3+ en a 








+49 +... 


. 2 





4* er + ap + 

Folglich näherungsweife: 
. PS 

in Iheilen des Radius; — in Graben? 
| 2 Dr zur: 970,2957. | 
Der Fehler EP? =, P? , alfo ungefähr 16mal 
fo groß wie bi Sn ellius Formel. Man erhält die Sors 
mel auch aus dem Kettenbruche für Arctanga in Thl. IV. 
©. 97. Die Näherung wird weiter getrieben, wenn man 
nicht ſchon die fünften Potenzen von 3 vernachläffigt. 

34. M. f. über den hier behandelten Gegenftand auch 
Navigation new modell’d. London. 1715. von Hen— 
ey Wilfon. Der Rec. in den Act. Erud. 1716. p. 
165. fagt, das Buch fey wegen dieſer Regeln geſchrieben. 
Auch Gietermaker t’vergulde Licht der Zeewart. 
Amst. 1693. 4. Käftners geom. Abh. I. ©. 157. 

.; einen Auffag von Boll in der fig von Dfen. 
Fünftes Heft. 1826. ©. 493., und befonders Moll: 
weide Auflöfung ebener Dreiecke ohne Hülfe der trig. Ta: 
feln, vorzüglich zum Gebrauche der Schiffer. Monatl. 
Correfp. Sul. 1807. S. 18. Lagny in den Mem, de 
Paris. 1725. giebt die Winfel in unendlichen Reihen. Ge: 
brauchen wir die fransformirte Meihe in 09; fo ift für 


b x? 
Stagf= no, —— * DE 
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| | x be. . _ 
Ir nre’ 
b ‚ba ih, br 1%... 
a are j +t3- sa + 3:3 (5) + ' 
eine ftärfer convergivende Reihe als die von Lagny ges 
gebene. | Ä . 

Nationale Dreiecke find ſolche rechtwinklige Drei⸗ 
ecke, deren Seiten alle drei rational ſind. Das Auffinden 
ſolcher Dreiecke gruͤndet ſich auf die Bemerkung, daß, 
‚wenn tang4 rational iſt, immer auch sin, cosß ra 
tional find, da für tangtp =": 


sin ß _ ;„ mn cos ß 2 — m? 


m? En?‘ 
Die Sefante ift ebenfalls rational: 
m +23 1‘ 
a Ulm cosß ” 


an; fo läßt ſich Baus der Sleihungtang4 ?——  beftim- 
men, da die Tangente jeden Werch haben Fann, nur muß 
immer m <.n feyn, damit 49 < 45°, A < 90° ift. 
Sest man nun die Hypotenufe a—=m* + n?; fo find 
die Catheten — asinß —= mn, und —acosß — 
n2 — m? ebenfalls in ganzen Zahlen ausgedrüdt. Die, 
Rationale Trigonomertrie überfchriebene, Tafel in 
Schulze's Samml. logarithmifcher u. a. Tafeln. II 
Berlin. 1778. ©. 308. dient zur Erleichterung obiger 
Rechnung. Käftners geom. Abh. J. S. 172. Anal. 
endl. Gr. ©. 112. 


Differentialformeln fuͤr ebene Dreiecke. 


35. Sind die zur Beſtimmung eines Dreiecks gemef: 
fenen Stüde nicht ganz ohne Fehler; fo ift es nöthig, den 
Einfluß beurcheilen zu Fönnen, welchen diefe Fehler auf die 
berechneten Stüde haben. Es erhellet leicht, daß die 
Entwickelung der Öleihungen zwifchen den einzelnen Zeh: 
lern eine Aufgabe der Differenzenrechnung if. Voraus⸗ 
gefet aber, daß die Fehler nur fehr Elein find, wie es bei 
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— Beobachtungen immer der Fall iſt, koͤnnen Differen⸗ 
tiale die Stelle der Differenzen vertreten, und die Unter: 
ſuchung verfaͤllt alfo der Rechnung mit partiellen Differen⸗ 
tialen, da die Fehler der gemeffenen Stuͤcke offenbar als 
ganz unabhaͤngig von einander zu betrachten ſind. 


36. Durch partielle Differentiation der Formeln 
a? — b? — 2becosa + c?, . | 
und asin?==bsine, und durch Vertaufchung der Buchs 
ftaben erhält man leicht: 
ada = (b — ccosa)ob + (ce — bceosa)dc + bosinede 
= acosyOb -F a cosß õc 4 bo sin ada 
bob = (a — e cos 8) õa + (c — a eos 4) õc + — 
= beosyda 4 bcosade + ae sin o 
cde = (a — bcosy)da + (b — acosy)ob 4 — 
.= ccosßda + ccosaob + absinydy; | 
singda — sina ob = — bcoga da — acosßOß 
sinyOb — sinßde —= ccosßOß — b cosydy 
sinade — sinyda = acosydy — c cösa da. 
Nimmt man hierzu nach die aus & + P+ — — 180° ſich 
leicht ergebende Gleichung 
j da + õ 0; 
ſo hat man die Fundamentalformeln der Fehlerrechnung 
der ebenen Trigonometrie. ‚Die einzelnen Faͤlle ſ ind 
folgende. 


37. Gegeben a, P}, y. 
- Gefuht a, b, c. 
da= — OB — öy 


Fr sinßda — bcosada a cos dA 
DE TE 


sinyda — ccosa da F a eosy õy 
de sin a e 


miteelſt welcher Formeln ſich zuerſt dx und Sant ib, dc 
berechnen laffen. Man fönnte auch — OB — für 0% 
in die Ausdrücke für ob, dc ſetzen. 


Dabcosa + — —.c[13]; fo - man für 


= 8 Fan +7) 7) ERBEN TR 
leicht : 
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db — sind da 4 caB + bcosady 


sin« 


— bBMOß - bNdy 


öb 
= 2 + Moß — N0y; 
und ganz eben fo für 
d sinß 
— FEN TERETDAN 
— — Mo, — .NOR. 


M. f. Mayers praft. Geom. II. ©. 447: Dur dieſe 
Formeln wird das Verhaͤltniß von ab,” dc zu b, c bes 
ſtimmt. Ein Erempel ſ. m. a. a. O. ©.453. 
38. Gegeben b, c, «. 
Geſucht ß, Yı a. 
— acosycb + con? de + bc sina da da 


_. (becose) Öb-He —bcose)Ac-+besine da 
Yb2 + c2 
= bob bob — bcosyda — bcosa de 


acsin ß 





3 ode — ccosfda — ccosa Ob 

2 absiny 

Der erfte — ie da giebt au) 
| = cn. Dre — = . 2 inade 
d. i. für 
— sin A cosy ‚Q= —— R= sin siny : 
sin« eına sna 
@-p@ rg R. 


39, Gegeben b, c, B. 


Gefuhte, y, a. | 
— bob — bcosade — acsinß OR 

| b cosy 
da _. sinßda — sinaöb + acosföß 


bcosa 


_ sinßdc * sinyob ——— 
5 IS Zt, 
Die (este Sormel giebt 
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B cosy õy 4 sinyöb = ecosßOß + sin dc, 
b cotydy + = ul op Kr nf 36 





siny' einy 
order + = — 06 + Ba d0, 
_ cos ß 





— Oß ch = = cot£öß „co 


Dur Subftitution * Werthes von da in den Ausdruck 
für da würde -man’einen von da a unabhangigen Ausdrud für 
da erhalten Fönnen. 
40. Gegeben a,b, c. 
Geſucht 77 Pr Y» 
Da 


da = ala — a,cosy üb — — 
bc sin a 


ift, fo ergiebe fich durch Subftitution der aus dem Obigen 
bekannten Ausdruͤcke für sin«, cosß, eosy durch die 
drei Seiten, für s—%(a+b+e), zugleid mit Ders 


tauſchung der Buchftaben, leicht: 
2abe da — (a?+ b? — c?)edh— (a? Fe: —_b)bde 


j 


da = — 
| 2be Ys(s—a)(s—b)(s— c) 
De 2abe õb — (a? + b? — c?)ceda— (b? +0? —a?)a de 
— — 
Br abe de (art ce’ _— b?)bda—(b?+c0?—a?)aob 


2ab Yale—a)(@—b)e— c) 

Wichtig find auch die Gleichungen zwifchen den 
— der Stuͤcke eines Dreiecks, wenn zwei 
Stuͤcke als unveraͤnderlich angenommen werden. Man 
kann aber als unveraͤnderlich annehmen: 

a. Eine Seite und einen anliegenden Winkel. 

b. Eine Seite und den gegenuͤberſtehenden Winkel. 

c. Zwei Seiten. 

d. Zwei Winkel. 


42. Unveraͤnderlich a, 4 a 
Meränderlich b, .c, cd, Y (a. a.) ‚ 
Mach der Annahmeift da —9P —o. Da nun immer 
da + oB rayzo ift, fo iſt aa + yo, a——oy. 


200 Zrigonomefrie , 


Setzt man nun auch in den Gleichungen in (36.) da = 
0; fo erhält man 
bob = bcosade, 
0 = sinadb + bcosade. 
Man hat alfo nach einigen leichten Reductionen folgende 
Gleichungen: 


‚da = — dy, 
Ob = cosadc, 
bda = — tangaob, 


zwiſchen ob, dc, da; oy, aus denen ſich, wenn —* 
eine dieſer Größen als. bekannt angenommen wird, die 
übrigen berechnen laffen. 
43. Unveränderlih a, a. | 
Veraͤnderlich b, c, 3, y. (41.b,) 
gd=da=o0, Prhım—o. 
Aus den Gleichungen in (36.): 
0.= acoıyöb 4 acospde, 
— sinsöb = — acosßoß. 
Folglich nach gchoriger Reduction: 
2255. 
— — — EN 
acosßOß — sinaob. 


Die letzte Gleichung kann man auch fo darftellen: 
asinß0ß = sina . ni ob= sinatangßöb. 


| Aber asinß — — bsine. Alſo 


boß= tangfob. 
4. Unveränderlich a,b 
Veraͤnderlich «, Au ,7 m (41. c.) 


Mach der Annahme ift da — ab = o, Alſo 2 66); 
da +0ß + dr=o, 
o= acosfdc + besina da, 
o=bcosede + acsinßoß, 
‚ode = absinydy, 
| o=bcosade — acosß 08; 
oder — besinada = acosß dc, 
| — acsinBOß — beosade, 
c0c = absinydy, 
 acaßCeh = beosade. 
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Dieſe Gleichungen laſſen ſich aber abkuͤrzen. Es iſt 
naͤmlich 
— bosin a ainß õo —= asinßcosß de, 
— besinatangßda = asinßde, 
bsing = asinß [4], 
— ctangßda = de. 


; Eben fo — ctang aß rc. Serner iſt —— a. — * .0Y 
en — oy a sin 30bsin aoy; und endlich: 


asinasinßcosß0ß = bsinasin cosa da, 
asinftanga0ß — bsinatangfde, 
‚asin? =bsine, 
tanga 0ß — tangßda. 
Alfo ir man folgende Gleichungen; 
da +0 F%y=o, 
— ctangßda = de, 
— ctanga0ß = Öe, 
dc = asinfdy = bsinady, 
tanga Of = tangf da. 


45. Unveränderlih &, 8. 
Veraͤnderlich a, b, c (4. d.) 


Da offenbar auch y unveränderlich iſt, ſo iſt auch — =o, 
“ und man hat folglich nach (36.): 

da = cosydb + cos fde, 
Gb = cosyda + cosade, 

dc = cosfßda + cosaob, 

ein ßda — sinadb = 0, 

sinyob — single = 0, 

sinade — sinyda = % 





.da _-sine a 
ob sin ß pp’ 
. ob sin 4 b 
de siny c’ 
de siny _ © _ 
da sna a’ 
oder bdamadh, cob = böc, ade = cda. 


46. Zu den bei Mayer 0.4.0. ©. 491.492. ange: 
führten Schriften, worin diefer Gegenſtand theils ſynthe— 
tiſch, theils analytiſch abgehandelt iſt, fuͤge ich nur noch: 


Aestimatio errorum in mixta mathesi per variatio- 
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‘nes partiym trianguli plani et sphaerici. Lemgoviae. 
.1768. Camerer, theoria aestimationis error. in 
triang. planis et sphaericis. Tub. 1783. 4. und Aſtron. 
Jahrb. Suppl.I. ©.149. Cagnoli Trigonometrie 

pas Chompre. Paris, 1808. 4, Chap. XII. 


I. Sphärifche — 
— der Grundformeln. 


47. Sey apy irgend ein ſphaͤriſches Dreieck das auf 
der Oberfläche einer Kugel gedacht wird, deren Mittel: 
punfe O, Radius r ift. Es: ift verſtattet anzunehmen, 
daß feine Sxite diefes Dreiecfs die halbe Peripherie über: 
fteigt, weil es in einem folchen Sale offenbar immer ein 
Nebendreieck des gegebenen giebt, deffen Seiten die Er: 
gänzungen diefeg zu 180°, und alle Fleiner als 180° find. 

- Diefes Dreieck laͤßt ſich ſtatt des gegebenen berechnen. 
Ueber die geometrifche Theorie fphärifher Dreiecke f. m. 
den Artifel Kugel. (16.) ff. 


48. Jedes fphärifche Dreieck Fann als die Seiundfläche 
einer förperlichen Ecfe betrachtet werden, deren Spige und 
Kanten der Mittelpunfe O und die Nadien Oc, Oß, O 

\ find. Um die Unterfuchung in möglichfter Allgemeinheit 
anzuftellen, denfe man fich durch O drei rechtwinflige Aren 
gelegt, deren pofitive Seiten Ox, Oy, Oz feyen. Die 
Sage von Da, OP, Oy beftimme man durch die von diefen 
Linien mit Ox, Oy, Oz eingefchloffenen Winfel, indem 
man diefe Winfel von o bis 180° haͤhlt. Man beʒeichne u 
diefe Winfel duch 2, 2, us z, A, WW; x, X, WW. 


49, Liege nun O« in irgend einem der ade, durch die 

drei Axen gebildeten, koͤrperlichen Winkel, und ſeyen x;, 
4, A, die von Oa mit den zunaͤchſtliegenden Theilen der 

3 drei Apen eingefähloffenen fpigen Winfel. Fällt man von 
& (Fig. 92.) auf die Ebene der xy das. Perpendifel aa’, 

sieht Od’, und mit O«’ und den Aren der y, x die Pa: 
rallelen ac, da, eb; fo find, wenn man noch aa, ab 
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zieht, die Linien aa, ab, ac auf den Axen ver x, y, z 
fenfrecht. (Ebene 14). Afo 
| Oa = Os „ cosx,, Ob = Oa. cosl,, Oo = 0a . cosu,. 
Aber Oa? = Oa’? + aa’? = Oa? + Ob? + Oo? 

= 0a? . [cosx,? + cosk,? + cosu,?} 

1 = cosx,? + cosl,? + cosu,?. 

Da nun aber die Winfelz, 2, u offenbar die Winkel 
%ur hr Kr felbft, oder ihre Ergänzungen zu 1800 find; 
fo ift, weil das Vorzeichen einer Größe feinen Einfluß auf 


dag Zeichen ihres Quadrates hat, cosz2,? — cosz?, 
cosA,2==cosA?, cosu,? —cosu?, und folglih: 
cos? + cosi? + cosu? —1 


cosx«? + cosl? + cosu’? 1 [15] 

cosx’? + cosi’2 + cosu”?—=1 | « 
50. Bezeichnet man jeßt durch x, Y, z die Coordina⸗ 
. ten des Punftes a; fo ift (Fig. 52.) Lad —=z. Es iſt 
aber klar, daß «a über oder unter ber Ebene der xy liegt, 
d. i. pofitiv oder negativ zu nehmen ift, jenachdem der 
Minfel u < oder > 180° ift. Da nun aa — cos, 
(49.) = rcosu, iſt; fo ift + ae == rTcosu. 
Afox—rtosz, y=zrcosi, z—= un woraus 
ſich nach (49 )r wenn die Coordinaten von 4 und y durch 


X, yı 25x, y“, 2“ bezeichnet werden, augenblicktich 
ergiebt: 


rd) + y’? + 7? — r? [16]. 
x» y"”? 4 252 72 
51. Die den Seiten a, b, c des ſphaͤriſchen Dreiecks 
entſprechenden Sehnen bezeichne man durch a’, b’, c’; fo 
iſt, wenn man fi) durch 4 dreineue, mit den primifiven 
parallele, Coordinatenaren gelegt denft, und die Coordiz 
naten von / in Bezug auf diefes Syſtem durch — Yır 
Zu, bezeichnet, nad) (50.): 
try? +z?mar 
Augenblicklich erhellet aber, daß, mit gehöriger Beruͤckſich⸗ 
tigung der Vorzeichen, da bie Coordinaten des neuen Ans 
fangspunftes x, y', z find: 
x. x —- x „=-yP"—y,,. mı" 7; 


| alfo 


wu Trigonomeftig 
a —- +" Irre 
(x” — x)? + (y" — y)? 4 (z" — z)? — b’2 | [117]. 
“ir NW Hr ec 
52. Entwickelt man dieſe ——— ſo erhaͤlt man 
mit Bezug auf [16] leicht 
Ir? — a? = xx” + ay'y" + 2z'7” 


2r?2 —b’? = 2x” + 2yy’ + 27" | [18] 
22 — ce?=ıX +2, + 2 


53. Sekt man nun in diefen Formeln für die Coorbi: 
naten die Ausdrüde in (50.), und bezeichnet eine Größe 
von der Form 

cosx « 008x 4 cos , cosi’ 4 cosa , cosu’ 
durch (2, 2); fo erhält man 

2r? — a? m 272, o(=, =”) 
2r? — b’? = Ir? , pl(x, x”) | [19} 


2? - ? = 2r?2. pl, «) 


54. Da nun aber in dem ebenen Dreiecke BOY nad) 2] 
offenbar. 


ar 
ift; 0 ergiebt ſich aus den — Formeln ſehr 


leicht: 
cosa = = 9(&,, * 9 
cosb = p(x, «”) | [20] 


cosc = p(x, x") 





2r' 
cosa * 


59. Um ferner Ausdruͤcke für die Winfel des fphäri: 
fchen Dreiecks zu erhalten, errichte man von O aus auf die 
Ebenen @Oß, «Oy zwei Perpendifel; fo werden dieſe 
Perpendifel offenbar einem dem Winfel © gleichen Winfel 
einfchließen. Bezeichnen wir nun die von dieſen beiden 
Perpendikeln mit Ox, Oy, Oz eingefhloffenen Winkel 
duch, n, 0; Ed, 7, ©; fo ift, da diefe Perpendifel 
auf Od, OP; Os; Oy fenfrecht find, und die Formeln 
[20] offenbar überhaupt den Eofinus eines von zwei Linien 
im Raume eingefchloffenen Winfels darftellen ; 


\ 
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o = c0sxzcose + cosicosn -+ cos4uc00s®, 
0 = cos«cose + cos à cos 4 cosw'cos®, 
1 = cose? + cosn? + cos 8? [15]; 
0 == cosxcose’ + coslcosn’ + cosucos ®, 
O ZC cos«"cose + cosi”’cosy + cosu" cos, 
1 = cose? + 0057? + :c0s 6’? [15]. 
Eliminirt man nun aus den erften beiden Gleichungen zu: 
erſt cosn, und dann cos; fo ergiebt fi ich / indem man 
eine Groͤße von der Form 
cos æ cos — oos x cos2 
durch £(x, A) bezeichnet; 
f(x, 2)}]?. cose? = {fQ, 4)]2. cos 9 
(Ela, a)]?. cose? —= IFG, w)l?. cosn? 
lfQ@, a)]?. cose? = {f(2, w’)|?. cose?, 
woraus ſich mittelft der dritten Gleichung Leicht ergiebr: 
cose? = — —— —— — 
ei, a) + HE, ) 42 + 1ER, a’)? 
Ele, w’)}° 
ka, 2)? + HE, A) + ME, A)? 
f(x, 4) I? 

+ Er 
Entwickelt man nun den gemeinfchaftlichen Nenner diefer 
Bruͤche; fo „erhält man, indem man die Producte 
cosæ?ꝰ cos x2, cosA2cosA?, cosw?cosw? zu. und 
von der Entwicelung addirt und ſubtrahirt, mit Hülfe 
von [15] und [20], diefen Nenner = 1 — 9 (£, x)? 
= 1— cose? = sinc?, und folglic) 

[f@a, wyR? 
sin c? 


If (x, w)}? 
sin c? [21] 


f(x, X) 5 
. sin c? 


con? = 


cos 8? = 


cose? = 
cosn? = 


| c03 8°? = 
und eben fo | 
_ l|fQa, wa’)? 
ec — 
f(x, „")}? 
en 23 [22] 
c08 0? — 
* sin b? 


56. Beftimme man nun hieraus cose, cos 7, u. ſ. fr 


con? — 
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"fo erhält man für jeden Coſinus zwei Werthe, welches FR 
leicht daraus erflärt, daß von O aus auf jede ber beiden 
Ebenen «OP, aOy eigentlich zwei Perpendifel errichtet 
werden Fönnen. Obgleich fih nun zwar nicht im Allgemeis 
nen beffimmen läßt, mit welhem Vorzeichen jeder diefer 
Coſinus zu nehmen ift, damit er den beiden von O ausges 
henden Perpendifeln entfpriht, deren Winkel dem Winfel 
co gleich iftz fo ift doch Folgendes klar. - Sind nämlich die 
Ausdrüce für cose, cosn, cos © beftimmt; fo a 


- aus denfelben die Ausdrücke für cose‘, — cos G 0 her: | 


vorgehen, wenn man in jenen überall u’, 4” ſtatt w, # 
fest. Denn fey 3. B. einmal 


cos cos u’ — C03s1’c0s u 
— — — —ñ— — — — — 


cosa = 
sine 

aber nicht 

a RAR — au cos er; 
sinb 

- fondern 

i | nd 9° cos u — cos2cosu s 

sin b 


Stellt man ſich nun vor, daß fich die Linien OP, 0yr 
alfo auch die Ebenen «OA, «Oy einander nähern, fo naͤ⸗ 
bern ſich auch die beiden Perpendifel, deren Winfel = « 
ift, einander immer mehr, und fallen mit den beiden Ebe: 
nen gleichzeitig jufammen. Dann nähern fi) aber ‚auch 
die Winfel A, w, e immer mehr den Winfeln A”, u”, €, 
und werden diefen gleich, wenn die Ebenen sufammenfallen, 
fo daß alfo offenbar, wenn A = X, W — uw” wird, 
cose — cose werden muß. , Unter obiger Annahme 
würde man aber für dieſen Fall, da augenfcheinlich auch 
b=c wird, coss — — cose erhalten. Es ift alfo 
zu gleicher Zeit entweder 


“ 
cosAcos u’ — cosl’cosu 
rer 


cos ⸗ — 


simc 
cos cos - cosi” cosu 4 
| sin b 
oder 
cos’ cosu — cosicos uw’ 
cose = — — — — 


sinc 
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s_ c0sl”cose — coslcosu” 
coss' = ; 
sin b — 


oder | \ | 
cose — + ne) cose!'—+ fd, a”) : 
- sinc — - sinb .? 
wo die obern und untern Zeichen ſich auf einander beziehen. 
Alſo iſt immer mit gehöriger Vertauſchung der Buchftaben: 
cose ı core = 1A: 4 - zer e2 
| Em u). Ka, u yE ro; 
sinbsinc 123] 
— f(x, 4”) . fdx, 4”) 
— 9.c0ad'= sinbsince 


cosn.cosn = 


57. Da nun nach [20.] | | 
Cosa = cosecos#e’ 4 cosncosn’ + cos cos & 
iſt; fo erhält man aus [23] 
cosasinbsinc = 
(cos2cosu’ — cosi’cosu)(cosAcos a” — co8s1”cosu) 
+ (cosxcosw — Cosx’cos u) (cosxcosu” — osx” cos A) 
+ (cosxcos2’ — cosx’cosi)(cosxcosA” — cosx” cos 1), 


woraus fih, wenn man die Producte entwickelt, und die 
Ausdrüde cos? cos x cosx”, cosA2 cosA’ cosA”, 
cos u? cos w'cosw zu und von der Entwicelung addirt 
und fubtrahire, Teiche nach [15] ergiebe: | 
cosasinbsine = yp(«', x”) — pls, #”). plz, x"), 
d. i., nah [20], zugleich mie Vertauſchung der Buch: 
ftaben: | | 
Ä " cosesinbsine = eosa — cosbcoosc 
cos ßsinasinc = cosb.— cosacosc | [24] 
cosysinasinb = cose — cosacosb 
Diefe Formeln find von der größten Wichtigkeit, weil ſich 
aus ihnen die ganze fphärifche Trigonomerrie durch bloße . 
Rechnung ableiten läßt, welches die Weitläufigfeit des 
obigen Beweifes entfchuldigen mag. Das Streben nad 
größter Allgemeinheit hat ung zu demfelben geführt, da alle 
uns fonft befannt, gewordenen Beweife nur für Dreiecke, 
deren Seiten den*Quadranten nicht überfteigen, gelten, 
und, follen fie allgemein gemacht werden, ebenfalls: weits 
läufige Betrachtungen erfordern. M. v. jedoch Grund- 


« 


⸗ 
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‘lehren d. eb. u. sph. Trig. v. Münchow, Bonn, 
1826. 5.131 — 143. Hestermann Trig. sphaer. 
leges et formulae. Vindob. 1520. 4 Obiger Beweis 
fest die Formeln der analytifchen Geometrie nicht unmit: 
telbar als, befannt voraus. 

Durch Eonftruction kann man diefe Formeln, wenn 
feine Seite den Quadranten überfteige, Teiche auf fol- 
gende Art beweifen. Sey «py (Fig. 53.) dag gegebene 
Dreieck, Mean fälle von / auf Oc, wenn O der Mittel: 
punft der Kugel ift, dag Perpendikel yd, errichte durch d 
auf O« dag Perpendifel de, und ziehe ye; fo iſt⸗ ea 
Aber [2]: 

ys? —= 0Oy? + Oe? — 20y.Oe. cosa, 
ya? = yö? + det — 2yd „de . cose, 

Aber, wenn r den Halbmeffer der Kugel bezeichnet: 
..yd= rsinb, de=0Od.tange = rcosbtango; 
U=tr, Os = 03. seco — rcosbsec.c, 

Folglich, wenn man fubftituirt und mit x? aufhebt: 
1 + cosb? sece? — 2cosacosbsecc 
= sinb? + cosb?tange? — 2sinbcosbtangccose, 
A cos b? sin c? 2sinb cosbsinccos«a 
sinb? + — —““ 





— — — — — — — — —— — — 
cosc? cos c i 

— — 2cosacosb 

— cos c? cosc ' 


sinb?cosc? + cosb?sinc? — 2sinbcosbsin ccosccos«a 
— cosb? + cosc? — ?2cosacosbcosc, 
2cosacosbcosc = 2sinbcosbsinccosc cosa . 
 +cosb?(1 — since?) + cosc? (1 — sinb?) 
== 2sinbcosbsinccosccos« + cosb?cosc? + cosc?cosb? 
= 2sinbcosbsinccosccos« + 2cosb?cosc? 
cosa = sinbsinecosa + cosb.cosc, 


woraus bie beiden andern Formeln unmittelbar durch Vers 
taufhung der Buchftaben folgen. 


58. Es ift.alfo 


cosa — cosbcosc 
ee te — 


sinbsinc * N 
’ j — in b?sinc? — (cosa — cosbcösc)? 
sinc . 
(1 — — — c008c?) — (cosa — cosb.cosc)? 
— —— — — — — ne —— 2 
sin c? 
_i1— cosa? — cosb? — cosc* + 2cosacoshcosc | 


sin c® 
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Denfelben-Ausbruc erhält man ganz auf ähnliche Art für 


. sin‘? sina?. Alfo & sina?sinb? — sin ß?sina2, 
und folglih, da Feine Seite, alfo auch offenbar Fein Win: 
fel, > 180° ift, die Sinus alfo immer pofitiv find; 
sinesinb = sin fsina 
sin Asince — — | [25} 
sinysina = sinasinc 
woraus leicht der befannte Sa folgt, daß in jedem fphä- 
rifchen Dreied die Sinus der Seiten fi) wie die Sinus . 
‚der gegenüberftehenden Winfel verhalten. RE 
59. Man denke fih nun ein Dreieck «’ß’y’, deffen 
Seiten und Winfel die Winfel und Seiten des gegebenen 
Dreiecks zu 180° ergänzen (M. f. Supplementardreiec‘); 


ae+=-/+b—=y+ cd = 180°; 
arta=b+Pf=c+y = 18°; 
cosa = — cosa, cosb’ = — cos f, cosc’ — — 00377 
cosa’ = — cosa, cos’ = — cos b, cosy = — cosc, 


Aber nah [24.]: 


cosa’sinb’sine’ = cosa’ — cosb’cosc. 
Afo 


— cosasin Psiny = — * Er cosßcosyy, 
oder | 
 eosasinfsiny == cosa 4 cos cosy 
cosbsinasiny = cosß + cosacosy | [26] 
coscsinasinf — cosy + Eosa cosß Ä 
Aus der Vergleihung diefer Formeln mit [24] erheller, 
dag man immer die Seiten und Winfel gegen einander 
vertaufpen Fann, wenn man mus die Coſinus negativ 
nimmt. | | 
. 60. Delationen zwiſchen allen ſechs Stüder erhäle 
man auf folgende Art. Mach [24], [25], und bekannten 
goniometriſchen Formeln iſt: | 2 


sin(@ + sine sin 
sin(e + P) = — c0f + zur cös« 
sıny - >» siıny siny . 
— Sina cosb — cosacosc - 

—— —rtb — — —— 
sınc sinasınc 
sinb cosa — cosbcosc 
—_— nn nn —— — 


sinc “ sinbsinc 
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| : 00a cosb — cosacose — cosb cosc 


sin c? 
. (cosa + cos cos b)(1 — (05 c) 





sinc? _ 
cosa -+ cosb 
rel” * 
+ Oan een fo erhält man 
Zu sin(a — ep) cosb — cosa | 
siny 2sin4c? 9 


und. aus den Formeln [26] auf gleiche Weiſe: 


sin(a+ b) _ cosa + cosß 
ee er _——, 


sinc — 2sinty? 
sin(a — b) _ cosß — cose' 
sine —  Reosty? 
Aber auh nah [25]: . nn 
sine + sinß sina + sinh sinb 
siny . = sin c 


Durch eine leichte Transformation (Soniometrie. 28. 35.) 
ergiebt fich aus den erhalteren Afultaten: 


sin + (« + #)cos$(@ + ß) N _ cos+(a + — — b). c 
0 sindycost Y cos4+c? 
sin sint(e — P)cost(a — Pf) _ — Sin+(a + b)sint(a — b) (2) 
sıntycos4y sine? 
sini(a + b)cost(a + b)- _ 084 (e + B)cost(a — — .®: 
sintccosic sinty? 
sint(a — b)o0s3 (a —b) _ _ sin} (a + P) sin} it u) — y (4) 
sintccostc costy? 
sin}(@ + * cost(a — ß) _ _ sin+(a + b)cosi(a —.b) 6) 
j siny sin 
cost(« + A)sini(a — Pr cosi(a + b)sint(a — b) (6) 
siny sin © 


61. Dieidirt. man nun (5) durch (3), (6) durch (3), 
©) durch (1), (6) durch (1); fo erhält mans 


sin+(@ +) siniy? _ cosi(a — _b) win Bü 
































cosi(e+ß)' siny cost(a-+ b)" sinc 
sint(@a—ß) sinty® _sint(a — b) sin+ccos+c 
cost1(a—ß) ar mir ‚ snc ? 
sint(a 4b) cos!ic? _ cosi{a — ß) sintycosty 
cos!(a+b)" since cosi(a+ß)' siny 
sint(a—b) eoste?2 * sint{@ — $) sintycos4y, 
cost(a—b) ' — * sinäa+ß)" suy  ° 


woraus fich ferner leicht ergiebt: 
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tang}(e + Atangiy = 2 2) | 
ante Angie 

cost(@ — 4) 27] | 

cos}(a + ß) RE, 
sin!(e — ß) | 
\ sins@ +]. _ En 
Diefe Relationen zwifhen fünf Stuͤcken, aus denen ſich 
uͤberhaupt zwoͤlf Gleichungen durch Vertauſchung der Buch- 
ftaben ergeben, nennt man die Neperſchen Analo- 
gien, . Mirif. Logar. canonis constructio. pp. 56. 61. 





tangı}(a + b)cotic— 


tang}(a — b) cotic — 


62. Multiplicire man aber (2) mit (3) und (4), fo 
‚wie (1) mit (3) und (4); fo erhält man: | 
cos4(a— P)? cosi(e + P)sin4(= — 4) 
ee 
— sin (a J b)? s gos+(a + b)sin+(a — b) 
sin+c? sin c : 
sint(@ — ß)® sini(a + P)cosi(a — 'P) 
costy? £ | siny 
__ sini(a — b)? sini(a + b)cosifa _ b) 
inter —° sin c > 
cosz(@ + P)? sint(a + B)cosi(a — 4) 
sint4y? u siny 
__ c08s}(a + b)? cost(fa— b)sini(a + b) 
— Tœoge FE 
sin + ß)? cosi(a + P)sini(a — 4) 
TTV siny | 
_ cos#(a — b)? cos+fa + b)sinifa—. ph) 
cost " sine Ä ’ 
woraus ſich, vermöge (5) und (6), durch beiderfeitige Di- 
vifion, und Ausziehung der Quadratwurzel, Teiche ergiebt: 
cos4(« — P)sinye ='sint(a + b)siniy 
sin+(a — P)sin}c = sint(a — b)costy 
cos4(a + f)costc = cos} (a + b)sinty 
sin!(@ + A)cos$c = cos}(a — b)cosiy 
Dieſe hoͤchſt merfwürdige Folge von Gleichungen hat Gau 
(Theoria motus corporum coelestium. Hamb. 1809, 
p.51. ohne Beweis befannt gemacht, und fie.als ſolche, die in 
den Lehrbuͤchern noch fehlten, befonvers empfohlen. Man 
nennt. fie Daher in Deutfchland gewöhnlich die Gaußi- 
| en Dr _ 








[2] 
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ſchen Gleichungen. _ Zu bemerfen ift aber, daß Molke 
weide ſchon im Novemberftüc der monatl. Correfpondenz 
©. 398. 399. diefelben Formeln bewiefen, und dabei zus 
gleich bemerfe hat, daß fe in den Spftemen der Trigono: 
metrie noch fehlten, obwohl fie eine bequeme Are, eine 
Seite, ohne einen der an derfelben anliegenden Winfel zu 
fennen, zu finden, an die Hand gäben. Auch bemerft 
Mollweide a. a. D. ausdrücklich, daß in der dortigen 
Bezeichnung p—= 4(B — C), v = #(B +0) ſey, 
wodurch die dortigen Formeln augenblicklich in die ihnen 
oben gegebene Geftalt übergehen. Außerdem hat au 
9 elambre in der Connaissance des tems von 1808. 
diefelben Formeln befannt gemacht, weshalb franzoͤſiſche 
Schriftſteller fie gewoͤhnlich nad) ihm benennen. . Daßman 
in obigem Beweife, welches vieleicht einigen Zweifel erres 
gen könnte, die Quadrafiwurzel nicht auch negativ nehmen 
darf, erhellet fogleich, wenn man überlegt, daß alle Win: 
kel 180° nicht uͤberſteigen (47.), und daß, in Bezug auf 
die zweite Gleichung, « — P negativ ift, wenn a — b es 
ift, da dem größern Winfel immer die größere Seite ge: 
genuͤberſteht. Andere Beweife ſ. in Sniadecki's fph. 
Trig. A. d. Poln. von Feldt. Ipjg. 1823. ©. 20. 21.; 
Conn. d. tems. 1812. p.349.; Traité d’Astronomie 
par Delambre. T. J. P. 157.5 Deſſen Abrege d’A- 
stronomie. p: 110.5 Annales de Math. III. p. 351. 
XV. p. 284.; Littrowstheoret. und prakt. Astron. 
1. 5.10.; Puissant: Geodesie. I. p. 65. 66. 


| Allgemeine Auflöfung aller Faͤlle. 


63. Folgende Faͤlle koͤnnen vorkommen: 
a. Gegeben alle drei Seiten. | 
b. Gegeben zwei Seiten und | 
o. der eingefchloffene, 
ß. ein Gegenwinfel. 
c. Gegeben eine Seite und _ 


Sphaͤriſche. F 213 


a. die beiden anliegenden Winfel, 


ß. ein anliegender und der — — 
Winkel. 
d. Gegeben alle drei Winkel. 


64. Gegeben a, b, o 
63. a. 
| Sefuht a, P, Y ) 
Nah [24 iſt | 
_ cosa — cosbeose 
ua *:"3 TV ——— 
cosb — cosacosc 
sinasinc z \ Fi 
cost — cosacosb 
sinasinb 


Um leichter mit Logarithmen zu rechnen, bet man den 
Hülfswinfel ꝙ wittelſt der Formel cosp == cos sb cos c; 





oos 4* 


cosy = 


® 








fo hat man 
_eosa — 0039 _ 2sint(a + ——— a) ı. 
sinb since sinbsinc 


Eben fo für Bund y. Ferner ift, fürd(a+b+e)=s: 
cosa — (cosbeose — sinbsinc) 
sinbsinc 
eosa — cos (b + 6) 
sin b sinc 
— Zsin+(a +b + o)sinz(b+c—a), 
sinbsine ——3 
— (058 cosb cosce sinbsine 
1 — cosa = a 
— cosa + cos(b — e) 
* sinbsinc 
= 2sint(a +b — co)sinl(a + c— 2 


sinbsine 


— GLEN) (s —a) 
— 305 sinbsinc ® 
= Be UT — b)sin (s — ce) 


in bsine 


140080 =- 


= 


> 


sin (8 — ıb)sin (s — 6) 
sin s sin (s a), 


27 sin ssın (8 — a)sin(s — — E — =), 


sin in baue — sinc 


Durch Weiterruͤckung der Buchſtaben conſtruirt man leicht 





taugja = ” 


sin«e = 


> 
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ganz ähnliche Formeln für die übrigen Winkel. Aus die: 
fen Ausdrücen ergeben fich leicht folgende ——— zwi⸗ 
ſchen allen ſechs Stuͤcken: | 
sin;esintAsiniy.= 
sin(s — a)sin/s — He (s — 2: 
sin asinb sine 
c0S4acos4ßcos!ly = 
sin sYsinssin(s — a)sınıs — bsm@ 0). 
ö— — rmasnbsinc Te 
tangtatang4tangiy = 
Ya Same 
sins Yıms . 8 


65. —— c, — 
Nach [24] it 


sina — *— 





cos b — cosacose 

— me 
cosacosce — cosb cosc? 
me 
sinacosß + sinbcosc coge = cosbsinc; 
_-— @ 5]; a 
sinbsinacot# + sinbcosccos« — cosbsine, ® 


sinbcoscecosa = 





sin am 


eotbsine — Cosc cosa 
—r r — —— ⸗— —— — — 7 


— sin « 


cotesinb — cosbcos« 


ty == 
ae 5 sin« 


woraus P, y ohne Zweideutigkeit gefunden werden. Da 
aber diefe Formeln zur Togarithmifchen Rechnung unbequem 


find, fo berechne man lieber (+ 2% und 3(P— 7) aus 
den Meperfchen Analogien 


cos+(b — c) 
a A in cos+(b + ec) 





——cotla, 
ee, 
woraus man ebenfalls ohne Zweideutigfeit 
BEI HN+IR— N, 
Ä ‚=ı FT) 3@ß—)y); 
erhält. Die Seite a findet man aus 


wo aber immer eine befondere Beurtheilung, ob a 
oder > 900, noͤthig iſt. vermeidet man, wenn 
man a aus | 

cot}a = ri Ni. 4 c) 

— — 
beſtimmt. Auch kann man ſich, da man alle drei Winkel 
kennt, der Gaußiſchen Gleichungen zur Berechnung von 
a bedienen. Auch iſt im Supplementardreieck nach (64) 

vr Y Sint(a + b7+ —— — a) 

ee -f sin b’ mon, 
ya +b+O)+ICHFLN)=, 
sb re—a)+4ßHrYr—e)= 9°, 
sint@a@ + He)=— costle + + 7), 


sin F— a) coll Hy— a), F 

4a’ + 44 =%0°,b’ + 4 = 180°, cd’ +y=180, 

costio’ —= sinta, sinb’ = sinja, sinb = sinf, ein = uiny, - sine’ = siny, 

sinza = — — —— —— ), 
sin f sin y 


woraus ebenfalls a ohne Zweideutigfeit gefunden wich, 
wenn nach dem Obigen die drei Winkel bekannt ſind. 


Unmittelbar aus den gegebenen Suͤcken ift nach [24] 


.cosa — cosbcosce + sinbsinccos«@ 
cotb 


= sinbcos« Jsine + cos0c.—. 
C0Se 


Iſt nun unspy= — E7E foift _ 
co * 


cos a * 
tan 
co 





a c + cos — 2 





— — + cos csin p) y 
„_. cosbsin (c + 9), 
singp 


Kann a N den Eofinus nicht mit: erforderlcher Genau: 
.. bereihnet werden; fo ift 
cos a = cosbcosc + sinbsinccosa | 

= cosbcosc + sinbsine(1 — 2sinta?) 

= cos(b — c) — 2sinbsincsinte?, 
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und folglich, Indem man 
cosa=1— 2sinta?, 
- c08(b - 9: = 1— 2(indch - — eyy | 


fenes: 


. singe? — - y⸗. + — 
Sey nun 
tang ® = — sinbsincj 


fo if a | 
Br, sinta = sint(b — e)YT + tang ® 
= sint(b — c)sec® — zu = » 


Auch * Transformation * IHNEN 
Man fege 
cosa = = = 2cos$a2 — 1, 


— cos(b — c) = 2(cos4(b — c))? er 15 
fo giebt die obige Formel für cosa: - 


costa? = (costch — 0)? . 1— et . 

Der negative Theil des binomifchen Factors mug <1 
ſeyn, weil fonft 2 imaginär wäre. Daher. Fann 
man ſetzen 
a V. 
Alſo a 

costa = ceos4(b — JYi — sinn? 

== cosi(b — c)cosn, 

Noch eine Berechnungsart der Seite a lehrt Mollweide 
in der Zeitſchrift für Aſtronomie. J. S. 459. ohne Be⸗ 
weis, den ich beifuͤgen will. Man ſetze | 


eostaYsinbsinc = sinu; 
fo ift 


2sin4a? = 1 — ca 1 — (sinbsinccose + coosbcoso) 
= 1— sinbsinc(cost@e? — sin4a?) — gosbcoge | 
=1 + sinbsine — 2sinb sin ocog;} «2 — cosbcoso 
=1—2sinu —co(b+e) 
== 00324 — cos(b ++ e) 
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sinta = | sin(= 5 . + u)sin -— — u) . 
Sest man aber — 


sin$aYsinbsinc = sin w; 
fo if 


2 coa 4a22 =1 + cosa=i1+ —— 4 ae 
='1 + sinbsince — 2sinbsincsinta? + cosb cos 0 
=1 — 2sinw? + cos(b — 6) 

== cos2w + cos(b — c) 


co8 ja = Yolz= 4 + w)eos(-— — w). 

cos$ay sinbsine und — V sinb sinc fönnen Klin 
bar nie > 1 feyn, fo daß ſich alfo die Hülfswinfel u, 
immer beftimmen laſſen. Berner ſetze man 


sinbsincsinacot+ a 














sin(b + e) — 
ſo iſt | 
tangy = 2 er ze c — a 
Folglich nach dem Obigen | 


2siny.a? = 1 + sinbsinc — — +c) — eos h 0050 





„ Sinysin (b + ec _ 
—— — 6os (b 4 0 — =». 
cos y 
sin}a = Me), 
cosy 


Aus dem Ausdrucke für 2sin 4 a? ergiebt fih augen 
blicklich | 


cosy + cos(b+c— y) 
a — — — — — 
gosta? = Cosy ’ 


nı= | — — = | 
— F tang( ae 


Endlich ſetze man noch 


sinbsincsinatangt« 
. ' sin(b = €) 











= tangı, z 
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 2sinbsinesinya?-. 
sin (b — c) 
2 sin w? 
” sin(b — c) * 
Alfo * dem Obigen | 
2cos4a? = 1 -+ sinbsince — tangzsin(b — c) + con bcose 


— sinzsin(b — SER ER 


c037Z 


. 6082 + cos(b —c+ J 


* Sr 


— — 
cos 4a aan a an ie FR 


c05Z 


nn = 








cosz — cos(b —c-+ n. 
co$Z 


sin 4aꝰ 





a Gr 


Hat may a, fo kann man * Pıy (ie finden. Nach 


(64.) ift 
— Y sin (s — a)sin(s — c) 
tang4P gr sinssin(s — b) h 


(sin(s — a)):sin(s — b)sin(s — c) 
sinssin(s — a)(sin(s — b))2 








tangta * — 


— sin (s — 0) ee, 
sin — „=, b) sinssin(s — a). 
ng jun le, 

sin (s — a) 





tangiy = m (s. — — I due 


M.f. auch Puissant Geodesiel. p. 9. Connaiss. 
des tems. 1820. p. 346. 


Auch die obige Formel für cotß, und eben ſo die fuͤr 
coty , laͤßt ſich durch Einführung eines Huͤlfswinkels zur 
logarithmifchen Rechnung bequemer einrichten: Setzt 
man nämlich cosatang b — coty, fo giebt die Formel 


cotßsine — cotbsing — cosc cosa;, 


— — 


leicht: 
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—— = sine — cosccotg 


tang 
 cosle+ p),;.-' 
| iny  °,. 
Ä sin atangb sing a ER DB 
tans = — cos(c £ 9). p)° ’ 45 va 


und folglih, wenn man für sing feinen: Be einfüßets 


tang = __ tangaecosp 


 eos(e +9) 
Sir cos atangb — —tangy würde man finden? 2 
cotß — Ir vo). Ai 


66. Gegeben a, ß, y 
Gefucht &,-b, © (63. 0. a.) 
Man denke fich dag Supplementardreieck, ſo iſt nach (65 9 


cotb’sinc’ — cosc’cos«’ 
eot a = N 
sin 4 
— cot#siny — Cosycosa 


sina 
— — 1 cosycosa — 
sin a 


cotysinß 4 cos 4 cosR 
sin a 


ee 


Die Rechnung mit Logarithmen wird een, wenn 
man cosatangf — tanggy feßf, woraus | 
= = siny -+ eosytangp, | ee 

_ tangasinp — 

ee = Gr" 


Fuͤr SE — tangy erhält man: 


cosa 
cotacos(y — 2. 

008% 
Mit cotc verfährt man eben fo. Indeß laſſen ſich b, o 
auch mit Leichtigkeit durch die Neperſchen Analogien: ” 

iars 18 ho) = En ungta,. 

__ sin4{ß — y). 
sin+(# 4 7) 
ohne Zweideutigkeit finden. 


Berechnete man, nachdem b,c gefunden, anach ben Sormeln 


' ecotb = 





tang+(b — c) = tangia, 
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fo würde eine beſondere Beurtheilung wegen der Art des 
Winkels a nöthig feyn, welche vermieden we wenn 


‚man fich der Meperfchen Formeln 
u sti(b — 
| — tangye. = on, cot+(ß 4 y) 


| = rn I ot) 
bedient. iſt weil man nun alle drei Selten Fennt, 


nach (64 
| 00s}a = = sinssin(s — a) 
r - sinbsinc * 


Unmittelbar aus den gegebenen Stuͤcken er * d 
die Formel [26]; : ER 


cosa = cosasinfsiny — cosßcosy, _ | 
welche zur Togarichmifchen Rechnung. bequemer eingerichtet | 
"wird, wenn .man ——— — cot O ſetzt, woraus 
man erhaͤlt: 


oos ; = 


67. Gegeben a, Pr y | 





—— — 
sin 6 = 


Gefuht a, dic | 4) 
Nach [26] if 
— cosa + cosßcosy 
sin Asiny x 
BE 17; + cos a cosy 
. sin asiny 
— cos4 cosacosß , 
sinasinß: 


und ganz auf ähnliche Art, wie in (64. ) in Bezug auf die 
Seiten, erhält man bier, für 4a 4 30495) 8 in 
Bezug auf die Winkel: 


cos (s’.— $) cos ( — 5 


cos! am — * 7 * 
7 sin ßsin y 
— — cos — a) 
sınza — ——: — — — 
sin ß sSin | 





— coss’ cos (s. ,—.«) 


taus a cos(s — B)cos(# = 7)’ 
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ina 2T— coss _tos(s —a) tos(s’—PB)cos(s’ in. 


siu Asiny 
cosßcosy — cosy erhält man | 
————— A 
sinfsing Ä x 
__ 2eostla + pcostle —g) . 
— sin oiny 








68. Gegeben a, 
Be: er 5 
Mat fuche zuerft A nad) der Formel 


— ein bain e 
np sina  ° 


und dann c, Y nach den Meperfcheh — 


cosl(a — Pf) 


eotic = Se FM) BEN + b) 
w "sint(@e — 4) Be 
— —— erh) ot (a —b); 


cost(a — b) 


tangty = oa 5) Forte +9 
een 
Man kann aber auch c, y unmittelbar aus den Datis er⸗ 
halten. Setzt man naͤmlich cosbtange — tang ꝙ; fo 
erhält man mittelſt der aus (65.) ſich leicht ergebenden BR 
cotasinb = cotaesiny + oosb.cosy, 
nach einigen Reductionen: — 
sin(y+ 9) = en - nr “en 
Setzt man dagegen cosatangb=—tangy j fo erhält man 
aus der Formel 
cosbcosc + cosasinbsinc = 00a [24]: 


cos a cos 
ya 


Der Winfel B, auf welchem die ganze erfte Auflöfung be⸗ 
ruhet, wird in diefem Falle durch feinen Sinus: gefunden. 
Daher fann A zwei, einander zu-180° ergänzende, Werthe 
haben, und die Aufgabe alfo zwei Auflöfungen zulaſſen. 
Es ift daher noͤthig, die moͤglichen Faͤlle Aw zu be: | 
fimmen. 
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Ma [ST | — 
| sintce _‘ sint(a— b) 
costy "smile — £) * 


- Da wir nun immer. fphärifche Dreiecke vorausfegen, von 
denen feine Seite 1800 iſt; fo ift der erfte Theil dieſer 
Gleichung, alfo auch der zweite, offenbar immer pofitiv. 
- Folglich, müffen, da die abfoluten Werche von + (a — b), 
3 (0 — P) gewiß 90° nicht überfteigen, a—b und «— ß 
- immer von einerlei Zeichen feyn, d. h. vergrößern Seite 
muß der größere Winkel gegenüberftehen, und umgefehrt. 
Ferner folgt aus den beiden letzten Gleihungen [27] leicht 
durch Divifion | 

tangı(a +b) _ tangila + ß) 

tang}(a—b)  tangt(a —B)" SR 
Da nun nad dem Borhergehenden 4(a —b) und 4(« —ß) 
immer von einerlei Zeichen, und < 90° find; fo find auch 
tang$(a— b), tang 42(0 — ß), alfo vermöge obiger 
Gleihung, tangz(a + b), tang$(a + A) immer von 


einerlei Zeichen, fo daß alfo zu gleicher Zeit 4+(a+b) =%0°, 


4a +) S 90° if, da, für $(a + b) — 90°, 
tang$(a + b)=.w, und folglich au 


tangt(a + A) = ER tangt(a + b) 


= 0, d.i.4(@ + 65) — 90° ift, weile + ß) nicht 
> 180° feyn fann. er 
Sei nun 1. 4(a+b)—= 90°; fo iff auch 4(a + ß) 
==9%0°, «a +ß==180°. Alſo * — 
a. fra — 900 auch 3— 9003 
b. fuͤr < 900, 3 9003 
0.6 füra > 900, B< 900, | 
In diefem Falle ift alfo die Art von A immer völlig be: 
flimmt. 





2. Für $(la + b) < 90° ift auch 4(0 + A) 900, 
ae + P,x 180°. Alſo 

a, für & =—=.90°, ß <,90°, | 

b. Iſt a< 90°, fo erhellet leicht, daß ſich über die 


+ 


‚Art von Peine allgemeine Beftimmung nicht geben läßt. 
Iſt indeß der berechnete ftumpfe Werth von AZ 180° — «6; 
ſo iſt 2 43 1800, da doch & + A< 180° ſeyn muß. 
Daher iſt der ſpitze Werth von 4 zu nehmen. Iſt der be⸗ 
rechnete ſtumpfe Werth von 41800 — u, fo. bleibt 
bie Aufgabe unbeftimmt, und es giebt zwei Auflöfungen 
c. Für a > 90 iſt A< 90° und die Aufgabe be: 
ftimmt. nz 
3. Für $la + 5b)>90° iſt auch F(a + B)>90°, 
«+ß>180%. Zr | 
a. Für « — 90° ift 8 > 90°, | 
b. Für « < 90° EB > 90% | 
c. Iſt « > 90°, fo läßt ſich Feine allgemeine Beftim- 
mung geben. Wenn indeß der berechnete fpige Werth von: 
P< 180° — « ift, fo iſt « + AZ 180°, da doch 
a + > 180° ſeyn muß, und man muß folglich den ſtum⸗ 
pfen Werth von 9 nehmen. ft der berechnere ſpitze Werth 
von B aber > 180° — a, fo giebt es zwei Auflöfungen, 
da offenbar für beide Werche a + 8 > 180°. DE 


69. Gegeben a, a, ß | 
Gefucht b, c, y (63. c. ß.) 


Man fuche b nach der Formel 
| inb = Fark, 


und c, ymiein (68... Man Fann aber c, y auch un- 

mittelbar aus den Datig finden. Aus (65.) ergiebe fich 

namlich leicht: | 
cotasinc = cotasinß + cosßcosc, 


Hieraus erhält man für cosAtanga — tangyt 


; | sin (og) = he, . 
Eben fo giebt die Formel 


cos = cosasinfsiny — Cosfcosy 


für 2 — tangy: 


cosa 





cosasiny 


IT ——— 
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Auch in dieſem Falle wird b, auf deſſen Beſtimmung die 
erſte Aufloͤſung ganz beruhet, durch ſeinen Sinus beſtimmt. 
Daher kann auch hier eine Unbeſtimmtheit eintreten. Man 
unterſcheide wieder folgende Faͤlle. 
1. Fuͤr 4(0 + 5) ⸗0ö iſt nad) (68.) auch K(a 4 b) 
== 90°, a b == 180°. 
a. Für a — 90° ift auch b == 90°. 
b. Für a < 90° itb > 90°. | 
c. Fuͤr a > 90° ift b < 90°. 
2. Für Lla+P) < 90° ift auch 4(a + b) << 90°, 
‘a+b< 180° , . 
a Fuͤr a — 90 if b < 90°. 9 
Ä b. Für ax 90° laͤßt fich Feine allgemeine Beſtim⸗ 
mung geben. ft. der berechnete ſtunpfe Werth von 
b3180°—.a, fo ifta+bZ180°, vadtoha+b< 180% 
alfo muß man b << 90° nehmen. ft der berechnete 
ftumpfe Werth von b aber < 180° — a, fo ift für beide 
Werthe a + b <* 180*, fo daß dann alfo zwei Auflöfun: 
gen der Aufgabe möglich find. Ä 
c. Fuͤr a > 90° it b< 90°. 
3. Für + (a +) > 9° if$(a + b) > 909, 
a-+ b> 180°. | | 
| a. Sür a 90° ift b > 90°. 
b. Für a< 90° ift!b > 90°. | 
c. Für a>90° fey der berechnete fpiße Werth von 
B=180° —a, alfo a+ bZ180°, da doch a+b > 180°. 
Alfo muß man b > 90° fegen. ft aber der berechnete 
fpige Werch von b > 180° — a, fo ift für beide Wer— 
thea + b > 180°, und die Aufgabe folglich zweier Auf⸗ 
loͤſungen fähig. _ | 
70. Die beiden vorhergehenden Fälle nennt man die 
unbeftimmten Fälle der fphärifhen Trigonometrie. M. f. 
G.Heinsius, de casuum ambiguorum atque de- 
terminatorum in Trigonometria,; praesertim sphae- 
rica, diiudicatione. Lips. 1755. 4. C.F.Schulz, 
de casibus ambiguis, qui in resolutione triangulor. 
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sphaericor. occurrunt, praemissa doctrina de an 
lo trilatero. Halae. 1825. . Außer diefen Befondern 


Schriften vorzüglih Käftners Anfangsgründe und Bei- 


trand Developpement nouveau de la partie elem. 
d. Math. T. II. Trig. Chap. V. 


71. Bei der Auflöfung rechtwinfliger ſphaͤriſcher Drei⸗ 
ecke koͤnnen, da der rechte Winfel « Immer an fich Vo 
ift, folgende Fälle eintreten: 


a. Gegeben zwei Seiten. 
a. Die beiden Katheten. re 
ß. Die Hypotenufe und eine Kathere. 
b. Gegeben eine Seite und ein fehiefer Winkel. 
a. Eine Kathete und der anliegende Winfel. 
ß. Eine Kathete und der Gegenwinfel. 
y. Die Hypotenufe und ein anliegender Winkel. 
c. Gegeben die beiden ſchiefen Winkel. 


72. Gegeben b, — 
Geſucht a, By (71. a. «.) 
Aus 7 und [26] — fi für « = 90°; 


cosa — cosbcosc,. 
c0osß — cosbsiny, 
cosy — coscsinf. . 


Nach [25] iſt aber 


sin c sin ß sinbsiny 





—— — u — 
cosbsincsin 4 
Alſo eo 
coscsinbsiny 
—— sin c 5 
%y oe 
d. i. tung? = * ‚tangy = — 5* 


Da ſich hieraus sin c = tangb ergiebt, und sin c immer 


tangß 


pofitiv ift; k haben tangb, tang/ immer einerlei Zeis 
ben, d.h. b, ß, und eben fo c, 7, find immer von ei: 
nerlei Art. 


V. | | P 


— Zrigenometyie, 


73. Gegeben a, b 

a Geſucht ey: * m — 

Nah RI iſt ost ⸗ — —*X. Aber auch sina: sinb 
— sine !sinß : "1; sin?.[25]. Alfo sin? = 
— wodurch / völlig beftimme wird, da nach (7%.) ß 
mirb inmer gleichettig if. Endlich ift nach (72.). 








""cgoscsnb cosa sinb 
co = coscsing = = ; ’ 
sna "  sina "cosh 
d. i. ‚ cosy = cotatangb. 


Da (Goniometrie. 41.) immer 
en IC®Y. 7% 
ung}? = i + * > ſo iſt | 
u — — tangb ; , sin (a — b) 
Mir = ER = tangb — sin(a + b) ” 


\ sin. (a. — ——— 
wo die ‚Wurzel vofitit tiv zu BR iſt, da 45 den ——— 


ten nicht uͤberſteigt. Dieſe Formel iſt zur een be: 
ſonders brauchbar, wenn Y ſehr Tri if. . 


74. Aus der Formel für cos y in (73.) folgt Leiche: 
tang b = tangacosy, targie = tangacosß, 
tangb + tangc —= tanga(cosy + tosß), 
tangb + tang c = 2tanga cos1(ß +-y)cosi(f —y), 
tangb — tangc = 2tangasin}(f + nsiny(# — y), 
Be Fuge = EN + Miaang* —- * 
Da der abſolute Werth von b — c immer < 180° „der 
abſolute Werth von 42(/3 — 7) immer < 90°, übrigeng 
aber, da der größern Seite immer der ‚größere Winte ge⸗ 
genuͤberſteht (68.), b— c und *03 — 7) immer einer- 
dei Vorzeichen haben; , ſo haben auch sin(b—c), | 
tang4+(ß — y) immer einerlei Vorzeichen, welches alfo 
wegen obiger Öleihung auch von sin (b+c),tang4(ß+y) 


gilt. Alſo iſt zugleih b + ce Z 180°, 3 ß+N2Z 9%, 
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bder b+c 21809, B+42 1800. Fit b+c=1800 
u — ‚ alfo auch das Product —— 


tangt(#+y)tang}(#—y), 
d. i tanß @i holglich * 900, 
ß+y=.180°. 
75. Gegeben b, Y | 
| t(71.b. a. 
Geſucht a, Fir a) 
Nach (73:) und (72.) iſt: 
cota = nah — cösycotb , 
tange = sinb tarigy, cosß = cosb siny . 
76. Gegeben b, ß 
(71. b. ß. 
Sefuht a, c, / J P.) 
Mach (72%) und (73.) hat man: 





—— — cosc — 
sigß ’ — eosh ’ 
cosy = cotatangb. 


cos ß 


Auch iſt siny = cosb * 

Die Auflöfung beruhet auf der Beſtimmung von a, 
welches durch ſeinen Sinus gefunden wird, und — 
zwei Werthe haben kann. Sey 

1. 390, alſo 3—1800, a + b== 1800 | 
(68.). Aber b= 90%, da A und b von einerlei Art 
find (72.). Alfo auch a = 90°. 

2.B< 90%, à < 180°, a+b<< 180° (68.), 
b <-90® (72.). Hier Fann alfo a = 909% feyn. , Iſt 
jedoch der berechnete ftumpfe Werth vona > 180° —b, fo 
wuͤrde a+b > 180° feyn, und man muß alfo a < 90° 
feßen; die Aufgabe bleibt folglid) nur dann unbeftimmt, 
- der berechnete ftumpfe Werch von a< 180° —b if. 

’ 3 P> 309, @ +ß>180%, a -+ b > 180° 

Ss y, b > 90° (72.). Es fann alfo hier wieder 
as S 900 feyn. Iſt jedoch der berechnete fpige Werth von 


‚= 180° — b, fo wuͤrde a + b<Z ut feyn, und 
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man muß folgli a > 90° nehmen, fo daß alfo die Auf: 
gabe nur dann unbeftimme bleibt, wenn ver berechnete 
fpige Werth von a > 180° — b iſt. ) 


76°. Gegeben a, ß 

1. b. y.) 
wid, | 
| sina : sinb : = sine ! sin® =1 : sin 5 
alfo sinb = sina sinß, wodurch b ohne Zweidentigfeit 
beftimmt wird, da es mit 4 ... (72.). Ferner 
ergiebe fich durch Vertauſchung der Buchftaben leicht 


c08ß = cotatangc, 


cap _ 
tangce = — cos ß tanga s 


Aus (72.) erhält matt 


"tange _ cosf tanga 
sinb  simnasinß 
coty = cosatangfß., 


77. Gegeben P, Y 
| Geſucht a, b, c 


tangy = 





(71. ©) 


eöty 


5 = 
Tr. 





(764) = or? coty, 








cosb = er ,„ cc= 4 (2.) 


78. Fuͤr den Unterſchied zwiſchen Hypotenuſe und 
einer Kathete hat Prony (Puissant Geodesie I.. 
p. 64.) folgende Sormeln gegeben. Da 


* 


a = sina cosc — cosa since 5 
sina = 5 Bm. ), cosß = ner 7 (76%.) 3 
fo erhält man leicht 


_ sinbcose _ sinb cosc cos 
sin(a-e)= sin 4 sin £ 
sinb cosc 


in - (1—cosPf) 


a 
2sint? 


== _ cosc. Zsin+ß cos 2 
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= sinb —— | 
sin b 


— cosb cos etangiß 


= eosatang btang} A (72) 





Eben fo 


Costa 6) = cosacose 4 ain a ain e 


sim ; 
= 7 sın © (72. 73.) 


— cosb sinc lsine | 





= cosbcosc? + 


sinb 


| = cosb “ji 





= cosb + Be — — [sinbain e 
* 4 |. — ‚ga |absine (72.) 
1— CT 


= cosb + 


= cosb F — 
sinbeosctangß 


tang (a — 0) = cosh + sinbsinctang+ # 


„ __cosatang btang4 
cos p einbsin c tang+ A " 

79 Neper (Mirif. Logar.canonis descriptio.p. 33 4, 
und Wolf in den Elem. Sphaericorum et Trig. sphaer, 
100 — 113., haben die Auflöfung der rechtwinkligen fphä: 
riſchen Dreiecke auf eine allgemeine Regel zu bringen ges 
ſucht, welche ich hier nach Wolf darfielen will. Man 
denfe fi nämli mit Uebergehung des rechten Winfels 
die Winfel und Seiten in fteriger Folge und nehme irgend 
ein Stüf als mittleres (pars media) an; fo nennt 
Wolf die beiden unmittelbar daran liegenden Stüde ve r⸗ 
bundene, die von dem mittlern durch irgend ein anderes i 
Stüd getrennten dagegen getrennte Stüde (partes 
conjunctas et sejunctas.). Leicht erhellet, daß die im 
Vorhergehenden gefundenen Formeln zur Auflöfung der 
rechtwinfligen Dreiecke ſich auch auf ſen Art — 
lefent = 

ren, CORE cotßcoty (76*) i 
oos (9000 — b) = cotycot(90° — c) (72), 
c08 (90° — 0) = cot $ cot (90° —.b) ; (72), 
oos A * cota cot (90° — — c) Be... 
ce = ‚sota cot (90° . — b) N 3)» 


‚sinbsinc 
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Aug diefen Formeln folgt unmictelbar. Wolfs zweiter 
Sat (a. a. O. F. 108.): In omni triangulo rectangulo 
sphaerico, cujus nullum latusestquadrans, sicru- 
rum b, c complementa ad quadrantem consideren» 
tur ut ara ipsa,. rectangulum-ex sinu : toto in co- 


sinum partis mediae ‚aequale est ‚epfangulo ex co- 
tangentibus partium conjunctarum. 


Ferner iſt nach dem Obigen: dass 
cosa = sin (90° — b)sin (90° — — (m) ‚ 
cos(90° — b) = sinasinß (73); A 
c05 (90° — c) = sinasiny (73), ! , 
cosß = sinysin(90° — b) (72) 
cosy — sin sin (90°-— ce) (72). 
Dies giebt Wolfs erften Satz (a. a. O. $ 100.): In 
omni triangulo sphaerico rectangulo, etc. wie vorher, 
rectangulum ex sinu toto in cosinum partis- 'mediae 
'aequatur rectangulo ex sinibus partium sejunctarum. 
In obigen zehn Gleichungen; alſo aud) in diefen beiden 
Degeln, ift-offenbar die Aufloͤſung aller bei. Behr minfigen 
Dreiecken vorfommender Sale enthalten. M. f. auch 
Wolfs trigonom. Tafeln. Halle. 1772.©.3.. 
Mimmt man nicht ſtatt b, c, fondern ſtatt Bu. Yı a 
bie Sompleannlpä, ſo erhalten die Formeln folgende Ge: 
ba 3 ‚sin (00° —i = tang (00° _ Atang(0 —y, 
— sind = tang(90° — y)tangc, ° | 
"sine - tang (90° — - P)tangb‘, 
sin (90° J %) = tang (90% —a)tange, 
7 sin (90° — = tang (900 — a) taugh. 
Sinus totus cum sinu partis — aequalis est 
tangentibus partium circumpositarum (conjuncta⸗ 
Fum) (a. a. O. $.111.) 
| sin(90° — a) = cosbcosc, 
sinb cos (90° — n)eos (008 — ß), 
‚sine = c05(90° — a) cos(90° — y), 
sin (90° — 8) = c05(90% — y)cosb, 
« ı- sin (90°. — 2 == 008490% — P)cosc. ı » 
Sinus totus cum sinu parfis mediae@äequaturcosini- 
bus partium oppositarum (sejunctarum)(a.0.D. 9.103.) 
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M. f. über diefe Kegeln, beten Inbegtiff Woatf — 
gonometria catholica (Elementa Mathes. 105) Hietint, 
“ Baermann de regulis trig. sphaer. catholicis. Wi- 
temb. 1766.,. und. einen Auffas von Pingre in den 
Mem. de Paris. 1756. : Montucla (T.. p. 25.) 
tadelt die franzöfifchen. Sörfftftelfer, daß fie diefe Kegeln 
übergingen, und lobt Wolf und die Engländer. Da jedes 
fhiefwinflige Dreieck in zwei rechtwinklige zerlegt werden 
Fann, fo find die Megeln auch bei.der Auflöfung fchiefwinf: 
liger Dreiecke brauchbar. Auch auf ebene Dreiecke find fie 
anwendbar, wenn man flatt der —— Linien 
der Seiten die Seiten ſelbſt feßt. = 


EN fosärifger Dreick in Pete 
| dern garten" TE ER, Me 
80. Aus 29.) ergiebt ee 
ö tangz;x * De, 71 
TH. 
tangı eıY=T _ — 1 
m ————— , 
Te +4)Y7T 
Hat man nun zwiſchen x und y die Gleichung tang 4x 
= Otang Ey. wo © irgend eine — Groͤße Bean 
uet; ſo iſt 
1 er _ı) 
Tayı ‚„Mrr; 
a4 MIT -0—n 
* ann 
oder, fürs — — 





et-1 =e/Y71: 


woraus ich leicht ergiebt: 


1 Leyi } 
er -1 = e Wi. REN EEE | 4 


1 — * ey 
j 1 u “er 4 
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Sn Beylehung auf den erſten Ausdruck für eY=1 ER 
. man leicht: ; 
— Bar — — =) 
3 — logn —X VI) 
— 4 — — 
— Pipe (0277 — —D) 
* | 4423 (ed YI_ 73377) 
E i Art - * 4 „it (ri — 
: 173 Es = sy 4 FR z — — 
+ 32’ sinay.YZT +: 


4x=4y+t»siny-+ tx: — 
42 sin 3y + 4x*sindy +. 


Cogarithmus. 25: Thl. J. S. 877.) 
In Beziehung auf den zweiten Ausdruck für X T if 
yi7=- iger + logn (1- Ze) 
—lgu(i- - — 
=— wa _ — — 4) 
ler) 
Er = e=i_ e3rT) 
— u — — 
== Y-1- ZeinyyT- gr 
_ 3. sin3y. a 


- sin 7, 


2-4 
1= —Iy—oey - 5 


1 1 
— zz in 3y - ein Ay — . 


Die eine der beiden für 4x gefundenen rn wird T 
fenbar immer convergiren. 


Da tang}y — Atangix, und 
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\ u 

1 ! 

ss! _1=e BE 
1° 1436 Ä 
‚5+r! 


ift; fo- erhält man leicht durch Vertauſchung der Zuöfaben: : 


4jy= — 4x — xsinx + 4? sin 2X 
— i1.’sin3x + 4etsindx — ... 


=— gx + Isinx — Leinzx, - 
+: zu, ein 3x _ gr tindr +. 


81. Hieraus ergiebt fich eine merkwuͤrdige Aufloͤſung 


durch Reihen für den Fall, wenn zwei Seiten und der ein- 


geſchloſſene Winfel gegeben find. Vergleicht man naͤmlich 
mit der algergelnen Gleihung | F 
tang x = ar ” 
bie Neperſchen Gleichungen: * N ee ER 
j cos4(b — 2, 
— tang * ———— — eo — 


sint(b — — 


tang+ ( — —— ee ui 


ober > 
fang = 40 + = 9 kun gie, 


. tang|90° — 10 -pl= I ofunste; 
fo iſt in Bezug auf die erſte: — | La 
4x = 0° — 4 +), 4y=te, ig 
0= * Eric) ; und in Bezug auf.die zweite: 
| 0 dr 
i b 
ir=4n,9= TER . 
= nach (80.), da | 
"SR cost(b + c) — kn ec) — 7 
cos+(b + c) + cos4(b — e) ec) >. 


RA bsintc tang+b 
— Diet - eotte 


ES 











1,.= 


. 

— 
.r 
6 


rettet ine 


. tangib? . — 


—— sin 20 4 anhand LU 
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— 1 ’ 
= 3% T3e = — 
cot+c? — edttc 
4 sin 2a n3a 
crint — Ta 


2,* _ —— 22 ————— 
— — + c) + sint(b — c) 
__2sin4beostc _ tang!b. 


— —5 m — 
2 cos! tangıc’ 





= ug _ tangtbı. . 
Wuonm er Ye tangjc = 
——— iang 4Bꝛ ._.tang4b . 
a DE Bang Stang}? ern de — 
tanz en h 
klitin 317.17 +4 “+ sine 
tang e tangtc} 
*5 Int ee singe + 


Aus +? 2 2 3 = ergieht ſich leicht 8 und y 


Die Seite a findet man de — At ud durch 
eine Reihe. Es iſt 
cosa = sinbsin ccosa J — cosc 
4 — sinbsincecos«e — cosb cosc 


#4 


%r 
312. 122: 2 ner 
I z ’ 7 ’ 

si —— cos.a cos J 
—*—*E 1 + in @ is osb cos 


Den Ausdrud für sinza 2 T ie man pr Rebe 
alfo 





7) pa S 4sinbein e, AR 


pP+QP?= 


4 — cosheose J * 
— 2* N 


— q = = — —— ——— 42) 
= sinib*cosie? +4 cos: —X ic? 

2pq = 2sintibcosic. cosibsinte, N t;cH 
Die Summe diefer beiden Gfeihungen giebt auf beiden 
Seiten ein vollkommenes Quadrat. Alſo iſt entweder 

p=sin;bcos}e, qg = coshaind ee, 
oder 
p = costibsinic,qg = sin$bcos$c, w 
Alfo entweder | | J— 
Mn: cos+bsinte- Ai tang!c 
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oder | 
Mr Are sia+bcöoste _,, tangy 
X 5 cog+bsinyc 2 tang}e ' | | —— 
Aber p? — 2pgcose + g® zusinta? „- .:, Mn 
ri 27-1. Eure 
bet — 229. re FE a = 
pp} —* er et. 


 =@— gel1)p — ge: — 
=» (1- JeYT)(1- der), 


2logn sinza= = 2lognp — 4 ra) 


— He) 


56 — er), ö 


| E 2 1 
woraus fi, ; wenn man für — den einen ober den andern, 
„ obigen Werth ſetzt, leicht ergiebt: 


'logn sinta = logn (sin} ıb cos! tc) 





tang + c Ä __ tang$ c? ar 
"ang cosa — Fang} 5? cos2a —..« 
—.logn (cos+bsintc) 
ı 2 
— IT erh 
tangyc 2tangyc? 


Sert man | F 
| costa®? — p?+ gpgcose +45 
1 erhalt man nach einer ganz aͤhnlichen Entwidelungs. Fer 


logncos}a — logn(cos4bcosyc) 


tang4b tang4b2 
— — — 5 — — — cos 20 rt 
— cotic * 2 cot}c? * Vz 
— logn(sintbsinice) 55 #9 
cot!c cot4 c? Se sttlird 
— — — « — —— —— cos? -» — — e 
+ tang;b a ———— * F Lo 


8. Vergleicht man die allgemeine Stihung in io) 
mit den Meperfchen Gleihungen . 


“nr . angz(b. + c) = = ED ung — 0 d * J— 


ee 


i 
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0 ale). — 
tanz - c) * —— 


ſo erhaͤlt man leicht eine Aufloͤſung durch Reihen fuͤr den 
Fall, wo zwei Winkel und die Zwiſchenſeite gegeben ſind. 
In Bezug-auf die ee — iſt 2x ⸗ 20 * 6), 
45 44, | 0 ——— in Beꝛug MEER 
bagegen 3x 4(b— 0), 4y==$a, 0 — 
| _ 6054($ — y) — cos4(ß + 7) 
eos3(# —y) + cos} (+7) 
_ 2sintAsinty DR: tang + 


 2cos4ßcosty “" cot4y ? 


1, 





1040 = 40 + HF iina 
en  inda.. 
= dann zeina 
ein 2a — Stang gps einda — 


een 
u. Pa sin}? —y) Fsins(@+y 


a en” 


tang}y? . tang4y? . 

+ Zrang ı a7 u 2a —.Ftang ı #° sin 3a 4. ..e 
— tang44 
= da 4 ind... 


1.82 3 
NE. = 5 1. sin?2a 4 —— sin zä —.. 


| - Ztang ty? dtangyy’ — 
Aus dieſen beiden Gleichungen findet man b, c. Um nun 
noch « zu finden, verfehe man jeden Buchftaben in ven 
Sormeln. für lognsinta, logncosta in (81.) mit eis 
nem Snder, fo daß diefe Formeln für das Supplementar: 
dreiedk gelten. Da aber immer a’ + « = 180°, b’ + 
— 180%, "+y==180°, «+a = 180°; alfo 
ja +40 = 90°, 4b’ +4ß— 90°, 404 4y 
= 90°, 40 +4a — 90° iſt; fo ift sin 4a’ —coste, 
cos$a —sin$o, sin4b’= cost ß, cos4c —sinty, 
tang$ b — cot$ß, tang4 c’ = cot4y, cot$c' 





— 
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— tangdy. Auch fd Fam 180°, 2 + 2a 
=2.180%,,30 +.32=3.180°, a. f. fs alſo dos o 
= —'c0sa, cos 2a’ == cos?a, cos 30 = cos3a, 
u. ſ. f. Alſo 


logn cos} a = logn (cos 1ßsin * r) 





0 -Botdy? 
cot 44 5 

2logn (sin 4 ß cos4) | 

eot}ß : cot+ß? 
+ — cosa — Jooity3 cos2a th... 

logn sin 40 = logn (ein. Psin4y) 

cot 44 1:5? — 

Then a * ren cos2a =. J 

= logn (cos4 A cos 4) 

nt 4. ‚tang }y? 
 TotıB . — Zope HN. 
m. f. über diefe Entwickelungen Legendre Géomé- 
trie. p. 420. Littrow theoret. u. prakt. Astr. I. 


8. 10. 


83. Soll aus den drei. Seiten eines ſphariſchen Drei 
ecks, von denen zwei, z. B. a, b, nahe = 90° find, ver 
von diefen Seiten eingeſchloſſene Winkel gefunden werden; 
fo ſetze man a - 900 —a,5; b=90° —b,,y=c+x, 
wo nad) ber un Ay, b, x nur Hleine Größen 
fim. Es iſt 











_ cose — cosacosb 
‚eo0y F sinasinb a 
cosc — sina, sinb, 
‚cosa, cosb,' 
coac — (a, — 4a,® 4. .)(b, — 4b,’ +. 
U¶ — fa,’ . d —- 4 . 00 
_ __eosc — a ıb, 
1 Jar ’ 
wenn man Größen der vierten Ordnung vernachläffigt. _ 
| cos(c + x) = cosccosx — sincsinx ß 
= csclh ir +.)— une - 4x52 4. 


= cosc — xsinc, 


wenn man bloß die erſte Potenz von x beibehaͤlt. Alſo 


cosc — a,b, 


1—4(a,? + 7 


| cos(c + x) = 









Cosc — xıincz= 


238 Trigonometrie, 


(eos e — a ‚by + ta? + 1b,?) 

+ 1- ar + b ee — 
Sehal⸗ Haan: hundbloßa,?, b,? bei; ſo etgiebt ſich 
eore — xsine S cosc f Kar + b ‚)cosc — a,b,, 

x Aubı = — !(a?+b, »)eose z 
ın., * sin 
Dies giebt, für (a; +b,) =—Pı 46. —b)): =4 
u A | | 
— PIE) (+ — 
sine; 
= _ p2 tung}: — gq?’cotjc. 


InSecunden iſt wenn — *— ——— — ſind: 


ı= Bi tangzc — Torte. 


Bei der Reduction der Winkel auf den. Horizont in der 
Geodaͤſie iſt dieſe Gleichung von haͤufigem Gebrauch, da 
die Ebene des gemeſſenen Winfels — bean von. det 
horisontalen abweicht. 


84. Sind die Seiten eines ſphaͤriſchen Dreiecks in FR: 
auf den Radius der’ Kugel, zu welcher es gehört, fehr 
Flein, fo wird man auch mit Vortheil Näherungsformeln 
gebrauchen. Iſt r der Halbmeſſer der Kugel, fo find 


* — Die Seiten des mit dem gegebenen gleichwinkli⸗ 


gen Dreiecks auf der Oberfläche einer Kugel, deren Halb- 
meffer —1 iſt. Alſo 


- a b c 
f COS — — cos — CO — 
. ’ r r 
| cose: " 3* 
sin —sin : 
r 


wor, —, & (ehe kleine Bruͤche ſi ind. Entwickelt man 


bie trigonomerrifchen Linien in Reihen, fo erhält man mit 
Vernachlaͤſſigung aller — deren ne on die vierte 











überfteige: 
b? + c?— 82 at— br ct .b?e 
u 2r? * —ITA 
cosa = — — — — — ⸗ 
ee =) 
r?\. - 6r? ” 6r 


Multiplicirt man nun im Zähfer und Nenner mit 


? abi 2239 


ſo erhaͤlt man 8 mit ———— igung ber —— von | 
hoͤhern —— iöneh als der vierten: 
00a = it =. — ja? e spe herzen purer piner 
—— 24ber? 

Man denfe fi: nun ein ebenes Dreieck —9 Yır deſſen 
Seiten ven Seiten a, b, c des gegebenen phaͤriſchen 

Dreiecks gleich ſi — ſo ergiebt fi ich aus * = augen⸗ 

blicklich: on u 


d: cosa Senn; sina;? — . unten 


be 
6 
Setzt man aber e—u,+x; ſo erhält man wie in 3) 


cosa = cos — xsin —* 
Alſo x = 2 ° sin a; , und folglich: . 


bc J 
e=a, V — — —— *51*2 


⁊e21 


” 


B= A + — 


| 


y=y1+ * sin Yı® 
Bejeichnet num f den Fladeninlele des Dreiecks a, aß: 15 


ſo iſt (19.): 
—= 4bosinae, —= ac sin . — — + \ 
af tm. 
| | B=#, + se ’ A 
aut: | | ER . 
ei = j 


eat tr 10 me, 


100 &, wie wir weiter unten mit Mehrerem fehen werden, 
en ſphaͤriſche Erc eß des Dreiede pr genannt wird, 
Ifo 


a =ua— je, 
Pp,=Pß—}e, 
yı=zır 3 


Hieraus ergiebt ſich der merkwuͤrdige Satz, 22 ein 
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ſphaͤriſches Dreieck, deffen Seiten gegen den 
Halbmeſſer der Kugel, zu welcher es gehoͤrt, 
ſehr klein ſind, ſich wie ein ebenes aufloͤſen 
laͤßt, welches biefelben Seiten ä, b,c, und 
die Winfela —4s, P—4e, y—te hat, wo: 
wenfphärifhen Erceß des gegebenen Dreieds 
bezeichnet, d. h. dem Ueberſchuß feiner drei 

Winkel uͤber 1800. 


_ Diefer für die Geodaͤſie wichtige Satz iſt von Legendre 
gefunden worden, zuerſt ohne Beweis in denMem.del’Acad. 
des sc. 1787..p. 338., mit einem Beweife in Delam- 
bre methodes analytiques pour la determination. 
d’un arc, du meridien. Paris. An VH: p. 12. 13, 
Auch Yagrange beweifet den Satz in einem Memoire 
sur la Trig. spher. im Journal de Pécole polytechni- 
que. Nr. 6. Ferner f. m. auch Buzengeiger Ver- 
gleichung zweier sehr 'kleinen Dreiecke von glei- 
chen Seiten, wovon das eine sphärisch, das andere. 
eben ist. Zeitschr. für Astr. Bd.6. S..264. Bon 
der Vergleihung ebener und fphär. Dreiecke handelt auch 
Tralles in dem Auffage: Analytische Betrachtung 
ebener und sphärischer Dreiecke und deren Analo- 
gie. Abhandlungen der math. Kl.’ der Berl. Akad. 
fjir 1816. 17. Berl. 1819. 8.65 — 133. Sehr merf: 
mwürdige Erweiterungen diefes Satzes f. m. in der überaus 
wichtigen Abhandlung von Gauß: Disquisitiones ge- 
' nerales circa superficies curvas. Gott. 1828., bie 
auch für (phäroidifche Trigonometrie, wovon nachher die 
Rede feyn wird, in vieler Beziehung von großer Wichtig: 
Feit ift. 

85. e läßt fich immer aus den gegebenen Stuͤcken des 
als ein ebenes betrachteten fphärifchen Dreiecks berechnen, 
mittelft der in (19.) gegebenen Formeln für den Inhalt ebe 


ner Dreiefe. Denn hat man f, fo.hat man aud) e — =, 
in Theilen des Halbmeffers, da natuͤrlich r als gegeben an. 
zuſehen ift. 

Iſt nun x die = der in e, als Bogen eines Kreis 
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ſes, deſſen Halbmeffer == 1 ift, betrachtet, ‚enthaltenen 
Secunden; fo hat man, da Arc 1” — sin 1” gefegt wer- 
den kann: | 


r? sini i a 
Waͤren z. B. b, c, @ gegeben; fo müßte man zuerſt die 
Laͤngen von b, c aus dem gegebenen Radius r, daraus 
f=='%besine, und hieraus mittelft obiger Formel x be: 
rechnen. Dann betrachtet man dag gegebene Dreieck als 
ein ebenes, in welchem b, c, @ — x gegeben find, 
und berechnet hieraus a, A — 4x, y—4x, woraus 
man dann, da x fon gefunden, auch a, A, y finder; 
a muß man dann nur noch in Secunden ausdrüden. In 
einzelnen Fällen wird die Nechnung noch einige Abfürzuns 
gen zulaffen, die leicht aufzufinden find. we 

Die Auflöfung fphärifcher Dreiecke durch Zirkel 
und Lineal lehrt Cagnoli im Traite de Trig. p. 339. 
Hierüber find mit Mehrerem die Lehrbücher der deferiptiven 
- Geometrie nachjufehen. 3. B. Lacroix Essais de 
Geometrie sur les plans et les surfaces courbes. Pa- 
ris. 1812. p. 37.38. 


| Flaͤcheninhalt fphärifcher Dreiede 


86. Von dem Flächeninhale fphärifher Dreiecke iſt 
fhon in dem Artifel Kugel. 35. ff. gehandelt. Indeß 
wird eg, um das Ganze im Zufammenhange zu überfehen, 
dienlich feyn, den Fundamentalfaß hier nochmals zu wie: 
derholen, da überhaupt der geomerrifche Beweis deffelben 
nicht immer ganz ſtreng geführt wird. 
87. Wenn in zwei gleichen Kreifen (Fig. 54.) 
AD=A'D’, AB=AP ift; fo find die Winfel BAD 
B’A’D’ einander gleih. - Dies folgt leicht aus der Con⸗ 
gruenz der Dreiecke ABC und ABC. k 
8. Wenn auf zwei gleichen Kugelflächen ge auch 
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auf einer) zwei Segmente von zwei gleichen Bogen 
groͤßter Kugelkreiſe, und zwei andern Bogen, die zu zwei 
gleichen kleinern Kugelkreiſen gehören, eingeſchloſſen wer⸗ 
den; ſo ſind die beiden Segmente einander gleich. 
Sind naͤmlich ADB, A’D’B’ (Fig. 55.) die beiden 
größfen Kreisbogen,. fo find, da diefe Bogen einander 
gleich find, auch Die Sehnen AB, A’B’, und folglih auch 
die zu gleichen Kreifen gehörenden Segmente AEB, A’E’P 
einander gleich. Legt man nun größte Kreife auf die Seh: 
nen AB, A’B’ ſenkrecht, fofind EFD, E’F'D’ die Wei: 
gungswinfel der Ebenen ADB, AEB und A’D’B’, A’E’B' 
. gegen einander. Wegen ber Gleichheit der Segmente 
ADB, A’D’B’ und AEB, A’E’B find auch die Höhen der: 
felben gleich, d. i. FD=FD, FE=FEF. Alſo iſt 
nach (87.) auch der Winkel DFE dem Winfel D’F’E’ 
gleih, woraus unmittelbar folgt, daß fi) die beiden Ku: 
geln fo in einander legen laffen, daß die fphärifchen Seg— 


mente ſich decken, alfo einander gleich find. 


89. Zwei fphärifhe Dreiecke «By, a’P’y (Fig. 56.), 
deren Seiten einander gleich find, find dem Slächeninhalte 
nach gleih. Wegen der Gleichheit der Seiten find die 
Sehnen aß = ap’, By = Ay ‚ oy=dy. Folglich 
die ebenen Dreiecke &y, a’’y einander congruent, und. 
demnach die um diefelben befchriebenen Fleinen Kugelfreife 
einander gleich. Alſo ſind nach (88.) auch die Segmente 
—s,0c=s, 0‘. = s Wegen der Gleichheit der 
Fleinen Kreife ady, dP'y find aber offenbar auch die bei: 
den entfprechenden Abſchnitte ver Rugelfläche einander, und ' 
folglich, wenn man von beiden die gleichen Größen. 
Hd + unds+ s’+ s” abzieht, auch die fphäri: 
fehen Dreiecke einander gleich. 

90. Wenn fich auf der Oberfläche einer Halbfugel wei 
größte Kugelfreife in « (Fig. 57.) ſchneiden; fo ift immer 
aßy + ade dem zudem Winfel « gehörenden Segment 
der Kugelflaͤche gleich, weil, wenn man ſich die Kugelkreiſe 
bis zu ihrem zweiten Durchſchnitt 5 verlängert denkt, die 
Dreiecke ade, BYE offenbar gleiche Seiten haben, und 
demnach das letztere ſtatt des erſtern gefege werden kann 
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Go), alſo aßy. + de — aßty,.weldes wir durch 
Segm « bezeichnen wollen, ift... | 
Sind für zwei ſolche Segmente Segm « und Segm 2 
die einſchließenden Bogen, wie immer, halbe größte Kugel- 
Freife; fo gehören zu gleichen Winfeln offenbar gleiche 
Segmente, und es ift folglich für as P auch Segm« 
ZSegmß. Alſo Ä 
< 
| Segma : Segm? ma: 
(Berhälenig. 9. und 11.) | 
Nimmt man daher den fphärifchen Octanten zur Flaͤ⸗ 
cheneinheit, den rechten Winkel zur Winkeleinheit an; 
ſo iſt 
Segma:B=a:4. 
| Alfo Segma = * = 2%, 


91. Laͤßt man Alles wie vorher, fo ift (Fig. 58.) 
069 + ade + Pex + Pin + ynd + 792 — der Halb- 
fugel + 20ßy, d. i., wenn wir den Slächeninhalt des 
Dreiecks «ßy durch A bezeichnen, nach (90.): 

Segma + Segmß + Segmy — 44240 
2a 2 42 2 44 24 
— —44475—22, 
der ſphaͤriſche Octant als Flaͤcheneinheit, der rechte Winkel 


als Winkeleinheit angenommen. 
Da A nie negativ, auch nicht S o ſeyn kann; fo ers 
giebt ſich aus dieſer Formel der bekannte Satz, daß die 
drei Winkel eines ſphaͤriſchen Dreiecks immer zuſammen 
mehr als 2R betragen. Druͤckt man die Winkel In Gra- 
den aus, und ſetzt die ganze Kugelflähe — Ar!n; 
fo wird | 
Io 180°) Ar?r 
tree 
= (e+p+r — 109)ırm 
180° 
M. vergl. den Art. Kugel. 35. 36. 


92. Man habe nun ein fphärifches Viele von n Sei: 
ten. Die Summen der Winfel der BT — welche 
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es durch Diagonalen zerlegt werden kann, ſeyen 3’, s“, 8”, 
ff fo finds! — 2, 8 — 2, Ss” — 2, u. af. die 
Flaͤchenraͤume dieſer Dreiecke, alos’ Hs" 4 84... 
— 2(n — 2) = s — 20 + 4 der Flaͤchenraum des 
Vielecks, wenn s die Summe feiner Winfel bezeichnet: 
Sind die Winfel in Graden ausgedrückt, fo ift der Flächen: 
inhalt des Vielecks | 


e 180°] Ar? 
= | 7.072 garfn 
_@— (n — 2%. 180%).r’r 

= ‚180° n 


Da der Flächeninhalt des Dielefs nie < o werden. 
fann; fo folgt aus diefer Formel Teihr, daß immer 
s>(n —2).180°, oder s>2(n — 2).%°, 
s> 200 — VRift. Auch iſt bei einem converen fpha- 
rifchen Vielecf immer s < 2n. 90°, s<2nR. Wäre 
nämlih sZS 2n..90°, s>n.180°; fo wäre der Flaͤ— 
heninhalt S 2r2rr, d.i. > als die Fläche der HalbFugel, 
welches, meil das Vieleck conver feyn fol, niche ftatt fin 
den kann. | . | 

- Ueber die Flächen fphärifcher Vielecke f. m. auch Que- 
telet: Memoire sur une formule.generale pour 
determiner la surface d’un polygone spherique for- 
_ mes d’arcs de grands ou petits cereles. Nouv. Mém. 
de PAc. de Bruxelles. T. I. 1822. p. 105. | 


| 93, Aus dem. Vorhergehenden erhellet, daß die. Be: 
rechnung des Inhaltes fphärifcher Dreiecke ganz:auf die 

Berechnung des fphärifchen Exceſſes (84.) zuruͤckkommt. 
Wir faffen daher die merfwirdigften Formeln für denfelben 
hier zufammen. Es ift immer e= «+ fß+y— 180°, 
4e=ta+4ßr3y— MW. u 7: 
u, 8084 (le HP + N) 
iii Tre ve 

__ sins(e + A)sin!y — cos; (« + $)costy. 

= Sins(a + P)cos4y + cost(a + Plsinsy 

— fcost!(a — b) — cosi(a + b)isiny 

— 2jcosi(a — b)costy? + cos+(a + b)sinzy?i- 

=, !cosi(a — b)— cost(a + b)lsiny 

— 2lcos4(a—b)— [cos;(a—b) — cos+(@ + b)] in4y?l 





[28] 


Ebheriſhe⸗ 2246 
Setzt man nun nach (64) 


sin — 2Ysinssin(s c) 
— | smasnb 
NT. . * 8 12343 


— — — ) 

sin a sinb 

>“  eos(a — b) — cose: 
we 2 sin asiub 3 


fo erhält man Teicht | 
—— — 
878 = Feoostacosiboost(a — 5) bh) — Costa - — b) 7 eose" 


Der Penner ift — 
Acosta?costb? — cosacosb + chsc 
=(1+ cosa)lı + cosb) — cosacosb — cosc 
mi 4 cosa.t csb esse: m 
.YE 
Alſo un rd "+ cosa + cosb + cosce’ 


sin a sin b siny 


d. i. auch m: tangte Sn — cos 


Ira 


inasin esin ß — 
= Tr cosa + cosb + cose Br 
sinbsincsine 
— TFT ocosa + cosb + 'cosc - 
95. Da nach [24.] | 
cose = cosacosb + sinasinb cosy 
iſt; ſo iſt 14 cosa+cosb+csc= 
14 cos a + cosb + cosacosb + sinasinbcosy. 
= (1 + cosa)(1 + cosb) + sinasinbcosy 
i = 4cos$a?cos}b? + 4sin}acos}asin}bcos}b.cosy. 
Sept: man num dies in den Ausdrud für tang$e, zerlegt 
den Zähler in4sinyacos$asinybcos}asiny, und di⸗ 
vidirt dann Zaͤhler und Nenner mit 4cos4a? cos4b?; fo 





erhält man 
R SE. ae 
er] + tang+atang!bcosy " 


96. Nach (94.) if 


” sin je _ 2yL ' 
cos,e 1 cosa + cosb + cosc 
sinte(1 4 cosa + cosb + cos 2. 


—— —— 


Aber eoste= siny(a- + # +7) 
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= sin$(a # A)eosy}y + eos 4(0 + P)sinty 
cost4(a — b)cos4y? 4 cosi(ä + b)sin!'y? 
wo der Zähler = Er 
| cos+}(a — b) — [cosi(a — b) — cos}(a + b)}sinty? 
4costacos4+bcaos4(a—hb) — cos(a—b) + cose 
ul: Fa 4costa cos 
_1+ cosa+ cosb + case 
| m T dcostacosib 
wie in (94.). Alſo | 
2YL, = #sinyscos}acos}bcosje, 
ae ar 
u 2cos}acos}bcostc * 
Folglich, da cos$e sin 460: tang$e iff, nach (94,): 
_1+ cosa + coshb + cosc 
at als Acostacostboosic 
Die Formel für sin$e f. m. in einer Abhandlung von 
Xerell: De proprietat. circulor, in superficie sphaer. 
descriptor. 9.13. Act. Petrop. 1782.; die für cost, 
auf doppelte Art bewiefen, in Euleri variae specula- 
tiones super area triangulor. sphaer, Nov. Act. Pe- 
'trop. T, X. 


97, Zerner ift nun 
1 * 2cos+a? 





— 1 2cosib? — 1 2cosio? — 
a an Peer Kor - 
__ eosta? 4 cos4b? + cos4c? — 1 
m TTTZeostacos+bcostc — 
1 — cos e = 2sinie? = 
1 — costa? — costb? — costc? + 2costacosihcostc 





2cos+a cos b costc | 
Sept man num einftweilen «, ß, y für 4a, 4b, 463 
fo wird der Zähler, wenn man cos @?cosß? zu demfelben ad: 
dirt und davon fubtrahirt, 


sin aꝰ sin #? — cosy? "+ 2cosacos Acosf — cosa? cos 4ꝰ 


= sina? sin ß2 + sinasinfcosy — sinacosesinßcos 
— sinasin Cosy — cosy? r- cosacos Acos Y 
«+ sina cosasinßoosd 4 cosacosfposy — cosa? cos? 
. = (sinasinf «F cosy — C0854C05ß) 
>< (sin asin 8 — c08y / -F cos«a cos 4) 


= jepsy — cosla + A}lcoste — A) — cosy} 
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— 4sint(a+ß + y)sinkP+y—e)siny(a+y —ß) sin 4(a+#—y) 
— 4sint{a+b-+ c) sin 4{b-+c— a) sin 4(a-+c— b) sin } (a--b—c) 
‚= 4in+ssin}(s — a)sin} (s —.b)siny(s — c); 





’ — ——— — ES 
‚u, oa me 
4 7 3 cos FJa 008% COS4C: vun © 
er ir :,.2eine? - _ 2sinye?. 
a 2sintscos}e sinte 


Alſo nach (96.), wenn inan fir L’feinen Werth ſetzt: 


Asintissind&{s — a)sint(s — b)sint c 





t L en — * 
— 'Ysinssin ($‘— a)sin(s — b)sin(s—c) " 
Aber allgemein -— m 
sinyX _ sintx? —— 
- Ysinx en —— 


woraus ſich leicht ergiebt: 8 
tangie = Yang! Stangt(s — ä)tang}(s — b)tang!(s ec); 
eine von PHuilier (M. vergl. jedoch auch Viereck. 13.) 
‚ gefundene , fehr merfvirdige Formel. Da cos ze = 
sints;tangle iſt; fo erhält man leicht aus den beiden 
Formeln für sinte und tang ze! u 
—— —— "costs cosl{s —a) cos1(8 — b}cos 4{s — c) 
a & costacosibcos4c i 


"98, Ich habe hier die obigen Formeln für den fphäri- 
ſchen Exceß vorzüglich aus dem Gaußifchen Gleichungen ab: 
geleitet. Andere Beweife |. m. in Legendre Geome- 
trie, p. 314; Buzengeiger: EinigeSätze, den In- 
halt sphaer. D. betr. Zeitschrift für Astr. VI. Nr. 9. 
10.; Hutton philosophical. and “mathematical 
Dictionary in dem Art, Excess. 


99. In den bisherigen Formeln ift die Auflöfung vie: 
fer Aufgaben über den Inhalt fphärifcher Dreiecke enthal: 
ten. Denn fo ift z. B. für den Inhalt aus den drei Sei: 
ten, indem wir den Octanten als Flächeneinheit, ven rech— 
ten Winfel als Winkfeleinheit annehmen, nad) (97.) 


tang} A = Vtang tstang-+ (s — a)tangt(s — b)tang,z(s = 0); 


und für den Inhalt aus zwei Seiten und dem eingefchlofle- 
nen Winkel nach) (95.) 
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1 + tangibtangtocosa 
eotz A an taigybiangkesing” 
. eot+bcentico -aeoso 
Zu" —— 
100. Im rechtwinfligen hhitiſhen Dreck it —=90r 
Alfo nad) (94.), dasin 1, 3. =4(ß+y—90°) if; 
'sinbsinc 
‚tang;(f? ty - 0) = 1/+ oosa + cosb X oose 
sinbsin c 
= IT cosb cosa + cosb + 00sc (724) 
sinbsine | 
= TF cosby1 + cose) 
sinb sinb 
m 4cos4b?costc? 
= tangibtangte, 


M.f. Euler de mensura angulorum solidorum, 
Act. Petrop. 1778. 


101. Da nun für rechtwinklige Dreiecke A = 900 
++ y— 180° =ß+y—90° iſt; fo ift | 
tangz; A = tangzbtang}e, cot4A cot4bcat4e,. _ 
_.2cosA _ c0s4A® — sint4A? 
Foot 4 — sinA °  sintA cosiA 
_ c0s+b? cos4c? — sin+b? sin+c? 
= 7 inthbcoszbsinze cas+c 
Qu + eos byti 4+cosc) — (1— cos b)(1—cos c) 
sin h since 


cosb + cosc Rt: 'sinbsine 
aa ainbaing : fans = cosb  casc " 











Ferner ift | 
——— _sin$A _ _.sin4A 
a er ie, 
tang4b?tangie? 
1+ tang ;b* tang+c? 
= sin+b? sintc? 
 00s1b?costc? + sin} b’sindc? : 
a den Penner erhält man leiht.4(1 + cosh 050) 
3(1 + cosa) (72) = cos4a?, Alſo 


sintibsinte 
sint\A=- 3 
cos+a 


Ganz auf ähnliche Art ergiebt ſich aus ber Formel für 
| cot+ A: 








sin A?’ = 
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„. g0s+b cos+e ih POPP ARE 
cu} = .  gos4ta — | JJ — — 
Alſo — — 
| sinA — 2sin} Acos#} A 
sinbsinc rel 
1 + cosa ? 
cos A = cost A? — sin} A? 
cosb + cose 
1+ cos# 


M.f. Buzengeiger a. a. O. N. 6. 
102. Nach (99.) if 


tangiA = = 





= 


tangt+btan 4csina 
1 + tangjbtang+ccosa 
(— tangibtang+tc)sin«a N 
— Ze 1 —-(- tansTEtangfejeie® j 
Folglich nad) derſelben ie wie in * ), wenn 


man das dortige — tang$btangtc feßt; 
3A RT EN; 

— 4tang+b?tangic? sin 20 

-L 4tangib?tang+c! sin 3a 

— re sin 4a 
ai ‚ wenn b, c ſehr klein fi nd; 

4A = tangibtanglcsina 
— 4b.}%csine, 
A = tbecsine, 

woraus erhellet, dag man den inhalt eines‘ ſohetiſhen 
Dreiecks mit zwei ſehr kleinen Seiten wie den Inhalt eines 
ebenen berechnen kann (19.), wobei man nur erſt Groͤßen | 
ber vierfen Ordnung vernachläffigt. ! 


103, Um das fphärifche Dreieck zu finden, deſſen Flä: 
eheninhalt bei zwei conftanten Seiten ein Marimum wird, 
differentiire man den Ausdrud | 
tangibtangtcosin«a 
a 3 En En — — —— — 

In Bezug auf @ als veraͤnderlich; fo erhält man leicht 
Ötangt A _ tangitangiccosa + tangtb?tangtcr - 
ETF — 

| | OA 
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Alfo wegen des Maximums 6 — tängtbtang tccos«, 
+ tangt4b?tang$c?, oder, wenn man mit 
tang} b? tangic? 
dividirt: 
o= cot4bcot$ccos«e +1 
1 + cot}beot4e(1 — 2sinta?)_ 
1 + cot+beott e(2cosfa? — 4) 
cost(b — c) — 2costb costcsinfa? 
— cos}(b + c) + 2cos4bcöstccosta? 
eost(b — c) 
Nach den Neperſchen Analogien aber: - 
= ng} (# + Ntangte, 
woraus, verglichen mit dem Obigen, leicht folgt: 
oc | tang = =tang;(P+y) 
Da nun die Winfel La und 4(B + y) beide < 180 
ſind (47.); fo folgt aus obiger Gleichung; | 
| Je =; + Yn,se=PfH+r. 

Dies giebt den merkwuͤrdigen Sa, daß unter allen 
fphärifchen Dreiecfen mit zwei conftanten Seiten das den 
größten Flächeninhalt hat, in welchem der von den beiden 
onftanten Seiten Eingefchlöffene Winkel‘ der Summe der 
beiden andern Winfel gleich ift. Einen elementaren Beweis 
f.inLeegendre Geom. Livre. VIL Prop. XXVI, 


104. Merkwuͤrdig ift auch die Aufgabe, auf der Ober: 
fläche der Kugel die Linie zu finden, in welcher die Spis 
gen aller fphärifchen Dreiecfe liegen, welche über einerlei 


= tangta?. 





Note X. finder. Euler giebt in der ſchon (96.) ange: 
führten Abhandlung: Variae speculationes etc. $. 16. 
einen rein geomerrifchen Beweis des Lerellfehen Satzes. 
Dagegen hat %. Steiner das Verdienft, die Beftim- 
mung fehr vereinfacht, und auf elementarem Wege bewie: 
fen zu haben (Crelles Journal für reine und angew. 


EGSbhariſche. X 
Mathem. N.1.s. 48.) Wir thellen daher feinen Bewels 
hier dem Weſentlichen nach mit. 


105. Daß in einem gleichſchenkligen Dreiecke, wo 
a—b iſt; auch die Winkel a, 5 an der Grundlinie ein⸗ 
ander gleich ſind, folgt augenblicklich aus [24], weil 

— cosa — cosb cosc 

— 
| cosa(1 — eosc) 
sin asin’o 
.2cosa sinte?. .. 
A sıuasınc 
"= botatangtc, 
008. = cosb — cösa cos © 
sinasino 
 . 00sall — cos c) 
sinasinc 
= cotatang}c; 


alſo cos = cosß, und folglich, da weder « noch ß 
180° überfteigen, & — Pf ift. 


106. In einen Fleinen Kugelfreis fey (Fig. 59.) ein 
Iphärifches Viereck ABCD eingefchrieben, und P fey der 
Pol des Fleinen Kreifes; fo find APB, BPC, u. ſaft 
gleichſchenklige Dreiecke. Alſo 

re A Me 2, W 
————30403 
A+C=B+D, 
fo daß alfo in jedem fphärifhen Viereck wie ABCD 
die Summen der gegenüberftehenden -Winfel einander 
gleich find. 


407, Zieht man (Fig. 60.) die ſphaͤriſche Diagonafe 
AC, und conſtruirt über derfelben noch irgend ein Tphäri- 
ſches Dreieck AB'C; fo iſt nach (106.) 
ateoe+c+y=B+D, 
X +ao+c+y=B4+D; 
ahc—-B :-=D—a-—y, 
a+c‘’—B =D-—-eo.—y, 
a+c-“B zate—B», 
d. 5, in allen fphärifehen Dreieden, über berfelben Srund- 
linie, auf derfelben Seite, in einen a: Kugelfreis be: 
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fhrieben, iſt der Unterſchied zwiſchen der Summe der 
Winkel an der Grundlinie und dem Winkel an der ‚Spige 
gine conftante Größe, und umgekehrt: 


Die: Spigen aller. fphärifchen- Dreiecke Über: ‚derfälben 
Srundlinie auf derfelben Seite, in welchen die Differenz 
zwiſchen der Summe der Winfel an der Grundlinie und 
dem Winfel an der Spige eine conftante Größe ift, Tiegen 
in einem beftimmten. Eleinen Kugelfreife, der’ durch die 
Endpunkte der Grundlinie geht. 

108. Sey ABC (Fig. 61.) irgend ein ſphaͤriſches 
Dreieck, und AA’, BB’ Halbkreiſe. Die Punkte A’, B’ 
follen die Gegenpunfte, von A, B heißen. Bleibt nun 
der Flächeninhalt diefes Dreiecks conſtant; ſo bleibt auch) 
nach (91. ) die Summe: der Winkel a+ b+ c conftant. 
Aber c =, a—m—=R—a, ’=Pß—=3ıR—b. 
Alſo  — (+b)=c— RR —a+?2R— b) 
—=at+b-+re—4R, ſo daß folglich, wenna+b#o 
conſtant bleibt, auch c — (a’ + b’) conftant bleibt. 
Bleibt alfo der Flaͤcheninhalt von ABC conſtant, ſo liegen 
alle Spitzen der Dreiecke AB'C, alfo auch ade Spitzen der 
Dreiecke ABC, nach (107,) in einem Fleinern Kreife, wel: 
cher durch A’, B', C geht, fo daß alfo die Spigen aller 
Dreiecke über derfelben Grundlinie, welche einem gegebe- 
nen Dreiecke uͤber dieſer Grundlinie gleich ſind, in einem 
kleinern Kugelkreiſe liegen, welcher durch die Spitze des ge— 
gebenen Dreiecks und die Gegenpunkte der Grundlinie geht 

Die⸗ iſt der von Steiner gefundene Satz. 


Noch einige Saͤtze und Relationen von 
ſphaͤriſchen Dreiecken. 


| 109. Sey P (Fig. 62.) der Pol des Fleinen Kreifes, 

welcher fich um das fphärifche Dreieck befchreiben läßt, fo 
find die Bogen Pa, PP, Py einander gleich. Man fere , 
einen diefer Bogen — x. m Dreieck Pay ift nad) [24] 
cosx — cos bcosx 


cos = — 
sinbsinx 


ee 28 





n w = 1 doeh? ‚, „goax _-sinbootx 2% 
a Sa +- cnsb) — 1,+.cosb * | — 
Chen Fi 2 il g) = 8 gorz. J 
. c08(y — 9) i | a 
2 — = cosy + sinytangp BADEN 
— — cosa)(1 + cos b) u 
: nr sinasin et, 
: =#alL, ; ° N: 
Aber , a Are α“ 
| j \ _ ©0980 — cosacosb 
——— sin asinb. ; [94 
Dies gt mittelft obiger Gleichung fe 


1 — cosa 4 cosb — cosc 
a eng > ee 
— 5 beſii wint iſt. Auch iſt nach (97.) 
| 1 — cosa + cosb — cosc 
or. ri — cos a? —cosb? — cosc cos 0* “+ 2cosacosbcosc e 


woraus fich leicht ergiebt, daß der Zähler von 1 + tangy2, 
wenn man das Quadrat entwidelt und le , das Dop: 
pelte ift von: 
; 1 ie Bash ae 
+ cosacosce — cosbcose + cosacosb cosc 
= (1 $+.cosb — cose — cosbcos c)(1.— cos a) 
= (1 — cosa)(1 + cosb)(1-— cosc) - > 
= 8sin}a? costb? sin+ e2. | 
Alſo iſt 


16sin Jaꝰ cos}b? sin$c? 





secp? — AL ’ 
1 2sintacosthsinte 
m, Ed — nenn 
cosp YL * 
Aber nach dem Obigen 
__..2sin4bcostib ER 
;‚c0sgQg = — — tang⸗ bcotx, 
ang = _ teng+b sin+b: 


cos ꝙ =: cosb 
__2sinta sintbsintc 


IL 


Man finde diefen. BEN Ausdruck bei Kar BL re 
a.a.O. p. 318. 319. 
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40. Dym=y— y—=r—(l—g") 
‚=yP+re— gi bye B+ Y) 
Nine man hierzu, wegen tang KorB+r)— ati 
(93), den Ausdrud für cot $e aus (94.); fo erhält man 
mitselft (109.) folgende neue Reihe merkwuͤrdiger Formeln: 
——z9 + +) == —_— 1— nn — cos © — 
14 cosa — cosb — cose $ 
' 2YD , 


tangt(a —ß + m Ze — Be = ’ 


tang4 - a +/+)= 


tang}(a + £ — — a Zu Ex 
‚tangt(a + A -+ 7) + tangi(— a FR +Y) F 
nee Art eier) 


1 — c0sa — cosb — cosc 
== — — ⸗ —— 





L 
tangglc + tg) ng + +7) 
„.i+yea 2costa?.  . 
T —— = Pa 


tang e — A+y) + tangi(a + — 7) 
_ 1 cosa Br 2ringa? | 
IL rd 
tang4(a HA +y) —tangt(— a + + a 
— tangt(a— + n — tangtee + — A) 


2 ) sin ssin is — 5* E — — — c) 
—tangte HP +) tan a ++) 
+tangs(e — ?+y) +tangsle + — Y) 


1 R ; 1 1 
a. er "'sin(s — a) " sin(s — b) "singe — c) 
| = 2 cosec scosec (s — a)cosec($ — b)cösdc(s — c)- 
Aehnliche Relationen würden ſich mehrere finden laffen. 


111. Die drei Bogen größter Kreife,- welche die drei 
Winkel eines fphärifchen Dreiecfs halbiren, fehneiden fich 
in einem Puncte. Seyen nämlich die Winfer & und A 
halbirt, fo daß ſich die halbirenden Bogen i in O (Fig. 63.) 
fihneiden, und YO gezogen; fo iſt ir in den Dreiecken 
ceOß, «Ob’; 
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sinaß _'smPO sinab‘ _ sinb’O. 

sinO sinla’ smO sinie ; 
‚sin aß _ sin BO | 
smab. sin sinbO * 


Alfo find in jedem Dreieck («ßb’), wo ein Winfel halbirt 
ift, die Sinus der diefen Winkel einfchließenden Seiten, 
den Sinuſſen der anliegenden Abſchnitte der Gegenfeite 
proportional. Demnach im — nu wo A ha 
birt ift: 

sinaß _ sinab’° sinaß _ sin Byı: 


sin öy siuyb’’ sin ch” — Sinyb’° 


: sin sinßO O = sin Ay 
Folglich inb’O. = nybr : Aber 
sin Ay 2 sinO sinyb _ sinO | 


sin 30  sinß’’ sinb’O " sina’ ’ 
sinfy _-sinßO . sina’ _ sinfßO 











ugs: — sinbO. sin#’ ” sinb’O * 
Alſo sin — sin’, und demnach entweder «' — ß’ 


oder + = — 180°, Da aber Letzteres nicht moͤglich 
weil y < 180°; fo iſt & HBI.. 
112. Denft man ſich Oa’, Ob’, Oc’ als ——— 
auf die drei Seiten; ſo folgt aus 
sinOa = sinOy. siniy = sin Ob' (76), 
tangya’—=tangOy. costiy = en (73.)- 
leicht, daß Os = 0b = 0c, ya = yb', Ba ße, - 
ab’ — ac, 2ac + 2ßa + 2yb =a +b+e, 
2ac—=a+b+c—2(ßa’+7b’ )=arb+c— pa +ya’) 
—a+b+ c—-lamb+c—a, ad —s — a iſt. 
Setzt man nun eins der drei gleichen Perpendikel, d. h. 
den ſphaͤriſchen Halbmeſſer des in dag gegebene Dreieck be: 
fchriebenen Kreifes, = 1; fo ift nach (72.) 
tangl = tangtasinac, 
d. i. tangl = tang+asin (s — a) 
= tang!ßsin(s — b) 
= tangtysin(s — c), 
woraus, wie auch ſchon in (65.) gefunden, folgt: 
tang+ß _ sin —a) tang}y _sin(s — a) 
 tang}a ein — b) ’ tangta  sin(e — c) 
Auch iſt tang 13 — 


tang + atang}Atang{y sin(d — a)sin(s — b)sin(s — c), 
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oder, wenn man für tangt« ‚ uf. f. die Ausdruͤcke durch 
die Seiten (64.) fest: 


sin (e — 2) dnte « — b)sin(s — 2 * 


er = | sins 


sin(s — a)sin(s — b)sin(s — 2, 
sin s 


woraus mittelſt der Formel für "sin 4 e in (96.) (ice folgt: 


2sintecos}acos+b cosye 
—— Petra: di 
‚sins 


Iſt 1’ der Halbmeffer des umfchriebenen Kreifes; fo ift 
nad (109.) 


tangl’ = 


tangl = 


tangl = 


2sinta sin 1b sinte 
YL 
‚__2sintasin;bsin+e 
tangltangl na ko) 
Auch | 
— sintesihasinbsino. 
tangltangl = — 
sinteYL 


—— — —ñ —⸗ — — ⸗ 
sinstangtatangtibtangtc 


113. Nach [28] iſt: 
singla — b)opst(a — b) _ sinyt(a + Asint(e — P) By 





tanglcot!’ = 


sint4ccos+c —— 
sin 46 + b)cos$(a + b) b) _ cost(a + ß)costl@ — P} 
—inleoosice sinty? . 
sin(a + b)sin(a — b) _ sin(« sin(& — 
a a U ee 
sin aꝰ _ sin b? — sin(a 4. b)sin(a —b), 
sine? sin? siny:  sin(a + A)sin(e — #)’ 


‚ eine merfwürdige Nelation. 


114. Auch iſt nach 113) 
‚sin (a — b) _ sint(a + B)sint(a — Pr 


sin c cos+ty? 
sin(la + b) _ eos Ac +) war il — m, 
sine sinty? 
sine _ sine — sinsy _ — 
costy? * sintycos4y IST. * siny — 
2sina j 
tang*7 


— 
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sine since cos+ —_ 2? sine 
sinty? sintycosty ' sint in cot} 
77 17 sY Ir sıuy 
2sina 
= — cot! Y 
sin« 775 . 





sinesin(a — b) 
2sinasin;(e + Psinz(e ze 
sinasin(a + b) 
2sinacos}(e + P) costie — $) " 
Diefe Formeln dienen, um aus a, b, «, ß unmittelbar, 
y zu finden. | 
115. Man fann au) c aus diefen gegebenen Stüden 
finden. Es ift 
1 — cosc = 2sintc? = 
1 — cosacosb — sinasinbcosy = 
1 — cosacosb — sinasinb(1 — 2sin ty?) 
=1— cos(a —b) + 2sinasinb sin} y? 
= Xsintca — b))’ + 2sinasinb sin4y?' 
sint+c? = (sint(a — bj)? + in 1 . 
Ganz eben fo findet man 
cos4c? = (costi(a + b))? + sinasinb cos p 
und mittelft des Supplementardreiecfs ergiebt ſich Teiche: 
sinty? = = (0084 (a + 9)? + sinesinsintc?, ' 
costy? = (sint(« — P))? + sinasin Bcostc?, 
Subftituirt man nun die Werthe vonsin +y? und cos4y2 
in die beiden erften Gleichungen ; fo erhält man leicht: 
(sin4(a — b))? + sinasinb(cost(@ + MN, 


1 — sinasin bsin «sin ß 
(cos}(a + b))? + sinasinb (sini(a — — 
1 — sinasinbsinasin | 
(sint(a — b))? + sinasinb (cost (« + ))? 
(coszta + 59)? + sinasinb (sin y(a — 9)? ä 


116. Ferner iſt nach (65.) 


cosasinb — sinacosbcosy 
sin asiny 
Hieraus erhält man, wenn cost „ — sinzy? ſtatt 
cosy, und cos a sin b (cos 4y2 + un 7 ſtatt 
cos asinb gefeßt wird, leicht; 
sin(a + b)sinty? — sin(a — b)costyY? 
sinasiny 


tangıy = 


eot}y= 


sin}c? = 
1 2 — 
cos4c? = j 


tang+c? = 


 cota = 


cot« = 


und eben fo: 
V. R 
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sin (a 4 b)sinzy? + + sin(a — b)costy* 


ee — ‚sin “ sinb sin 7 
Alſo | 
 eotmcotß = (inta + Brsintyt — (einta — Dit.costy 


sinasinbsiny? 
Asinasinbcotecotß = (sin(a + b))?. tangiy? 
„ — (sin(a — b))?.cotiy?, 
117. Auch ergiebt ſich aus den ’ gormeln e cota,cotß 
leicht: 
sinbcot$# + sinacote — 
sin(a + b) £ sin (a + b) cosy 
sin Y 
— sin (a +b)(1 + _c0sy) 
sin y, 


woraus leicht erhalten wird; 
sinbcot# + sinacota = sin(a + b)tang!y, 
sinbcot# — sinacot« =sin(a — b)eotty, 
sinbcotf + sinacota __ sin (a + b) ; 
sinbcotß — sinacote sin(a — b) ————— 
sinb® cota sina®cota’= sin(a + b) sin (a —b). 


118. Noch find folgende Formeln für den Unterfdie 
zweier Seiten merkwuͤrdigz 
sin (a —.c) = sinacosce — eos a sine 
" sinbsin « sinb siny 
= 77 Tuba ——— cos a 
sinb (sinacosc — sinycosa) 
— | 
cosy = cöschinesinß — cosa@cosß [26] 
= 008c.sin asinß 
— (cosasin ßsiny — cosßcosy)cosß 
= coscsinesinß + cosy — sinp? cosy 
v— cosasinfcosfßsiny, 
o= coscsin«e — cosacosßsiny — sinfcosy, 
sin@cosce = cosacosfsiny + sinfcosy. | 


Subſtituirt man dies in obige Formel; fo ergiebt ſich | 


sin(a— c) = sinbcosy — —— A a a 


Ferner ift 


eos b = cosacosc + sinasin c bos 
em cosacosc +.Binasinc(l — 2sin1ß?) 
— cos(a — c) — 2sinasincsin {ß?, 
cos (a — er) =,cosb + Sein kin ai 9° 
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m er = atp? 
= cosb + sinasinbsinytangtß, 
sinb(cosy— cosasinytang+ß) BP). 
cosb + sin nasinbsinytangtß ß 
„ tangb(cosy — cosasinytang+Pp) , 
1 + sinatangbsinytang!f ," 
119. Nach den Formeln von Gauß ift: 
sint(@e + y)sinl(e—y) = | 
sint(a — c\costfa — c 
ad ide 7 sintb — 
— + y)sin!(@e — y)sinb 
cos4+ ß? —* 
_sinb (cosy — cose) 
= 2cos4p? . 
cosila + east —y)= 
sintß?. Se reed = siniß?, — 


= — + 2sina. 














tang(a — c) = 


„ Snfa—c) 
an Li sin b J 








sin(a — c) = 


sin b (cosy +_cos se) 

2sint —J— 

120. cost — cos a sin sin y_ cos cos y. Ad⸗ 
dirt und ſubtrahirt man auf beiden Seiten cosy; ſo er- 
hält man 

nein — 

200s 4(4 + yJcosl{« -) 
— 2sint(@ + y)sin (a — N 
2eosi(u + y)cos}(a — 7) = 
2sintß”cosy + cosasinfsiny, 
2sint(@a + Z)sintfe — y) = 
\ 2cos1ß°?cosy — cosasinfsiny, 
tangy+(e + y)tangı}(e — y) = | 
. R2costß? cosy — cosasinfsiny 
2sin4p? ‚cosyr + cosasinfsiny . 
Melationen zwiſchen den drei Winfeln und einer Seite, 
woraus fich mittelft des Supplementardreiecfs mehrere.an- 
Dere mit Leichtigkeit ableiten laffen würden. 

121. Noch einige Relationen zwifchen allen ſechs Stücken 
erhält man fo. Mach (118.) mit gehöriger Vertauſchung 
Der Zeichen, und mittelft des Supplementardreieds ift: 

ML 5» 


* 
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cosasiny = cosesinacosß + cosasinß, 
— cosasinc = cosysinacosb — cosasinb, 

cosasine = cosasinb — cosysinacosb, 

cosasiny = cosasinf * cos csin «cos ß. 


Alfo durch Divifion: . 


cosasinf + coscsin «cos — 
cos asinc 
cosasiny 
Cosaslab — zosysinaccah ® 
sin ⸗ + cosetangacosß _ siny 
sinc — sinb — c03y tangacosb " 
Auch iſt 


cosasinc cosasina cot « 
cos asiny — Cosasına _cota 
_ cosasinb — sinacosbcosy 


— eosasinß + sin@cosf cosc " 





Auch ift nach (118.) 
cosasiny = cosasinf 4 coscsin«acosß, 
cosßsine = cosbsina — cosycosasinb, 
cosasinfß -\- coscsina cos 





cos ßsinc 
 cosasiny 
— Cosbsina — cos ycosasinb ’ 
cosatangß + sinwcosc siny 
sin c  cosh tanga — Sosyanb ° 


122. Nah (118.) ift 


cos Asiny —= cosbsina — cosasinfcosy. 


Folglich, wenn man mit cos ß multiplicirt; 
siny — sinß?2siny 
= cosbsinacosß — cosasinfß cos ß cosy, 
sin# siny — cosacos fcosy 


_ siny — cosbsin« cos ß 
— sin ß a“ 


Alſo au 
"sinbsinc 4 cosacosbcosc 
since — cosßsinacosb 
sin b 
siny — cosbsin a cos 4 
Aber z Erg 





_ siny sin « 
m 1 — cos cos En | 
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sin a 


— nel, — cosbcosp. a 


= sinb 
since — Cosfsinacos sb 
— ain h 


sinc 


Alfo | 
sinbsinc 4 cosa cosbcosc 

= sinßsiny — cosacosfcosy, 
ebenfalls eine merfwürdige Relation zwiſchen den ſechs 
Stüden. M.f. Cagnoli Traite de Trigon; p. 326. 
Puissant Geod.1.p.79. 


Die meiften der obigen Relationen find von Delam: 
bre gefunden. ihre Anzahl Tieße ſich noch vermehren, 
worüber nachzufehen: Delampbre Traite; d’Astrono- 
mie. Tom.I. Chap. X. 


Differentialformeln für ſphaͤri— 
| [he Dreiede 


123. Zunaͤchſt kommt es hier wieder auf die Differen: 
tiation der Sundamentalgleihungen ver fphärifchen a. 
nometrie: . 

cosa — sinbsinc cose + cosbcosc, 
sine sinb = sinßsina, 
cos e = cos asin Asiny — cosßcosy; 
an. Ä | 
Die erfte giebt durch partielle Differentiation: 
sinada— (sinbcose — cosbsin ccos s) db 
+ (cosbsinc — sinb vosccosa) dc 
+ sin bsin csina da, 





Da aber 
cosa — cosb cose' 
cosa = — — — 
sinb sin c 
ift; fo ift der in Ob multiplicirte Factor 
sinb?cosc — cosacosb + cos hꝰ co⸗ e 
Nass sinb - 
cosc — cosa cosb ’ 
== — m sinacosy, 


: sinb 
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und eben fo der in dc multiplicirte Factor = sinacosß. 
- Da nun n auch 


sinbsin« 





— sinß [35] 


sina 
iſt; fo erhält man leicht: 
sinada = (sinbcose — cosbsinccose)db 


+ (cosb sine — sinb cös ccos«) dc 
| + sinbsincsina de, 
sinböb = (sinacosce — cosasinccosß)da 
-F (cosasince — sinacosecosf)dc 
+ sinasincsin 4 oß, 
sin cde = (sinacosb — cosasinb cosy)da 
4 (cosasinb — sinacosb cosy) ob 
+ sinasinbsinydy,  " 
0a = cosyöb + cosf dc + sincsinf de, 
Ob —= cosadc + cosyda + sinasinydß, 
Öc = cosf da + eoseöb + sinbsina 0y, 


Aus der zweiten Fundamentolgleichung erhaͤlt man augen: | 
blicklich: 


— 
— 

— 

— 


sinacosbob + cosesinb («a 

= sinßcosacda + 'cosfsina0ß, 
sin? coscde + cosfsinc 02 

= sinyeosbob + — dy, 
sinycosada + cosysina Or 

— sinacoscle + Cosasincde, 


Die dritte Fundamentalgleihung giebt: 
— sineda —= (cosacosfsiuy + sinßcos y) OR 
4 (cosasinßcosy + cosfsiny)dy 
— sinasin Asiny da; 
woraus, wegen. 
cos + cosßcosy sinasinf 
cosa = ——— - : — 
siuu Psiny sına 
ganz wie oben erhalten wird: 


— sinada = (cosacosfsiny + sin Bcosy)OP 
+ (cosasinßcosy + cosfsiny)dy 
— sinasin sinyda, 








= sinb, 


— suß0ß = (cosbcosasiny + sin« cosy)da \ 
+ (cosbsinacosy]+ cosesiny)öy 
— sinbsinasinyob, 
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— sinyöy = = (cosccosasinß + sina cos $)d« 
+ (cosesinucosß + cosa sin #) OR 


— sin e sin «sin P dc, x 


Br; _ dm coscOß + cosbdy — sinbsiny a 
— OB = cosady + coscd«e — sinesinaob, 
— 0y = cosbda + cosa0f — sinasinföc. — 


124. Gegeben a, b, c. 
Geſucht &, ß, y. 
iR ey: 2 daß, ß, y aus a, b, c berechnet ſind; 
o iſt na 
Ba Ca — cosyOb — cosfdc 
BER sin csin 
Ob — cosade — cosycda 
er = sinasiny 
Ä _.6e — cosßda — eosa0b + 
4 sin b sın « * 


« 








Setzt man nun ſtatt der frigonometrifchen Linien der Win- 
kel aus dem Obigen ihre Auodruͤcke durch die — ſo er⸗ 
hält man für 
(cosa — cosb — * 4, 
(cosb — cosacosc)sinb = B, 
» (cose — cosacosb)sinc = €, 
leicht | 


sinaninbsineda — Sob — Bde | 





 2sinbsinc Ysinssin 6 — a)snG — bsn@— «) c) ’. 
sinasinbsineob — Goa Ade 
2sinasince/sinssin(s — a)sın(s — b)sin(s — c) 
— sinasinbsinede — - Boa — Xob: . 


= Zsin asinbYsinssin(s — a): sin(s — b)siu(s — 6) ' 


= 














125. Gegeben Do 

Geſucht /3 F ı 9. 

Nach (123.) ift | 
— 0b — un z cosyda 


— ‚ob — cosa de — cosyoa 
'sincsin« 


woraus, wenn man fir da aus (123.) feinen Werth 
da = cosyöb + cosflee + sincsin f da 





3 
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ſetzt, zugleich durch Vertauſchung der Zeichen leicht er: 
halten wird: 
— — — cosasin Asinyöc — sin e sin ß cosyda 
sincsin« 2 
— sin 42 Bi — cosasinßsinyob — sinh cos Asinyda 
sinbsin « 2 


"Seuche a,b, c. 
Nach (123.) iſt 

— — + corady + cosc da 

‘ sin csin« 
0 + cosady + cosc de 
sinasiny ! 

woraus, wenn man für da feinen Werth: 

da = sinbsinyda — concöß — .cosbdy 


ſetzt, Teiche erhalten wird: F 
zp sn e?0ß + sinbsinccosa dy + sinbenscsinyda 
sinasiny ‚? 
— sinb? dy + sinbsinccosa0@ + cosbsincsinßda 
sina sin — 


Geſucht a,b, c. 
Nach (123 .)ift wieder 
3 _ 0a + coscöß + cosb a 
gr — —— — — — 
sin bsiny 
db OB +. + cosady + coscde 
sincsin« 
3 Oy + cosbda + coach 
e= — — 
"sinasinß 
Setzt man nun für die frigonometrifchen Linien der Seiten 
ihre Ausdrücke durch die Winfel; fo erhält man, für 
(cos« + cosfcosy)sina—= X, 
(cosß + cosacosy)sinf B, 
(cosy + cosacosf)siny = €, 








leicht; 
— sinasinßsinyda + C "OR +8 ay 
2sinßsiny Ycoss cos(s —a)cosis —P)cos(@—y) 
Ab sinesin#sinyOß + & da + Aoy 


2sinasiny V’— cos s’ cos(s —«)cos(s’ — ß) cos(s’ —y) 
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sin a sin Bsinydy + Bde + Wop 
2sinasin® Y— coss’ cos(s — a) cos(s — P) cos(s —y) 2 
128. Gegeben a, b, a. | 

.  Gefucht B, c, 7· 


oe —⸗ 


Nach (123.) iſt 
—— ain e cos b õb + cosasinbde — sin cos a da 
* cosfßsina i 
— da — cosycb — sincsinßda 
a 


— de — cosß da — cos b 
Bag sinbsin« 


129. Gegeben a, 0, P. 
Geſucht b, c, y. 


Nach (123.) ift 
ER sinßcosada + cosfsina0ß — cosa sinb da 
= sinacosb ⸗ 
ae de — coscHh + sinbsinyda 
— BEER ET er, 


dc _ dr + — cosa0ß 
130. Nimmt man zwei Stüce als unveraͤnderlich an: 
fo find diefelben Fälle wie in (41.) möglih, worauf wir 
uns alfo hier beziehen. | | 


‚131. Unveränderlih a, 8 
Beränderlih b, c, a, y (H.n.) 
Sür da — ß — 0 gehen die allgemeinen Gleichungen 
in (123.): | 
Ob = cosade, 
sinacosbob + cosasinbda = o, 
— da = cosbüy, 


drei Gleichungen, aus denen ſich immer drei der Größen 
ob, dc, da, 8 beftimmen laſſen, wenn eine als gegeben 
angenommen wird. Dividirt man die zweite Gleichung durch 
cosacosb; fo werden diefe Gleichungen: 
Ob = cosa dc, 
tange Ob = — tangb de, 
— da = cosb dy. 
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132. Unveraͤnderlich a, « | 
| Veraͤnderlich b, c, 3, (41. b.) 
Sür da = da — 0 geben die — ———— 
O — cosy ob + cosßde, 


sin a cos h õb = cos sin a õ. 
o= c0scöß + cosb õy. 


Da die zweite auch | 
kan cos sin a = og, 


sin « sin 
sin sin’. __ sinb 
cosß = — 


it; ſo werden dieſe Gleichungen: 
cos de = — ceosyöb; 
x tang Ob = tangb6P, 
cos e o = coshböy, 
aus denen ſich auch, wenn eine der Groͤßen ob, oc, 89, 
‚9y gegeben ift, die übrigen drei immer beftimmen laffen. 
‚ 133. Unveränderlih a, b 
(41. c.) 
Beränderlih a, 3, y, © 
| Fuͤr da ib oif: Ä 
o=cofdc + sincsinf de, 


o = cosade + sinasinyöß, 
cosasinb da = cosfsina0ß, 


oder 
o=de + sinetangf.da 
o=0c+ sin ctang «Of, 
corsa da == mean: Ze OB = sinacotlß0f, 


oder | | 
de = — sinctangPß da, 
de = — sinctanga 0, 
tang da = tangalß. 
134. Unveränderlih u, ß. 
Veraͤnderlich a,b, cc, 
Für —— Ze 0 iſt 
sin«ecosbob = sin cosada, 
o= vosbüy — sinbsinyca, 
o= cosaldy —sincsin«a cb; 


(41. d.) 


oder 


\ 
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ae — * cosada, 
sin 4 
— —— — cos a da, 
sin b 
o= Öy — tanghsiny da, 
om Muadıy, 
cosa 
= 0y — tangasinyob.' 
Alſo tanga ob = tanghda, 


Ööy = tangbsinyda, 
Öy = tangasinycb. 


IH. Sphaͤroidiſche zeigonomertie 
Srundbegriffe. 


135. Unter einem Sphäroid verftehen wir hier ei: 
nen durch Umdrehung einer Ellipſe um ihre Fleine Are ent= 
ftandenen Körper. Die Drehungsare heißt fchlechthin die 
Are, und ihre Endpunfte die Pole. Der von der gro⸗ 
fen Are der Ellipfe befchriebene Kreis wird der Aequa— 
tor, und jeder, mit vemfelben parallele, Schnitt des Sphä- 
roids ein ‚Parallelfreis genannt. Jeder Schnitt 
Durch die Are ift eine der erzeugenden gleiche Eflipfe. Die 


zwiſchen den beiden Polen liegenden Hälften folcher Schnitte 


ſollen Meridiane genannt werden. 


136. Der Aequator theilt das Sphaͤroid in zwei Haͤlf⸗ 
ten, von denen die eine die poſitive, die andere die negati— 


ve genannt werden ſoll. Die beiden Pole erhalten nach 


den Haͤlften, in welchen ſie liegen, gleiche Benennungen. 
137. Legt man durch einen Punkt auf der Oberflaͤche 
des Sphaͤroids einen Meridian; fo-heißt der ſpitze Winkel, 
welchen die durch den gegebenen Punkt gezogene Normale 
mit der großen Are des Reridian⸗ einſchließt, die Breite 
des gegebenen Punktes. Die Breiten der Pole ſind 


906, ſonſt find alle Breiten <’90°, und werden als 
poſitiv oder negativ betrachtet, jenachdem die entſpre— 
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chenden Punkte in der poſitiven oder negativen Halb⸗ 
kugel liegen. 
| 138. Ale Meridiane werden von einem beftimmten 
Meridiane, welcher der erſte genannt wird, immer nad) 
derfelben Richtung rings um das Sphäroid herum gezählt. 
Die Länge eines Punftes auf der Oberfläche des Sphä- 
roids ift der. zwifchen feinem und dem erften Meridiane nad) 
ber Der Meridiane hin liegende Bogen des Aequaz 
tors. Die Längen find immer pofitiv, und wachfen von 
0° bis 360°. Die pofitive Differenz zwifchen den Yängen 
zweier Punkte heißt die Zängenpdifferen; derfelben. 


© 139. Die fürzefte Linie, ‚welche ſich auf der Ober: 
fläche des Sphäroids zwifchen irgend zwei gegebenen Punf: 
- ten ziehen läßt, fol ſchlechthin die Kürzefte genannt wer: 
den. Kine foldhe Linie ift natürlich immer nach einem be: 
Rimmten Gefege gekruͤmmt, und kann alfo nad) demfelben 
über die beiven gegebenen Punfte hinaus verlängert gedacht 
werden. | 


140. Die nad) der Richtung der Längen und nach der 
Seite des pofitiven Pols hin mit den Meridianen zweier 
Punfte von ihrer Kürzeften eingefchloffenen Winfel werden 
Azimuthe genannt. 


141. Unter einem ſphaͤroidiſchen Dreieck verfie 
hen wir hier ein Dreieck auf der Oberfläche eines Sphaͤ— 
roids, deſſen Spitze im poſitiven Pol liegt, und welches 
von zwei Meridianbogen nebſt der zwiſchen den Endpunkten 
derſelben liegenden Kuͤrzeſten eingeſchloſſen wird. Daß 
wir die Spitze uns im poſitiven Pol liegend vorſtellen, 
wird der Allgemeinheit nicht ſchaden. 

Sonſt nennt man auch Dreiecke, welche von drei kuͤr— 
zeſten Linien auf der Oberflaͤche eines Sphaͤroids einge: 
ſchloſſen werden, ſphaͤroidiſche Dreiecke. 


142. Bei jedem fphäroidifchen Dreieck Fommen, wie 
bei den ebenen und fphärifchen, drei Geiten und drei Win: 
Fel in Betrachtung. Des vielfachen praftifchen Gebrauchs 
wegen, welchen man von den Formeln der fphäroidifchen 
Trigonometrie macht, hat man aber fechs andere Beflims 
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mungsftüce eingeführt. Diefe ſechs Stüde find, wenn 
wir den Pol durh P, die Endpunkte der Meridianbogen 
aber durch A und A, bezeichnen: | 
1. Die Kürzefte zwifchen A und A,, =. 
‚2. Die Breiten diefer beiden Punkte: A, A,. 
3. Die Längenpdifferenz derfelben, — o. 
4. Die Azimuthe diefer beiden Punkte: @, «,. 

Es iſt Flar, daß durch diefe ſechs Stüdfe das fphäroi- 
difche Dreieck ebenfalls beſtimmt wird, wie durch die drei 
Seiten und die drei Winfel. | Se 

143. Aus drei gegebenen diefer Stücfe die übrigen 
durch Nechnung zu finden, ift der Zweck der fphäroidifchen 
Trigonomesrie. Sie erfordert einen weit größern Aufs 
wand analytifcher Huͤlfsmittel, als die beiden erften Tri- 
gonometrigen, und die Sormeln fallen oft fehr weitläufig 
aus. Wir müffen ung daher in dieſem Artikel auf eine voll: 
ftändige Entwicelung der Grundformeln, und die Aufs 
löfung einiger der wichtigften Hauptanfgaben befchränfen. 
Ihre wichtigften Anwendungen findet diefe Wiffenfcbaft in 
der Geographie und höhern Geodäfie, alfo bei einem Sphaͤ— 
void, welches durch eine Ellipfe mit fehr Eleiner Epcentri- 
cität erzeugt worden ift. Hieraus ergiebt ſich in den mei- 
ften Fällen eine bedeutende Abkürzung der Rechnungen und 
Formeln, indem man höhere Potenzen der Epcentricität -- 
vernachläffige, ohne der Genauigkeit zu ſchaden. Die obi- 
gen Grundbegriffe find eigentlich aus der Geographie ent= 
lehnt, mußten aber hier entwickelt werden, wenn die fphä= 
roidifche Trigonometrie als für fich beftehende, rein ma— 
thematiſche, Wiffenfchaft daftehen ſollte. | 


Redbucirte Breiten. 


144. Du:Segour (Mem. de Paris. 1778.) hat 
zuerft die Formeln der fphäroidifchen Trigonometrie Durch 
Beziehung des fphäroidifchen Dreiecfs auf ein correfpon- 
direndes fphärifches Dreieck auf der in das Sphäroid be- 
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ſchriebenen Kugel zu vereinfachen geſucht. Hierzu dienen 
vorzuͤglich die ſogenannten reducirten Breiten. Denkt man 
ſich naͤmlich uͤber der Axe als Durchmeſſer in das Sphaͤ— 
roid eine Kugel beſchrieben; ſo heißt der Winkel, unter 
welchem ein durch einen Punkt auf der Oberflaͤche dieſer 
Kugel, welcher von der Ebene des Aequators auf derſel⸗ 
ben Seite eben ſo weit entfernt iſt, als ein Punkt auf dem 
Sphaͤroid, gezogener Radius der Kugel gegen die Ebene 
des Aequators geneigt iſt, die reducirte Breite des Punktes 
auf dem Sphaͤroid. Die reducirten Breiten ſind mit den 
113 gleichzeitig pofitiv und negativ, und follen durch 

1, bezeichnet werden. | 


145. Durch den Punft A denfe man fich einen Meri: 
dian gelegt, und bezeichne die Coordinaten diefes Punftes, 
den Mittelpunft als Anfang angenommen durh x, y; fo 
ift die ——— der Ellipſe 


b?x? + a?y?2 = a’h2, 


Ä woraus feicht erhalten wird . 
x __ _ay 
ei: 
Folglich die Gleichung der Normale: 
6-5. 
Alſo 
tang2 = — 


wo offenbar x immer als poſitiv anzuſehen, aber tangA, 
und folglich auch A,. pofitiv oder negativ ift, jenachdem y 
es if. M. v..die Arc. Normale und Linie, gerade. 

Für den Kreis wäre 


tang} = Z . 


146. Alſo ift , wenn x die Abſciſſe eines Punktes anf | 
der Oberfläche der in das Sphäroid befihriebenen Kugel, 
deffen Ordinate = — 5 iſt, bezeichnet: 


tangi = zu R tangl = 


a’y 
b’x 


Aber 
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p u) 


b?x? a’y! = =a ath?, 
und augenfcheinlich | 














u u 
woraus dur Elimination: - 
tanga a?x ta. ax 
tangl b’x 7 p 77 
Se Yan, 
BT mr 


b a: 
— „fang, taugi = ztangl, 


‚tangl= 
der. wahten die reducirte Breite 


Dieſe Formeln Denen, aus 
zu finden, und umgefehrt. 


147. Setzt man 


fee — — . 
"I gm iS, 





' . 
et e? = 

— — — — — 2 

14 22* 1 — e??’ 





1 
— 2 — — — 4 2 — 
1 9 414 a2.’ 1 € 1 e? * 


Ye, * — 1+e2; 


pi — 
te 2 
©” 


mai 
tang} = Yrı== ang]. ri + * 
= tangl. a + te? + es +. .9 


und folglich mit Vernachläffigung der zweiten oder vierten. 


Potenzen von e?: 
taugl= tang%: 41 — fe) R 
tangi = tangl.(1 +1 se?) 3 a 
— M Wei ER > 


{ . 


oder — 
tangl = tangı.(1 — Le: — 1er) r 
tangi = tängl. (t + A + ze?). 


146. Aus 60. ergiebt 6 ’ da das dortige 


— — 
a . — A, 

RZ ne Ze — pen‘ 
b ba "7 ar5”r * 
| . 


. 
u... 
ae ee 9 8 0 8 oe 
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geſetzt werden fann wegen ber Gleichungen in (146.) au⸗ 
genblicklich: 
1:32 = F E sin22.+ 4 (= = 5) ‚ein 
* (2) -sin2 +4 (3). sine pr 


= singl + + (2 — Sl 


+ 4(5) einst + 4(@ =) .sinält... 
Sind: a und b fehr wenig von einander verfchieden, alfo 
» ein fehr Fleiner Bruch; fo erhält man mit Vernach⸗ 














1214 














a F b 

läffigung der Quadrate: 
—— I sin, 
121 +5 = sin 21. 








149. Um — — nach Potenzen von e oder e zu ent⸗ 
wickeln, woraus ſi ib merfwirdig Reihen ergeben, wollen 
wir zuerſt uͤberhaupt 

y=(x+ Y%—1); 
‚ in eine Reihe nach den fallenden Potenzen von x entwickeln. 
Zu dem Ende differenriire man y zwei nn ſo er⸗ 
haͤlt man: | 


aay — xlY ze] =0 


Setzt man nun 
y=Ax + Bei ı > + en +. 


fo ergiebt fih, nachdem man * und Senn, durch 
Subftitution | in obige Gleichung: 


o=|In?— n—n(n — 1)jAxn 

+ in— — D— m — Dan — AB 
[n? — w— 2 = a— »m— BC} nz 

+| eazna 
4ln — a — 3) — (an 356 — 4D — 

| —e— 
* — n—4— — 90 — Bun 

+ (n — Y)(n — 3)C 
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| Seht man nun alle Coefficienten — 05 fo erhellet fo 
gleich, daß J 
B D F H.... 0. 


Da n — n—n(n—1)=oift; fo bleibr A unbe: 
ſtimmt. Allgemein ift nun 
o=[n— (n—a)— (n—ce)(n—«— 1)]N 


+@-eo+9n—a+iL, 


N. = M-e+Ym— a > +1), 


a(!n — a) 


_m-e+ym—e+ N, 


2Za(n — te) 


moraus 





— H@- 5) — — 
Dan) --- 4.8.12 A, 
wen —N A ei Beat 

16(n — 4) 4.8.12.16 
etc. etc, etc. etc. 
Entwicele man aber y nach dem binomiſchen ehrſate; ſo 
erhaͤlt man als erſtes Glied 


+4 — fan 
= (14 1m — Zux, 


Alſo A— PB, und folglich 














I 


I= — 





yz{ax, 
— n(2x)"72 
+ ey 

— —8* 
PRICE) u = RN ans 


. ⸗— — 2 3 ee 


Da, wie leicht erheller, | 
x — 7 --1#°=@&@4+ 1727771)” 


iſt; fo iſt, für 
«- Ye—1)"=y; 
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en Ve: 
+ n(2x)"72 
— N zn 


4 n(n «2 — E55) oyn—6 
+ — n({n »(n+ — — 6) n +7 HT (0% il 





23:8 
TEEN 
150. Nach (147.) iſt 
—— 
Ben —— — — 





6 
a a + Yi-e)a — Yi-e®) 


= u — * — * 
Folglich, nach den — bewieſenen Reihen: 
)yν 
Br, 3 (2 


+32 + ner ER 2 — 





yet 5 — 
„men > + 29) 


— — + 5)/ e \® 
+ 1.2.3 





— — — — — — 
— — — 


a 4 b —— +1 


_ NM - NER +N 
(M+e-tı) 
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=- 
Hl 


ah —2n Mn —2n—2 

( F y * 3 * 1a 

an(2n + 3\/ 2 \—2n—4 
+ 1.2 \eV -° ‚ 

An{2n+4)(2n+5) ——— 

— —— 9 3 oa 
— 

das obere Zeichen fuͤr ein gerades, vas untere fuͤr ein un: 


gerades n. Alſo 


Ga ET a 


P tat E92 ya 





a + 4)(2n + +22 * n—6 
1.2.3 . 


u. ee 


= ort: 1) 


y. Zulzn a 2(: J 


_ * ee: 2 ie 263) 


151. Da man nad) dem Obigen die reducirten Breiten 
immer leicht aus den wahren berechnen fann, und umges 
Fehrt; fo follen in der Folge immer jene ftatt diefer in die 
Formeln eingeführt werden, weil diefelben dadurch abge: 
fürze werden. Doch find folgende Ausdrücke zu bemerken. 

Nach (145.) und (146.) iſt 


a?y b 
tangi =m tangl = „tang A, 





Alfo 2 j 
tangl = = j 


woraus fich leicht ergiebt: 
(b?x? + a?y?)sinl? = a?y?, 
a?b?sinl? = a’y?, b?sinl’ = y?. 


S2 
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Da nun 1, alſo auch sinl, mit y gleichzeitig pofitiv und 
negativ iſt; fo ift 


bsinl=y, 
und folglich 
' sin yıı__x 
en angl ware j 


acosl=x 


Kürzefte Linie zwiſchen A und A,. 
152. Sey 


u= flk, y9)=o 
überhaupt die Gleichung einer Frummen Fläche, auf wel: 
cher die Fürzefte Linie s gezogen erden ſoll; fo ift 
er) T 
: = föx n * + a) | 
- /aYi+y + Yyı° 7.2: Pie 
Nah Variationsrehnung (38.) iſt 
/ v=-Yi Fr y: +23, 4 - vo, 
N=EQ=R=.... 
N=-Q0=R=.... 
und, day, z wegen ber gegebenen Gleichung der krummen 
Zläce nicht ganz unabhängig von einander find; 


N 
— 


a ö d 
P pP’ 
ee 


(5) öy + 6) dz = 0, 


42 


woraus leicht: nn nu — ‘eliminirt 
Hu op 
2) "x Be ar * 


(2). oP — (Fr =. 


Aber (Bariationsrehnung 27. 38.) 
Pi — 
—— Yı+y Jr + 2° 2,” 
Yı — ey oy 


= — 


v 7 rox ös ’ 
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Ov z, 
: r=(5) TERRA ES 
we? e2. _ 
vr Ti T 0" 
Alfo 


ou ey du 0% 
d2 - (5): * — 


Das Integral dieſer Eliten | in Verbindung mit der ges 
gebenen Gleichung 
EEG, J. ) 0, 
reicht zur Beſtimmung der kuͤrzeſten Linie hin. 
Durch Vertauſchung der Buchſtaben erhaͤlt man aus 
obiger Gleichung: 


On — on n ex | 
(U = O5 
. cd 
„ge 4 „UN “ 
Uri = ==0, 
\oy cs us 
5 Pi x wi 
am — 0% 
8 


Betrachtet man ös, ale — ſo werden dieſe Glei⸗ 
chungen: | 
(4 )Y (& * 
— 03 249, 
OX COYy 
en ou 
(7); 22 — (# dꝛy * a 
= - 


153. Bei einem Revolutionsfphäroid fey jegt die Are 
der Drehung die Are der z. Denfe man ſich von irgend 
einem Punfte feiner Oberfläche auf die Ebene der xy ein 
Perpendikel z gefällt, und durch deffen Fußpunkt nach ai 
Anfange der Eoordinaten die Linie t gezogen; fo find t, 
Coordinaten der erzeugenden Curve, deren Gleichung 
alfo durch 

y(t,2) = 0 


bezeichnet werden Fann, fo daß folglich t eine Function 
von z ift, und demnad | 

t= = 97 
geſetzt werden Fann. Da offenbar 
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Danunl, alfo auch sinl, mit y gleichzeitig pofitiv und 
negativ iſt; fo ift 


bsinl=y, 
und folglich) 
— sinl — bx x 
D tanugl Bay = 


acol=x 


Kürzefte Linie zwifhen A und A,. 
152. Sey 


u=sfk,y,2)=o0 
überhaupt die Gleichung einer Frummen Fläche, auf wel: 
cher die Eürzefte Linie s gezogen werden ſoll; fo ift 


fl @+@} 


-/sYi+ry + Yyı° 2% 22 2,» 
Nah Variationsrechnung (38.) iſt 

Ä v=Yi + yı + 2, 08 = vox, 
NZ2Q=R=....| A N 
N=Qq0=R= J ze. 

und, day, 2 wegen ber gegebenen Gleichung der krummen 

Släche nicht ganz unabhängig von einander find: 

oP oP’ 


———— 6 


d. i. 
Fl Bl 


5) dr ad: (5) eo; 


Oz 


voraus leicht; wenn man — eliminire 
Ou = ou op en 
02 —— ox 
=). dp 5 =). An 
Aber (Bariationsrehnung 27. 38.) 


P= —— 
=> Yi+y + yı° "2. z,? 2,” 
EN. A 


v " vox os” 


MW - 
— 
— 
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Alſo 


— — 0. 


du ‚ee -(2 04 
02 “Ds oy/ "08 


Das Integral diefer Gleichung, in Verbindung mie der ges 
gebenen Gleihung 
5 fx, 5, 2) * 0, 
reicht zur Beftimmung der Fürzeften Linie hin. 

Durch Vertauſchung der Buchftaben erhält man aus 
obiger Gleichung: 


— 
ou u — On n AOX 
U=- = 0, 
cs 
* 
„ie * "UN — ö 
Um — 
GE os J — us . 
ie File. IX eu „O2 2 
: —— 73 
os 


Betrachtet man ds, als — * ſo werden dieſe Glei— 


chungen: | 
GUN - 6 ; F — 
3)’ I Oy ee; 
on RN, Ou * 
F — — 
(2)** — —— = 0. 
'NUZ CK 


153. Bei einem Revolutionsfphäroid fey jest die Are 
der Drehung die Axe der z. Denfe man fi) von irgend 
einem Punfte feiner Oberfläche auf die Ebene der xy ein 
Perpendifel z gefällt, und durch deffen Fußpunkt nach 
Anfange der Eoordinaten die Linie t gezogen; fo find t, 
Goordinaten der erzeugenden Curve, deren Sfeicpung 
alfo durch 

ylt,2)=o 
bezeichnet werden Fann, fo daß folglich t eine Function 
von z iſt, und demnach | 

t= pr 
gefeise werden Fan. Da offenbar 
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® ' 4? — x? + y25 
ſo iſt | Zen 
x? 4 y? = (pn), 
oder, wenn man Ä 
j — (pr)? = fz 
ſetzt, 


xꝛ 4 y?+fz=o, 

die Gleichung eines jeden Nevolutionsfphäroids, wo fz 
in jedem Fale aus der Gleihung der erjeugenden Curve 
beſtimmt werden muß. 


Segen wir alfo in (152.) 
u=r+y?+fz 


fo ift 
OPEN — 
ELBE 1: 
x “ri £ = 
.Oy , oy 
x. rt 0 — 
„OR 6 
I u 
„er Ox M 
os — — 
Oy Ox 
. re 
Alfo ’ 


xoõy — yox=Cds, 

eine Gleichung, deren Integral, nebſt der Gleichung 
x + y?+fzı=o, 

die Fürzefte Linie beſtimmt. 


154. Die Gleichung einer Kugel ift bekanntlich 
x? + y? + 2?—r?=o, 

den Mittelpunft als Anfang der Coordinaten angenom: 
men. Ohne aber diefe Gleichung weiter zu berückfichtigen, 
laͤßt ſich die Fürzefte Linie auf der Kugel ſehr leicht auf fol: 
gende Arc beftimmen. Da man nämlid in diefem Falle, 
wenn der Anfang der Coordinaten der Mittelpunkt ift, 
jede Coordinatenare als Drehungsare annehmen kann; fo 
laffen fi in der vorher gefundenen Differentialgleichung 
X, Y,. z gegen einander vertaufchen. Dies giebt 
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xoõy — yõs = Ch, 
vor — ıdy = Cds, 
2 x — x0ı = (”0s, 
Multiplicirt man nun dieſe Gleichungen reſpective mie 
2, X, y, und addirt; ſo erhält man | 
= 008 + Crds + Öyce, 
Cx+l”y+Cz=o, 
welches die Gfeihung einer durch den Mittelyunkt gehen⸗ 
den Ebene iſt, wie ſich leicht aus Krumme Fläche (4.) 
ergiebt. Demnach iſt die kuͤrzeſte Linie auf der K ugel ein 
durch die beiden gegebenen Punfte gehender Bogen eines 
größten Kugelfreijes. 
155. Fuͤhrt man nun in die Sfeihung 
xöoy—yox=Cos (153,) 
ſtatt x, y die polaren Coordinaten p, v ein; jo iſt 
XK=Vvcospy, y=vsing, 
ben Anfang der Coordinaten als Pol angenommen. Alfo 
Öx = cospOv — vsinpdp, 
J Oy = sinpydv.+ vcospdp, 
woraus leicht 
Ä xöy — yox = v?0p, 


fo daß alfo 

nie = GC 
eine conftante Größe ift, für jede Fürzefte Linie auf einem. 
Rotationsſphaͤroid. 


Ferner erhaͤlt man leicht: 
os ⸗(oos põv — vsinp0p)? 
"+ (sinpgdvr + vcospdy)? 
+ da? 
= dv? 4 v209? + 02°. 
Alſo, wenn man öõs aus dieſer und obiger Gleichung eli- 


minirt: 
vꝛ (v2 — C2)dp? = 0 Geꝛ + 922). 
Durch Elimination von Op ergiebt ſich: 
(v2 — C?)ds? = v? (dv? + 02°). 
Durch Verbindung. diefer Gleichungen laſſen ſich manche 
bemerkenswerthe Relationen finden. Z. B. 


p 
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| Opds = Een, ’ 


Ös? +, v20p? _ v® + 0? 
52 — 12092. Wa" 

156. ft nun (Fig. 64.) P der Endyunkt der Rota⸗ 
tionsaxe, beim elliptiſchen Sphäroid der Pol, und AA, , 
ein Theil der Fürzeften Linie durch A und A, ; fo fey A,B 
— ds, und durch A, lege man eine mit der Ebene der xy 
parallele Ebene, deren Durhfchnitt A,C mit der Ober⸗ 
fläche des Sphäroids ein Kreis ift. Der Radius diefes 
Kreifes ift, wennx, y, z die Coordinaten von A, find, 
offenbar — v, und, da dp immer zu einem Kreife gehört, 
deſſen Halbmeſſer —= 1 iſt; fo iſt 

1:v=09:AC, AC=vöp, 
wobei zu-bemerfen ift, daß, fo wie ds und &p, offenbar 
auch A,C und Op gleichzeitig pofitiv und negativ find. Be: 
zeichnen wir nun die WinfelPA,B, BA,C refpective durch 


©, 5 fo ift in dem unendlich" Kleinen rechtwinkligen Drei⸗ 
ef BA,C:H. 





— cos og cos 
ee A ce 


1 


Da aber auch PA a A,C fenfreche iftz fo ift Far, daß 
immer 


und folglich 


cosy = sine, 


vop P v20p 


= sin — 2* i 
* sina, — vsine, 


alfo vsine=C ift, woraus fi die merfwürdige Ei- 
genfchaft jeder Fürzeften Linie auf einem Rotationsfphäroid 
ergiebt, daß immer vsin « eine conftante Größe ift. 

Hat man auf der Oberfläche des Sphäroids drei durch 
Fürzefte Linien mit einander verbundene Punfte, wodurch 
ein Dreief AA,A, gebildee wird, und man bezeichnet. die 
| Halbmeffer der Porauelkreiſe durch A, A,, A, durch 

v,v, , die Winfel der Seiten AA,,A A, A,A 
mit PA, PA,; PA,, PA,; PA,, PA aber vefpective 
durch o, 45 er, az, a5 ſo iſt 

vsine = v’ Fe, 
| vsine’ = v”sina”, 
v"sine = vsina, , 


r 
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woraus duch Mufeiplication fich Teicht ergiebt: 


sin asin «’ sina’” = sine, sin a’ ‚sin a” 19 
für jedes Dreieck wie AA,A, auf der Söerfliche eines 
Rotationsſphaͤroids. 

157. Iſt nun das Sphaͤroid ein elliptiſches; fo iſt of: 
fenbar v die immer als poſitiv betrachtete Abſciſſe der er— 
zeugenden Ellipſe. Beziehen ſich daher jetzt v, «auf den - 

Punkt A, bagegenv;, * auf den Punkt A, ; fo iſt (151 * 
— acos Va ⸗ acosl,, 

Alſo, da vsine conſtant iſt: 

acoslsiu«e = acosl, sine,,, 
coslsina = cosl, sine, . 

Diefe Gleichung enthält eine: ſehr wichtige allgemeine Re— 
lation zwifchen den reducirten Breiten und Azimuthen ir: 
gend zweier Punfte. Dan kann diefe Gleichung auch fo 

fhreiben ; 
sin (90° — 1) Ber — 2 
“sin (600 — 1 ) — 
woraus erhellet, daß ſie einem fohärifchen Dreieck — 
deſſen zwei Seiten und Gegenwinkel 90° — 1, 90° —], 
und 180° — «,, a find. . Wir wollen diefes für das 
Folgende fehr wichtige Dreiedk immer das Hülfsdreieck 
nennen, und die dritte Seite nebft ihrem: Gegenwinfel 
durch £ und u bezeichnen. 

158. Bezeichnet man den Radius des Parallelfreifes 
durch A, mit o, fo daß in (156.) v — 9, den Nadiug 
des Krümmungsfreifes der Eilipfe für denfelben Punkt aber 
durch r; fo bleibt r auch für C unverändert, und das unendlich 
Fleine BC kann als ein Theil des Krümmungsfreifes in C 
betrachtet werden. Da num BC offenbar das Differential 
der Breite von A, ift, welche wir hier — A fegen wollen; 


fo ift 

1:r=01:BC, BC=rd. 
Alfo im Dreieck A,BC nad) (156.), da A,B? —A,C? 
BC? ift, 





— 022 
Os = le + J— 


= 
"TreH 
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— | —— 











J— — 9 
Alſo (155.) 
| ZEIG, = 6, 
fı+ (=) 
eine conftante Größe, und, weilC=vsinea=gosina 
(156.), immer 


li + G Eh —1. 


Sundamentale Differentialformeln. 


159. Wir fanden oben ( (155.) 
v⸗ * — 02) = C?(0v? + 9°), 
— C?)ds? = v?(dr? + 02°). 
Da nun v, z minder mit x, y bei der erzeugenden Ellipfe 
einerlei find; fo ift (151.), wenn man jett alle veränder- 
liche Größen auf A, beziehe: | 
vo Re z = bsinl, ; 
I=— asinl, Ol,, d2 = bcosl, öl, ; 
Ov2 + O2? = (a?sinl,?® + b?cosl,?)ol,? 
= a?(1 — e?cosl,?)ol,? 
— b?(1 + #sinl,2)di,?. 
Aber, wenn ſich v einmal auf A bezieher: 


C = vsine —= asinacosl (156.); 


alſo | F 

v2 — C? — a?(cosl,?® — sina? cosl?). 
Sind nun L und L, die Längen der Punfte A und A; 
‚fo erheller augenblicklich, daß y—=L,. Aber immer 


L-L=+6, 
und folglich auch 
g—L=+o, op = +06, 
da L als conftant angefehen werden muß. Alſo immer 
op? — 00°. . 
Nach gehöriger Subſtitution diefer Ausdruͤcke in die 
beiden obigen Gleichungen ergiebt ſich 


Sphaͤroidiſche. 283 


— sin a — VI — ereost3.dl, 
— eosl, Yeosl, —sina2cosE 
acos] acosl,Y1 —e?cosl.: . el, 

— — — sin a? cosl? ®cosi? _ : 
welche zwei Formeln, nebft der Formel 


coslsin« — cosl, sine, , 


bie Grundformeln der ſphaͤroidiſchen Trigonometrie find. 


Es iſt nur noch zu beftimmen, welche Vorzeichen man 
für 0 und ös nehmen muß. - ft, < 90°; fo erhellet 
aus Fig. 65. augenblicklich, daß mit einem Wacsthum . 
"von 0 und s auch ein Wahsthum von 1, verbunden iſt, 
und Demnach die obern Zeichen zu nehmen find. Iſt aber 
@> 90°; fo jeigt (Fig. 66.), daß mit einem Wache: 
thum von o und s eine Abnahme von 1, verbunden ift, und 
daher die untern Zeichen zu nehmen fi nd. Daß do und As 
‚immer einerlei Zeichen haben, erhellet augenblicklih. Die 
Quadratwurzel iſt, wenn man dieſe Regeln fuͤr die Zeichen 
befolgt, immer poſitiv zu nehmen. Anſtatt élaͤßt fi ich leicht 
oder b in die Gleichungen einführen. 


s=+ 


“in 
Il 


Transformation dieſer Gleichungen. 


160. In dem Huͤlfsdreieck (157.), wo «, 900 —1 un- 
veränderlich find, hat man (131.): 
0(90° — 1,) = c05(180° — a,)öf, 
tang (180°. — 0,)0(90° — 1,) = —tang (0° — 1,)0(180° — a,), 
— 0(180° — «,) = c0s (90° — 1,)Ow, 


d. i. 
ol, = cosa, Öf, 
tange, Ol, = cotl,da, ; 
da, — sin] ‚Oy. 


| — erhält man leicht, wenn man da, eliminirt: 


— cos a, cos1, 
s — singe, 


Aber 189): 


. sir «’'cosl 
au, = —— 


cosl, 
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| I cosl,°_-sinalcosli 


* c050, — oh. * 


Die Wurzel wird immer poſitiv genommen (159.), und 
auch cos], iſt, dal, nie > 90°, immer poſitiv. Alſo 
ift diefer Bruch immer pofitiv, und folglich das obere oder 
untere Zeichen zu nehmen, jenachdem &, < oder > 90° 
ift. Dach gehöriger Subſtitution erhäft man? 


— ain coVI— e?cosl,?.cosa, cosl, Ep 
* cosl, sina, „. + cosa, cosi ’ 
— „acos]l, YI-e?cosl,.:. ?. cose; of 
+ cos«e, cosl, 
100 die — oder untern Zeichen zu nehmen ſind, — 
dem a, < oder > 900 if. (M. ſ. vorher und 159.). 
Hierans ergeben fib nad) leichter Reduction als Grund: 
formeln der fphäroidifchen Trigonometrie : 
sinecosl = sine, cosl,, 
do = Y1 — eicoslı2 „Ay, 
os =al1 — e?cosl,? . Öf; 
10 die Quadratwurzel immer pofitiv zu nehmen iſt & oder 
b laffen ſich leicht ſtatt e einfuͤhren. 
161. Nun iſt aber (57.) in dem Huͤlfsdreieck: 
cos (900 — 1,) = sin(90° — 1)sinfcos« 
+ c0s(90° — Dcosf, 
sinl, = BE RAR + sinlcosf. 
Setzen wir daher für die beiden Hälfswinfel hund h, ; 
sinl, = coshsinu(h, + f) 


| = coshcosh,sinf + coshsinh, cosf; 
ſo ergiebt fih: 


coslcos«e —= coshcosh,, 
sinl = coshsinh, , 


und hieraus 


tangh, = tangl sin] 4 


cosı = —— 
cos’ sinh, ° 


mittelft welcher Formeln fich die beiden Huͤlfswinkel berech: 
nen laffen. hund h, find als conſtant zu betrachten, Da 
man bier immer &, 1 als conftant betrachtet. 
Set man nun in der Sormel für os 
cosl,® = 1 — cosh’sin(h, +.9°; 
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ſo erhaͤlt man nach einigen Reductionen: 
ös = T 05 
—hbYir Rocchranh, + Hr.ör. | 
. Da ferner nach der erften Hauptformel in (160.) und 
nach den dort bewicfenen Differentialformeln 


sine, n sine, 











Dy — A, = öf 
* ‘cos«e,cosl, " .cosl, 
sinecosl öf 
uosl,? '. 
ft; fo iſt | 
3 _sinecos!Yi — e?icosl,: TR i 
ae") FE u 


Snfegration der Formeln für ds und do, 


162. Um dieſe Integration mit Leichtigkeit auszufüh- 
ren, ift zuerft zu bemerfen, daß die Größe 1 + p?sinx? 
ſich immer in zwei imaginäre Sactoren zerfällen läßt. Be: 
zeichnet man nämlich die Baſis der hyperbolifchen Logarith 
men, um fie von der Epcentricität zu unterfiheiden, hier 
durch c, und Y 1 dur iz fo fee man 


1+ Pp’sinx® =m’1 — neix) (1 — ner), 
woraus nach Entwicelung des Products, indem man 
Pi: BEE at 
— — = 8s11x 


ſetzt (Differentialformeln. 48.), leicht erhalten wird. 
1 + p?smnx? = mꝰ — m? + Ausinx?}. 
Dies giebt die beiden Gleihungen m? (1 — n)? —1, 
4m?n = p?*, aus denen nach befannten Regeln 
| IE Due EEE 
— 2 Hi 
u p IMri+i’ 
wenn man nur das unfere Zeichen beibehält. Ferner 
; | 
000m ——— — * t39 
wenn man, wie vorher, das untere Zeichen beibehaͤlt 


286 | Trigonometrie, | J 
Eben ſo ſetze man 


1 — pꝰ sinx? = 42 (1 — voziX) (1 u) 
= u?) — »v)? + Arsinx?}, 
’ a? (1 — vr)’ =1, 4u’rvr—= —p?; 
_A- PP) Zp +1 
2 


‚= 
F pP 
=— — = LETTER 
| P rZpr+t” 
wenn man bas oberg Zeichen beibehaͤlt. 
p? 
j — 
|. ı(Yı1— p? +1), 
wenn man ebenfalls das obere Zeichen beibehält. 








-41-pP + 


Man hat bei diefer Entwicfelung zu merken, daß 
P=tpP +1 NP HT+N 
PEN NT Sp+N 
ift. J 
163. Wendet man nun die erſte Zerlegung auf die 
Formel | 
de = bYTF ®coshrauch, + D7.öf, 3% 
indem man p — ecosh ſetzt, an; fo erhält man, wenn 
der Kürze wegen | | 
Yi+ ®coh? — 1 


— — — 


YI+e@coh? +1 





gefeßt wird: 
06 = 4b [NT H ereoshr + ıl 


af 


je HN] or. 


Entwickelt man nun die beiden imaginären Factoren 
nad) dem Binomialtheorem in Reihen; fo ergiebt fich, in- 
dem man das Product nad) den pofitiven und negativen ge= 
raden Porenzen von ci(hı + f) ordnet, und ' 


Sphaͤroidiſche. 





1.18 1.7, 
1=1+ Wear (Ga) t 2.86 





\ 1.1 Le 3 
ih 1 Me year Ge 2) ul Tr Ba a Sg 
1.4 1 85. 25 
er Pr a IE u 
ARE Sr 1-1, 1.1,3,: RER 
—— a TOSABDTA 
1.1.3.5.7 SB. = 
2:2:30s8.10 2.8.0 z 
- “ 
4113, _ 43 — nr 1a, 
2; 4— m ⸗ 2.4.6.8 ” a 2.4.6.8-10 2 2 
⸗ — 75— — —2 — 4 
| Dein 12 DIN E 
. "1.1.3.5 — s_1.1.3..9 11, 
“=; 4.6.8 :- Er 103% In. a 
IE BE TER TE RE 
— —— — 4 — 65 ul 2* 
2.4 -12’2.,.4.6° : 


ſetzt, diefes zes 
exit Hd, ailh, +9) 
— x G. +, äh —— 
[+ äh + N) 
— FD, ab +9] 


— 2X + f) 
— 2X cosS(h, + f) 


—— 48.) und Fotgtih 


el From + 111% — 2%cos2(h, + D) 


- — 2%cos4(h, + f) 
_ 2%Xcos6lh, 4T 5 
— 2%Xcos8(h, + f) 


of 
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Aber 
feosn(h, + = - sinn(h, + D. 
s = ıb}YIFercosh’ +1} A — 1Xsin2(h, + f) 
| — ıXsin4(h, + 9 
— 1Xsin6(h, + f) 
; — 2%sinS(h, + 9) | 
+ Const. 


Da aber offenbar s—=ofürae, =ea, , =1], v.i, 
wie augenblicklich erhellet, da denn das Huͤlfsdreieck in den 
Meridianbogen durch A übergeht, für £ = 03 fo er- 
halt man 


Const = 2pf! 1+Fe?cosh?-+Hi]f ı% sin2h, + ı%sinAh, 
i + 2Xsin6h, 


= 4b Tre cost +1} [AP — 4X [sin2(h, +8) — sinzh,] 
IN — + [sind (h, +f) — sin4h,] 
— 1X[sin6(h, +) — sin6h,] 
— 1X [sinS(h, +f) — sin$h,] 


s = bYIFecosh? 1) At — 3Xcos(Ah, + Hsinf 
— 2X cos(4h, + 2f)sin2f 

— 3%cos(6h, + 3f)sinäf 
— 3%cos ($h, + 4Dsindf 


EGGoniometrie. 28.) 
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Diefe Formel fol im Folgenden immer durch (A) be: 
zeichnet. werden. 

164. Wäre e fehr-Flein, und eg wäre verſtattet, hoͤ⸗ 
here Potenzen als e2 zil vernachlaͤſſigen; fo erhielte man 
* rı+® cosh?s sin(h, + 5)?.öf 
—= {1 + 4e2cosh?sin(h, + f)? Of, 
= {1 +48? cosh?[i — cos?{h, + f}]}of, 

— (1 + 4e?cosh?)f — 4s?cosh?sin2(h, + f) 

+ Const. . 
Beſtimmt man nun die Conftante wie vorher; fo erhält ° 
man nad) N leichten Reductionen: 

= f+ 102 cosh?jf — cos(2h, + fjsinf} , 


welche DEE immer durch (A’) bezeichnet er⸗ 
den ſoll. 

165. Um nun auch 6 zu finden, entwickele man in der 
Formel für 0 (161.) die ERROR in eine Reihe; 
fo erhält man; 


‚do sin a coslof 
* cosl,? | 
— —— + ne — 


a 
— * ze cos], 


> 
b 





F 
J— 
cos 


of 
IE . =; — h’sin(h, + £)? 
— sinhof 
— sinh — cosh?sin(h, + £) , 
— wenn man Zaͤhler er Nenner mit cos(h, + f)? 
dividire, und FE — Oh, + f) fest, leicht erhalten wirds. 
of 1 -f O.sinhtang(h, +N__ 
JR - — 1 + sinh? tang(h, + fj® + f)? 


= 55 Are tang ain h tang (h, + H. 


(Differentialformeln. 31.) 
Die Eonftante muß hier twieder dadurch beftimme wer⸗ 
T 
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den, daß * o für £—o, wie leicht erhellet. Dadurch 
erhält man den erften Theil der Reihe für a — 
sinacoslgArctangsinhtang(h, + f) 


sinh — Arctangsinhtangh, J. 5 
sina.cosl u 
— mn n von). , 








Aber nach 161.) 


4 1 
RN ET GEBE... 


sinh,? 
sinh, 2 = ns 
tangl? 

— Cosa? + tangl® 

sinl® 

cosa:cosl? + sinl? ’ 

— 1 — sinl®? — cose?cosl?, 

— cosl? — cosa? cosl? 

= sina?cosl?, 

sinh = sinecosl, 

da!sin@cosl immer pofitiv ift, weil & nicht > 180°, 

I nicht > 90°, und h, das durd) feinen Coſinus gefun— 

den wird (161.), auch nicht > 180° genommen zu werden 

braucht. Demnach iſt der erfte Theil unfers Integrals — 
Arctangsinhtang(h, + f) 


sinh? 


[=:-% 


— Arctangsinhtangh, 
Aber | 
tangz —= sinhtang(h, + f), 
x” tangz’= sinhtangh,. 
Alſo 


„_,sinhitang(h, + f) — tangh,} 

kin I a DE 1 + sinh?tang(h, + Ntangh, 
— sinhsinf 
— cos(h, + S)cosh, + sinb?sin(h, + Dsinh, 
u sinhsin £ 
— eosf — cosh?sin(h, + f)sinh, 

sinhsinh, sinf _ : 

— eosfsinh, — sinl?sin(h, + £) (161) 

_ sinh sinf 

— ecosl?cosf — sinl?coth, sinf 

_sinh sin f 

— cosl ' coslcosf — sinlsinfcos« ’ 


’ 
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wenn man cot I — a (161.) fegt, ober 


‚ tan (@ 2N)* sinh - — 
8 ‚ cosl ". coslcotf —;sinlcosa " 


Nach (65.) ift aber im Huͤlfsdreieck: 
sin (90° — I)eotf — cos (90° — 1)cosa 
sina i{ 
__ eoslcotf — sinlcosa 
a — . 


coty=— 


Afo | 
sin h . 
sin«cosl tangy, 
tang(z — 7) = tangy, 

und folglih z)— z’ — =Y ber erſte ai des — 
für o. 


Segen wir nun 


tang(z — 2) — 


sinh — —1 
— soh+i1 


| (Goniometrie. 40.); fo giebt die zweite Zerlegung i in (162.) 
eosl,® =1 — cosh?sin(h, + f)? 
= 46inh + 1? 1 =, Ar] 
1 — €, — rät. 


Entwickelt man nun überhaupt die Factoren des Products 
dt, rn]. 


nach dem binomifchen Lehrfage in Reihen, und ordnet die 

Glieder des Products nach den poſitiven und negativen 
geraden Potenzen von ci 53 fo erhält man, wenn 
allgemein 


Ve a 


tang (4 " —h, 


J RRERER 
t ; (n—1 n(n—1 "000-2 
N=17u47 2 u +20 1 * — mn 
nes n. a2, 
| TEN re 
9 _4ıh(n—1) n n(n—1Y(n—2), az, n. ed, „6 
re +. EEE Gib — 


n. .(n—2) n. en 
KIT vr Fr ae PIFT- Eu 
u.2 
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—, — ———— ; 
N=1 IE ErT — — Ba un — ER ei 
n. es n. 
. voor bl a 
| u. ſ.f. "72 75 7 
geſetzt nn. obiges Product 
N 
| le ih, HL aß, +9 
4 Ne Alb, FALLE + N) 
— ſebi. D. -Si + 
* Nle ih, + N, ih + n} 
— ⸗ — N .». 2 9 9. ® 
— 2N c0s2(h, + f) 
+ 2Ncos4(h, + f) 5 
— 2Ncos6(h, + f) 
rr 2Ncos8(h, +f) 
fo ee 


‚- cosl,?* = 5; Ginh -+ — IN 
— 2N00s2(h, + f) 
+ 2Ncos4(h, + f) 
— 2Ncos6(Ch, + £) 
+ 2Ncos8(h, + f) 


Dan Immer eine pofifive ganze Zahl iſt; fo ift offenbar 
immer W — o, und bie Reihe bricht alfo immer mit 
diefem Gliede ab. Der zweite Theil von da ift alſo das 
Product von — ze? sin a coslöf in: 


14 ze: (2) JA — 2Acos2(h, + $) | 
He en de 

| — 2Bcos2(h, +9) 
En 2Bcos4(h, + f) 
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1.3.5 a (lee 1)‘ Je 
STEH I — 26 cos2(h, + f) 
| + 2c cos4(h, -+ f) 
| — 2Ccos6h, +9 
ER. sinh + 11° 
a (—.— ) |p 
— 2:Dcos2(h, + 9) 
+ 2D condlh, + [ 
— 2D cos6 (n. 4 | 
+ '2D cos&(h, +f) h 


Drdnetman nun — den Coſinuſſen der Vielfachen, und ſetzt 


8214 je (et —— 
1.3 ;jinh +1 8 
TEN 2 ). 
1.3.5 ‚ytinh_ + 11° 
66 
+ 76.502 ) 
1 w ‚Ginh + 1)° eb 
2 
1.3, (sinh + 
6 a 
3.5 „..ginh 1)* & 


1. 
I 77 
1. 


er 


> 
2| 
ai 
* 

3— 


2. - 4:3, (einh + 1% 2 

ed © — . B 
— 5 — —8 ns 
+ Bar Tag 
1. 7, ‚Ginn + ij 
+ 70 ——— 
+. 
5. 


1.3. 
Ben 





j Eos 


Un- 





‚ (inh + Eur 3 
— G 








5 

+ Fin 7, geb F Bud yo. 
1. — *6 ni 
4 
+ 


Fir? J— 


im 





\ ' ! J 2 
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fo wird der zweite Theil von da — 
’ — 40?sinacosl|B 

—:8cos2(h, +f) 
+ ®cos4(h, + f) 
— Beos6(h, + f) 
+ Bcos$(h, + f) 


öf 


wovon das Integral, wenn man zugleich die Conſtante ſo 
beſtimmt, daß ofür «, — a, I. —]1, d. h. für f—o,. 
verſchwindet, ganz auf ähnliche Arc wie vorher leicht auf 
folgenden Ausdruck gebracht wird; 


— .+e?’sing cosl| Bf 
+ 
— #Bcos(6h, + 3f)sin 3f 

+ 338cos(8h, + 4fjsin 4f 


— Tr vor vor var vor er — er 


Alſo | | 
= yv— He?’sinecoslfBf _ 

= +8 cos(2h, + SNsinf 

> 4Bcos(4h, + 2f)sin2f 

— 1Bcos(6h, + 3f)sin3f 
+ 4Bcos($h, + 4 sindf 
Dieſe Formel fol im Folgenden immer durch (B) bezeich- 

net werden. Vernachlaͤſſigt man Glieder mit höhern Po; 

tenzen als e? 5. fo erhält man | | 


e=y— 4e?fsinacosl, \ 
oder, da SE Se 
= zmr-rten.. 


ft, mit demfelben Grade der Genauigkeit in Bezug auf e; 
az v— 48°fsinecosl, 

Die erftere Formel werden wir im Folgenden immer durch 

Gy beʒeichnen. Wie y durch, 1 ausgedrücdt wird er⸗ 


— 


hellet aus dem Obigen. 
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—Aufloͤſung einiger Aufgaben. 
166° Die drei Formeln 


| sinacosl — sina,cosl,, (A), (B), 
oder ftatt der beiden legtern, wenn der Gebrauch erlaube 
ift, auch die verfürzten, (A’), (B’) find nun-die entwickel⸗ 

ten Grundformeln der fphäroidifchen Trigonomerrie. Aug 

‚der Verbindung, diefer Formeln unter einander ergiebt fich 
wie in den beiden andern Trigonometrieen die Auflö- 
fung allee möglichen Säle. Die Entwicelung kommt 
aber -größtentheils auf die Umfehrung einer Reihe zu: 
ruͤck. Daß diefe Operation zu den weitläuftigften 
der Analyfis gehört, weiß ever. Der Raum ers 
laubt ung daher nicht, hier eine vollftändige Ausführung 
zu geben, wozu ein weitläufiges Werf erforderlich ſeyn 
würde, und. wir müffen uns, um die Merhode zu zei— 

“gen, mit der Auflöfung einiger, auch praftifch wichtigen, 
Fälle begnügen. Die übrigen, ‚bier nicht behandelten, 
Fälle werden in der Anwendung wenig vorfommen. Wer 
übrigens die nöthigen analytiſchen Huͤlfsmittel in feiner 
Gewalt hat, wird die Auflöfung aller Fälle leicht auszu— 
führen im Stande feyn, befonders, wenn er fi nicht der 
vollftändigen, fondern der verkürzten Formeln bedient, er 
möge denn, wie wir, blog die zweite Potenz, oder noch hö- 
here Potenzen berücfichtigen. 

Aus dem Azimuth & des einen Punftes und den 
Breiten 1, 1, die Fürzefte Linie s, die Längenpifferenz 
o und das Azimuth &, zu finden. 

In dem Huͤlfsdreieck berechne man aus den Drei geges 
benen Stüdfen &, 90° —1, 90° — 1, die drei übrigen 
Stüdfe 180° — a,, f, y, und mittelft der Formeln 

’ tangh, = ne ul Br 

die Hülfswinfel bh, und.hz fo hat man aus 180% — «,, 
auch a, , und aus deu Formeln (A) oder. (A), und (B) 
oder (B’) ergeben fih s und a. Dian benterfe hierbei nur, 
daß fich die oben entwickelten Formeln auf Theile des Ra— 





‚coh — 
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dius beziehen, die Boͤgen nach hinlaͤnglich bekannten Me: 
thoden aber immer leicht in Secunden und umgekehrt 
ausgedruͤckt werden koͤnnen. 


Saoollte man z. B. aus a, Pe” und:1 das Dreieck auf⸗ 
ooͤſen, fo koͤnnte man ganz wie vorher verfahren. 


167. Eine der wichtigſten Aufgaben, mit deren Auf⸗ 
loͤſung ſich mehrere berühmte Mathematiker (3. B. Le— 
gendre in den Mem. de Paris. 1787. p.368. Oriani 
in feinen Elementi di Trig. sferoidica. Bologna 1806. 
4. p: 49. befchäftigt haben, if folgende: 

Aus der Länge der Fürzeften Linie s, der Breite l und 
dem Azimuch x des einen Punftes A, die Breitel,, das 
Azimuth &;, und die Laͤngendifferenz o zu finden. 


Man überfieht Teiche, daß die Auflöfung auf die Um: 
Fehrung der Reihe (A) zuͤruͤkkommt, um f aus s, a, 1 
zu finden. Denn dann find drei Stüdfen, 90° —1, f 
des Hülfsdreiecfg gegeben, und 90° —1,, 180° —a,, 
alfo au 1, und &, laffen fi) nach befannten Regeln, o 
aber mittelft der Reihe (B) berechnen, da aus der Auf, 
fung des Huͤlfsdreiecks fi auch w ergiebt. Für die Aug: 
übung fcheint folgendes Verfahren den Vorzug zu verdies 
nen, wenn die Eycentricität e, alfo auch e, fehr Elein ift, 
wie Dies bei der Anwendung auf geodätifche Meffungen be: 
Fanntlich immer der Fall ift. Aus (A) ergiebe ſich leicht: 

—— 23 — 
— a —F 1 4 460s62 + 11 
+ 3% cos(2h, + f)sinf 
+ 3%cos(Ah, + 2f)sin2f 
+ 3%Xcos(6h; + 3f)einaf 


A 


F 34Xcos(8h, + Af)sin4f 


Da nun e fehr Flein ift, und 4, A, A, u. f. f. alle ſchon 
‚in den erften Gliedern € enthalten; fo feße mar als erften 
— | 


+ 


2 * 
= ee tennis 
x bIYi + etcosh? +1} ? 
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— manh, h, wie vorher (166.) aus a, 1 berechnet 
hat. Diefen erften Näherungswerth fee man für f in ven 
zweiten Theil obiger Gleichung, woraus. ein zweiter Näs 
herungswerth von f hervorgeht, welcher eben fo zu. einem 
dritten, diefer wieder zu einem vierten führt, u. f.f. Man 
muß diefes Verfahren fo lange fortfegen, big zwei auf 
einander folgende Näherungswerthe fi) in der verlangten 
Anzahl von Decimalftelen nicht mehr unterfcheiden.; 


Diefes Verfahren ift, wie es uns ſcheint, für die Aus: 
übung bei Weitem das brauchbarſte, in diefem Falle, und 
in allen ähnlichen. Um indeß auch einen entwicelten 
Werth von Fzu erhalten, und zugleich die Anwendung des 
von Oriani und Legendre ebenfalls häufig gebrauchten 
Lagrangiſchen Sages zu zeigen, wollen wir hier noch f bis 
auf die vierte Potenz von e berechnen. So weit geht 
auch Legendre a.a.D., Oriani dagegen giebt eine ſehr 
complicirte allgemeine Keihe. 


Entwickelt man os bis zu dem Gliede mit e*; fo er- 
giebe ſich 
Ös _ |1 + $e*cosh? sin. (h, + 8)? x 

55 — 4s*cosb*sin(h, + —ðR 
woraus, wenn man 

2sin(h, *F+H9?=1— c0s2(h, +9), 

2c0s2(h,+f)? =1-+ cos4(h, + N. 
fest, Teicht erhalten wird: 


e = (1 + 4e?cosh? — „ye*cosh?)of 


— 18?cosh?(1 — +e’cosh?)cos2(h, + f)öf 
— „i;etcosh?cos4(h, + ) õf. 
Afo, wenn man integrirt: 
„= = . + }e?cosh? — 2,e* cosh?)f 
4e?cosh?(1 — 42? cosh?)sin2(h, + N: 

— igetcochtsindfh, +f) +C. 
Die Conſtante wird wie vorher — beſtimmt, daß s — 0 
für — o. Dies giebt: 


z= — (1 + %s?cosh? — Z; e* cosh*)f 


— 48?cosh’(1 — $e?cosh’)cos(2l, + f)sinf 
_ rise cosh?cos(4h, + 2f)sin2f. 


Ans dieſer Gleichung muß f beſimine werden. Da nun 
(1 + 48?cosh? — 2,8? cos —— 45 
—4 — *22 cosh? + Ze’ cosh? — | 
iſt; fo erhält man, weiin man immer nur die Glieder mit 
* beibehaͤlt leicht: 
—E (1 — 8? cos h⸗ Tr 34 8* cosh*)— 
+ 36? cosh? (1 — 48?cosh?)cos(2h, + f)sinf 
+ 1158*cosh?cos(4h, -+ 2f) sin 2f 
8 | 
+ ⸗2 I zcosh? + „,e? cosht)— 
+ tcosh?{1 a 482 cos h?) cos (?h ‚+9 sin 
ER e + 1378? cosh*cos(4h, + 2f)sin2£f 
Vacleit man dieſe Gleichung mit der Gleichung 
X y + uw, 
des Lagrangiſchen Satzes (M. ſ. dieſen Artikel oder auch 
ai der Reihen. 27. ff.); fo erhäft man 


ıshy=nu=e; 


ı x gf = (— 4cosh? + „ze? cos h*)-— 
+ zcosh?(# — ze? cosh?)cos(2h, + sin f 
+ ie? cosh# oos(Ah, + > sin 2f,' 
= sec hm 


2 8 8 
+ %cosh?(1 — +8? cosh?)cos(2h, + Z)sinZ 


+ 1358? cosh*cos(4h, — Fyin * 


Nach dem Lagrangiſchen Satze iſt nun 
<s=yH Wa T 

8 |. 
4 —r— — —— —— 4 

Oy 1.2 


0. 0.(py)? u? 


SATTE: T — 12 


$ ,6. 


Um — zu entwickeln, muß man (px)? entwickeln, 
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in Bezug auf x—f differentiiren, und dann 2 für £fegen, 
Es erhellet aber, daß man bei der Entwickelung von(yx)? 
weglaffen kann: 


1, alle Glieder, welche Fein £ enthalten, da diefe, bei 
der Differentiätion verſchwinden; — alle Glieder, welche 


e enthalten, da das Differential in — = 7 —— | 
wird, und man bloß &* berückfi ige” 
Hieraus erhält. man; 
gr)? = (pf)? 
= I 4cosh? 7 + 4cosh?cos(2h, + N sin? | = 
= — +cosh*cos(?2h, + Nsinf.— | 
+ „L„cosh*cos(2h, + f}? ,sinf? 
= }cosh* I cost2h, + f)sinf | 
+ tcos(2h, + N?sinf: 


22 = 4cosh* I-+ cos(?h, + E)cosf 


+ Z sin (2h, + Dsinf 


+ cos(2h, + f)?sinfcosf 
— sin(2h, + f)cos —* + fJsinf? 


= ycoslı? — jreor2Ch, +9 | 
+ cos(2h, + f)cos2(h, + f)sinf 

= 4cosh*cos2(h, + f) I St eos(eh, +9 sinf | 

Alſo | 


— = Heoh*scsäh, 7 9 


* + 000 (Ah >} + ein. 


Subflituire man nun die gefundenen Ausdrüce in bie 
Meihe für x —f, und ordner nach Potenzen von e; fo 
erhält man nach einigen leichten Neductionen s - 
en 
St } 


— 48” cosh? | — cos(2h, + sin 
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+. cocht)} 5 — cos(2h, + Zsin- 
‚+ Ccos (dh, Ha sinz* 
— 1cos(2h, * F 
>x [; — cos(2h, + zn] 


Geht man nur bie #2; fo wird die Formel | 
£= (1 —4scosh)(1 + +scosh) 2 


+.4e?2cosh?cos(2h, + Jin ‚ 


die noch einfach genug ift, um fich ihrer zur Berech- 
nung eines erften Näherungswerthes von f zu bedienen, 
den man dann bei der oben gelehrten fucceffiven Annähes 
rungsmethode weiter gebrauchen Fann. 


168. Sollen aus den Breiten 1, 1, und der Längenpif: 
feren; o die fürzefte Entfernung s der Hunfte A, A, um 
die Azimuthe a, «, BeeR werden; fo ergiebt fi ich aus 
: (B) leicht: 
ne + see " 
— +Bcosteh, + DHsinf 
+ 18 cos(4h, + 2f) sin 2f 
— +8cos(6h, + 3f)sin3f 


Da nun e fehr Flein iſtz ſo ſetze man als erſten 
rungswerth | 
v=0, 

und berechne hieraus und aus 1, 1, im ——— f; 
und hieraus ferner h, (166.). Diefe Werthe fege man in den 
zweiten Theil obiger Gleichung, fo ergiebt fich ein zweiter 
Mäherungswerth von y. Mittelft deffelben berechne man 
im Hülfsdreied wieder &, f, und dann auch h,, fege 
dies wieder in den zweiten Theil obiger Gleichung, woraus 
fih ein dritter Näherungswerth von y ergiebt. Diefes 
Verfahren fege man nun fo lange fort, bis fich zwei auf 
einander folgende Näherungswerthe von y nicht mehr in 
der verlangten Anzahl von Decimalftellen von einander um: 
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terſcheiden, wodurch alfo-y gefunden iſt. Nun berechne 
man aus, 1,1, im Huͤlfsdreieck c, @,, f, und hier: 
aus endlich durch die Formel (A) die Fürzefte Entfernung s. 

169. Diefe Beifpiele werden hinreichend feyn, um zu 
zeigen, worauf es bei diefen Unterfuchungen ankommt. 
Möge das Vorhergehende als ein kurzer, inBezug auf die 
Grundformeln vollftändiger, Abriß diefes wichtigen, im 
Ganzen noch wenig bearbeiteten, Theils der Trigonometrie 
betrachtee werden. Daß ich mich weiterer Entwicfelungen 
enthielt, möge der befchränfte Raum, und Eulers Ur: 
theilt. „Mais il n’en est pas de meme si l’un .des 
„deux autres elömens 0 et s se trouvoit parmi les 
‘„connues; car puisque les formules, qui expri- 
„ment les valeurs de 0 et s sont si compliquees, et 
„quwelles n’ont lieu que lorsque la difference des 
„axes est extremement petite, onn’en saurait eli- 
„miner les elemens inconnus.“ Mem. de Berlin. 


1753. p. 277. entſchuldigen. 


IV. Bolygonometrie 


170. Die Polygonometrie ift, ähnlich der Tris 
gonomerrie, die Wiflenfchaft, welche aus gegebenen Sei: 
ten und Winfeln eines Vielecks, wodurch) daffelbe beftimme 
wird, die übrigen durdy Mechnung zu finden lehrt. Man 
kann aber -unfer die gegebenen Stücke die Diagonalen mit 
aufnehmen, wodurd diefe Wiffenfhaft bedeutend erwei- 
tert wird, und, vollftändig ausgeführt, ein eignes großes 
Merk erfordern würde. Wir halten ung daher hier blog 
an den erften eingefchränftern Begriff, und betrachten 
blos ebene Polygone,. da die fphärifche Polygonometrie 
noch fehr der Bearbeitung bedarf. M. f. indeß eine Ab- 
handlung von Nabe über diefen Gegenftand in Crelle’s 
Journal für reine und angew. Math. 1.1. ©.9. 


Entwifelung der Grundformeln. 
171. Bei jedem Polygon wird eine beftimmte Folge 
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der Seiten und Winkel angenommen. Werden naͤmlich 

in einem neck die Spigen v⸗ von der linken nach der rechten 

Hand hin durch 
a, ß, y, Isrench, / 


bezeichnet; fo follen die Seiten 
aß, Pr; 1ye Ar, 7 
refpective durch 
| a,b, c,d, ...M, 3 
bezeichnet werden. | 
172. Jede Seite aß hat zwei Richtungen, vonanach A, 
und von Z nad) a, jenachdem ou oder I als Anfangspunft 
angefehen wird. Der Winfel einer Seite mit einer ange: 
nommenen Are wird erhalten, wenn man durch den Anz 
fang der Seite eine Parallele mif der Axe zieht, und von 
diefer Paraflele an aufwärts von der linfen nad) der red: 
ten Hand hin die Winfel von 0° bis’ 360° zaͤhlt. Dieſe 
Neigungswinkel der Seiten 
aß, Pys ydy.. «UV, ya 
follen, wenn man 
ar Ps Ye ly V 
als Anfangspunfte annimmt, durch 
@y Bis Yısc+Ais Pı5 
wenn man ‚aber 
P,y,d .91,0 
als Anfangspunfte annimmt, Sur 
@23 Bzy Yası«« Has 9a 
bezeichnet werden. | 
173.. Aus Fig. 67. erheffet augenblicklich ‚, daß immer 
+0, Fe, = 190%, +0 =1%0° + o,, 
alfo 
sin(+ a) = — sin(£ a,), sina, = — sine,, 
cos(+ «,) = — cos(+ «,), cosa, = — Cosa, 
iſt. Sogleich fält auch in die Augen, daß die Neigungss 
winfel der Seiten gegen alle parallelen Aren- diefelben find. 
174. Man habe jegt irgend ein Dreieck, durch deſſen 
Spigen Parallelen mit der Are gezogen feyen. Den Punft 
in der unterften Parallele bezeichne man immer durch a, 
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bie beiden von der linken nach der rechten Hand bin darauf 

Folgenden durch A, y, und die entfprechenden Seiten wie 
vorher. Die fpigen Neigungswinfel der Seiten gegen bie 
Are feyen a’, P’, y', die nach dem obigen Gefeg (172.) ge: 
nommenen dagegen &,, Pur Yı, Die Entfernungen der 
oberften und unterften, oberften und mittelften, ‚unterften 
und mittelften Parallelen von einander ſeyn pı 9, r, fo 
dag immer p=qg+r Manmuß nun zwei Säle un: 
terfcheiden, jenachdem Pin der mittelften ‚ y in der ober: 
‚ften, oder 5 in der oberften, y in der mittelften Parallele 
liegt. sm erften Falle iſt, wie augenblicklich erhellt, 
r—asina, q=bsinf, p=csiny. Alſo 

esiny’ — asina’ + bsinf‘. 
Aber offenbar a, < 180°, Pr <180°%, y, > 180°, 
Alſo sine — sina,, sin = sin ß,, iny= 
— siny,, und folglich 

— csiny, = asina, + bsinß,, , 

asine, + bsinb, + csiny, = © J 
Im zweiten Falle dagegen iſt p = asine’, q bsin 
r=csiny. Alſo 

asina’ — bsinß’ + csiny'. 


Aber a, < 180°, #7 > 180°, y, > 180°. Alfo 


sin«@ —sing,, sin ——-sinß,, siny’ u, 
und folglich 

asina, = — bsinf, — ey 
oder ebenfalls 


asine, + bsinf, + csiny, = o. 


175. Zieht man jeßt durch die drei Spitzen des gege— 
benen Dreiecks Perpendifel auf die angenommene Are, und 
läßep, q, rdie Entfernung der beiden äußerften Perpens 
difel, des am weiteften rechts und des mittelften, und des 
am weiteften linfs liegenden Perpenpifels und des mittel _ 
ften bedeuten; fo muß man, wenn & den in dem Per: 
pendifel am weiteften links liegenden Punft bezeichnet, 
wieder zwei Fälle unterfheiden, jenachdem P in dem mit: 
“ telften, y in dem Perpendifel rechts, oder Pin dem Per— 
pendifel rechts, y in dem mittelften. Perpendifel liegt. 
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Immer iſt p — q J J— und, im erſten Falle r—acose‘, 
g=beoosß), p == ccosy', alfo | | 
ecosy’ = acosa’ + bcosß’, 
wie augenblicklich erhellet. Offenbar liegt aber in dieſem 
Falle immer @, zwiſchen 90° und. 270°, P, zwifchen 90° | 
und 270°, y, zwiſchen 270° und 900, fo daß cose’ 
‚„=-—cose,, cosß —=— — r c0sy = 0057; 

und folglich 
ccosy, = — acose, — bcosß, ,_ 
acosa, + bcosf, + ecay, = 0 
if. Sm zweiten Falle iſt p — acosa’, q — bcos sß, 
r=ccosy. Alſo 
acose’ — b cos ⸗ + ccosy’ 
In dieſem Falle liege aber immer «, zwiſchen 900. und 
270°, P, zwiſchen 270° und 90°, y, zwifchen 270° und 
90°, fo daß cos! = — cosa,, cos’ — cosß,, 
cosy = cosy,, und folglic) 
— acosa, — bcosf, + ccosy,, 
acosa, + bcosf, + ccosy, = 0 
ift, wie vorher. 
Man har alfo immer 
asine, + bsinf, + csiny, =o, 
acose, + bcosß, + ccosy, =0. 

176. Denke man ſich nun dag ned aßyd...uv durch 
die Diagonale ay, ad, we,...aw, in die Dreiecke aßy, 
eayd, ade, .. .auv zerlegt, und bezeichnet jegt die Nei— 
gungswinkel der en gegen die angenommene Are 
durch ae’, PB’, y, 0, ....5 foift in den einzelnen auf ein- 
ander folgenden Dreieden, „ da offenbar jede Diagonale 
nach) ihren beiden Richtungen (172.) — werden 

en nad) (173.) und (175.) 

asiue, + bsinß, 4 ay.sina’ = o 
— ay.sina’ # csiny, + ad.sinf = o 
— aö.sinß’ + dsind, + as.siny = o 

— al.sin« + 1sind, + au.sin = 0 
—ou. sin«' and nsin’, = 0, 


und ganz auf Art: 
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acose, + bcosß, 4 ay.cose = 0o_* 
— 07.005@’ «4 0cosy, 4 ad.cosf’ = o 
= ad.cosß’ + dcosd, + ae. me =o 


— 0l.C05W + — 4au. cos x = 0 
— au. cosx m cosu, + ncoss, =o, 
woraus ſich folgende, für jedes Polygon geltende, zwei 
merfwürdige Gleichungen ergeben: | 
- asin&, + bsin#, -Frsiny, + dsind, +... =, 
acose, + bcosßf, + ccosy, ++ dcosd, +... 0, 
die fih auch leicht in. Worten ausdruͤcken laffen würden. 
- Sch finde fie zuerft, wenigſtens die zweite, in Carnot 
Geom. der Stellung, ad F. v. Schumader U. 
©. 58. - Indeß ſagt Carnot ©. 57., daß ſchon feit lan— 
ger Zeit eine Abhandlung von L'Huilier im Sefretariat - 
des Mationalinftituts niedergelegt fey, worin die zweite 
Gleichung ebenfalls vorfomme. In L'Huiliers Poly- 
gonometrie. Geneve. 1789. finden fie ſich noch nicht. 


177. Man bezeichne nun die Außen Winfel des gege: 
benen Vielecks durch 
a, By y Iyrı. A, 9 
wobei zu bemerfen ift, daß die äußern Winfel negativ ge= 
nommen werden, wenn ‘der entfprechende innere Winkel 


> 180° ift. Bezeichne A den Iten äußern Winfel und | 


X feinen pofitiven Werth, x, dagegen den (1 — ten 
und A, den Iten Meigungswinfel; fo ergiebt fi aus 
(Fig. 68.) fogleich ‚hi =, +2, ber, =—N +%, 
1, — 180° = X +2, — 180°, 2, — 180° =—% 
* 2, — 180°, d. i. allgemein y —=A+2%,, fo daß 
alfo ver Ite Neigungswinkel erhalten wird ‚ wenn man ben 
Iten äußern Winfel und den (L— 1)ten Neigungewinkel 
zu einander addirt. 

178. Nehmen wir daher die Seite va als Are anz fo 
ift, da die Neigungs⸗ und Außenwinkel jetzt ſo auf einan⸗ 
der folgen: | | 
ER DER 2243 


v. Me u 
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„y=0; 
“a,=—a, 

‚=a+Bß, 
y=aırf+tr 

ds, =a+Pf+rt+ 


RER RR 
Aber Vieleck. 4.) : 
e+ö+r ++. harter 300. 
Alfo | | 


in e . ... tatn=o, 

| cl tr rt Hate 
und folglich, da auf) siny, = RR =1 ift: 

sine, = sine, 

sin, = sin(« 4. f), 

siny, =sina $?-+ 7), 

sind, =sine + r +); 

sin, = * + +yH+öt..+u), 

| sins, =sne +#+y+ dt... tu + >), 
und eben fo: ‚ | 

| cose, = 

cosß, = cos(u + PB)» 

cosy, = cos(e-FP?-+y)> 

cond, —— 


cosa, 


* 
v 


cosu, = cos(a HP -+ 7 + ö+...t+2); 
co», = eos HB try Fit. tu +). 
Setzt man diefe Ausdrüce in die Gleichungen in —* )5 
fo erhält man 
j o = asina 
+ bsin(a ++ £) 
+ esin(a + ß-+Y) 
+ dsine ß ry + 0) 


EEE tu) 
+nsina$ßr+rytritre. tar N; 
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o= acose 
«> bcos(a + 4) 
+ ccos(a + #+ 7) 
+ dos(@a $ß+y+ 0) 
+ mcos@ F. tu) 
+nos@ + t+y+titr..taHt pr), 
Diefe zwei fehr merkwürdigen Formeln find von Lexell 
(Nov. Comm. Petrop. T. XIX. XX. De resol. polyg. 
rectilin. dissertatio 1. et 2.) gefunden, und dadurch 
der Grund zur Polygonometrie gelegt worden. Auch 
L'Huilier ift auf diefelben gefommen, ohne Etwas. von ' 
Lexells Arbeit zu willen. , M. ſ. L’Huilier Poly. 
gonomtetrie. p. 9. Sie find p.18. und 22. auf folgende 
Art dargeſtellt. | | 
0 asına 
+ bein(« -F P) 
+ csin(a #f +7) 


+ msn Fr y+dr...+o) 


und 


> 1 
4 ac0sa 
+ bcos(a + ß) ) 
+ ceos(a HP + y) 
+ des@ FF? + y+ 0) 


| + mcos@ +? + y+ ödt..Htu). 
2’ Huilier gelangt aber auf einem Umwege zu diefen For 
meln, da er von einer Formel für den Slächeninhalt der 
Polygone, die wir nachher (186.) auch beweifen werden, 
ausgeht. | 


Auflöfung der einzelnen $älle 


179. Ans den vorher entwicfelten Formeln ergiebt fich 
die Auflöfung aller einzelnen Fälle. Es ift im Folgenden 
nur unfere Abfiche, die Möglichkeie einer volftändigen Po: 
Ingonomerrie zu zeigen, wenn bloß Seiten und Winfel ges 

| sr u2 
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geben ſind, und wir muͤſſen, weiterer Ausfuͤhrung wegen, 
auf andere Werke verweiſen. Su 
180. Ein Polygon wird (Viele. 8.), wenn die An: 
zahl feiner Seiten = n lt, durch Zn — 3 Stüde be: 
ſtimmt, worunter aber. wenigftens n — 2 Geiten feyn 
müffen, weil, wenn nur n — 3 Seiten, und alfo alle 
'n Winkel gegeben wären, doc) eigentlih nur n —1 Win: 
kel, und demnach überhaupt nur 2n — 4 Stücke gegeben 
‚wären, da durchn — 1 Winfel immer der nte beftimmt 
wird, indem die Summe aller — 4R ift, vorausgefegt, 
daß wir unter Winkeln eines Polygons immer feine äußern 
Winkel verfiehen. Hiernach find nun bloß folgende Fälle 
denfbar | 
a. Gegeben n — 1 Seiten und n — 2 Winfel. 
‚a. Die beiden gefuchten Winfel liegen an der gefuch- 
ten Seite. | 
PB. Die beiden gefuchten Winkel Tiegen nicht an der 
gefuchten Seife, aber neben einander. 


y. Die beiden gefuchten Winfel liegen niche an der 
gefuchten Seite und auch nicht neben einander. 


b. Gegeben n — 2 Seiten nd n — 1d.i. 
n Winfel. | | 
c. Gegeben n Seiten und n — 3 Winkel. 


Diefelbe Einkheilung befolge L'Huilier a. a. O. 
p. 37. Sie ſcheint ung zu unferm Zwecke, welcher Feine 
große Ausführlichfeie geftattet, am paffendften. Mit 
Mehrerem ſ. m. Crelle Geometrie. I. Berlin. 1826. 
S. 451. 


181. Gefuht a, v, n (180.a. o.). Aus (178.) ergiebt 
ſich fehr Teiche: 
o= asine 
+ bsinacosß 
+ csinacos(? + y) 
+ dsinacos(? + y + 9) 
»F msinacos($? + y + ds+..t) 
+ bcosasinß | 
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4 ccosasin( + y)- 
5 dcosasin ( ⸗ * 1* 9 
+ moosesin(? +Y+ ⸗ *. 
woraus fuͤr 
Pa 
+ bcosf 
* ccos(ß + y) 
+ deos(ß + y + 9) 
Tmcoß+rt ste t+ 2); 
Q= bsinß 
+ csin(ß + nu 
+dsn(+y+ 2) 


+ min +7 
ſich fogleich ergiebt: 


+ 


tanga = — 3. 


wodurch & gefunden wird. erhaͤlt man aus der Gleichung 
nA ale d 5 ie α, | 
und (178.) 
n = — 3054 
— bcos(e. 4 4) 
— cco(la + + y) 


— mcos(@ +f+7+-..+%)- 
Indeß kann man n auch anmittelbar aus den gegebenen 
Stüden finden, ohne @ zu kennen. Cs si nämlich 
o= asin« N 
+ bsin(a + ß) 
+ csin(a + A-+ 7) 


+ mein Art — 
— n = ac0osa „- 
+ bcos(@ + £) 
Bi; ccos(@ae-+ f +) 
»monlekf+rt.. +; 
alfo die Summe der Quadrate der zweiten Theile * 
Gleichungen = n?. m nun 
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isin(a ... + u); 
i Ilsina #+$ +... +4 x »ı.+ 2), 


icos(a + P+...+ 0) 
lLeos + $+..Fı t# #..+ 2), 
irgend zwei allgemeine Glieder der zweiten Theile obiger 
Gleichungen; fo find offenbar 
| 2ilsin(@ + + ...+:) 
Xein(a + Prt..chs + ah. 2) 


2ilcos(a  $ +... u) 
ceos (a ꝓ. ... FA.T .. 2), 
die allgemeinen Glieder der Quadrate, deren en 


wie augenblicklich erheller, 
== 2ilcos(# #...+ 2) 


und 


A iſt vorausgeſetzt, daß J von einer hoͤhern Ordnung iſt als 


i. Stil; ſo ſind die allgemeinen Glieder 
ri i?sin(a FPH+..,+ 0), 
i? cos(a > R+...+?, 


. deren Summe — i2. Gest man nun für i und 1 alle 
Werthe von a bis mz fo erhält man: 
n? = a? + b? + c?-k...+m? 
»> 2ab cos 4 
«+ 2aocos(ß + 7) 
4 2ad RR +r+ sd) 


+ ER, tTrt+toetr..Hu) 
* 2bc cosy 

* 2bdcos(y + 3) 

4 2bm cos (y + d4..+u) 

+ 2cdcosd 2 

+ ——— tu) 

"> 2kl cos2 

+ 2kmcos(2 + 4) 

+ 2lm cos; 


wodurch n aus den gegebenen Stüden unmittelbar erhal: 
ten wird. 
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Für das Dreieck giebt diefe allgemeine Formel: 
ea? + b2 + 2abcosß 
= a? + b! — 2abcos (180° — 4), 
woraus, wenn man die Winfel nad. trigonometriſcher Art 
bezeichnet, ſogleich folgt: 
c? ⸗aꝛ + b? — 2abcosy, 
da offenbar y— 180° — ß, indem das Dreied nie ei- 
nen einfpringenden Winfel hat. Wie in (7.). 
182. Die Seiten und Winfel des gegebenen Polygons 
feyen jegt: 


a, b, ...M, n, a’, Drei u’; 


. a,ß,. — .u,r; 
und gefucht werde; Z a, m (180. a. ER fo bat man 
bekanntlich: 
om asin«e 
+ bein (a 4 5 


ur er Er 


+ meinte + B-+...+#) 

+ nein >$+..tat+ > 
+ a’sin(a +...+r-+ eo’) 

+ bin t...-r +0 + P) 


Hein let. + r ++ ß+- +). 
‚Aber 


a-+...+ 7 + a’ = 360° — (#’ hy’ +...+ 7), 
“+..t+’ A 3600 (Hit... tr) 
a-t..+ , + u BL. a = 360° — r". 

Alſo Eee. 

o= asina 


+beine + M 


+ BEE .* 2) 
+nsin@+ß+..+a +?) 
sind +++”) 
— bsin(y + ö’+...+ r) 


— m'sinv’ 
woraus nsin(e $$ +...+ u + vr) 
= asin(#’+y'+...+ ) 
+ bin +9 +... + 7) 
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msin⸗ 
— asina 


— bsin(« 4 4) 


————4—20 © 


— msine HP +. .. * M. 
Hieraus ergiebe fida+ß+..+ u + vun folgli, 
daa +P+...+ wgegeben iſt, auch . Den Winkel 
e erhält man mittelft ; der Formel « Au +..+7+r0o 
rt». ++ 2 — 360° N) und 
2’ = — acosa 

— bcos(@ + 4) 

— ncos(a + Bikeuh 9) 

— acos(a *...+97+ 0) 

— b’cos(a +...+r + « + 4) 

—— ee A). ü 
Man Fönnte auch nm’ unmittelbar aus den gegebenen 
Stüden finden, welches aber hier zu weit führen, auch 
feinen ‚befondern Nutzen gewähren würde. Ä 


Bei dieſer und der vorhergehenden Aufgabe (da auch 
derſelbe Werth von tang« zu einem pofitiven oder negati- 

ven Winfel gehören kann) ift bei der Berechnung. der 

Winfel immer eine befondere Beftimmung über die Art des 
geſuchten Winfels nörhig, die bei der Anwendung auf 
fpecielle Fälle leicht ift, im Allgemeinen aber eine mweitläu: 
fige Auseinanderfegung erfordern würde, bier alfo füglich 
übergangen werden fann. 


183, Die Seiten und Winfel des — feyen 
en B, Bye Re Kick — 
Geſucht zZ in * (180. ay.) Man denke ſich die Dias 
gonale vv’ gezogen; fo find in dem Polygone vo’...v’ 
nur die Seite v7’ und die beiden anliegenden Winkel un 
befannt, welche man nach dem Obigen berechnen kann 
(181.). In dem Polygon ...vV € ...v' find nun 
‚bloß die beiven bei v und v’ liegenden Winkel und die Sei- 
te av” —n” unbefannt, welche man nad) (182.) berechnen 
kann. Alſo hat mann”, und in den beiden obigen Poly: 


\ 
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gonen die Winkel beiv und »’ an der Seite vw. Aus die⸗ 
fen Winkeln laſſen ſich nun auch die Winkel » und v des 
gegebenen Polygons finden, . wobei nur in jedem befondern 
Falle gehörig beurtheilt werden muß, ob diefe Winfel durch 
Addition oder Subtraction der Winfel bei v und v in den - 
beiden Polygonen, in welche man das gegebene zerlegt 
hat, berechnet werden müffen. _ Den bier vorgezeichneten 
Gang würde man felbft auch bei wirklichen Anwendungen 
am vortheilhafteften einzufchlagen haben. Die Entwicke⸗ 
lung allgemeiner Formeln ift weitläufig. 
184. In dem Vieleck 
aß. »uvaß'...uv, 
feyen ‚alle Winkel gegeben, und alle Seiten, außer 
ve —n, van, welche geſucht werden (180. b.). 
Es ift 
o= asina 
+ bsin(e + 9) 
+msno HF th) 
+nein@ ++... a +) 
4 a’sin(a ee 
Heine +... he +9 
meine uhr ht + u) 
= asina 
BEER 
»p msin (a. F 64.4 4) 
Eh nsin@ HP +... tut) 
— aain (454... 45) 
—bsinyYHh..tr) 


[u 
nsin(a -- 2 +...+ u +»)= 
inf Hr hen) 
+ b’sin(y’ +...+ »') 


ee ee — ⸗ 
4 m’ sin»’ 
— asin« 


— bsin(a + 4) 


— msn + +... 


314. Trigonoinetrie. 


woraus fin ergiebt. Ganz eben fo erhält man; 
weine ++. tan) 
asin$ß+ r t..+r) 
 Jchsinly hen) 


. 1 8 U a ehe oe 


— b’sin(«’ + 9) 


| ml} :+u)) 
woraus n’ gefunden wird. 
185. In — Polygon 

ſeyen alle Siten und intel — J— ar 7 gegeben. 

(180. c.). Man ziehe die Diagonalen ac, da, «a; ſo 
wird dadurch die gegebene Figur in vier Theile, deren ei- 
ner das Dreief aa” ift, getheilt. In a...v0 ſind 
alle Seiten und Winkel, außer aa’, und die an « und « 

liegenden Winkel gegeben. Man kann alfo diefe Stüde be: 
rechnen (181... In ...v 2 ' find ale Stuͤcke außer «’«” 

und die Winfel bei a und” gegeben, die fih alfo, fo 
wie auch i in «”...v’a bie Seite aa” und die Winkel an « 
und a” berechnen "Taffen (181... Ufo hat man in dem 
Dreieck aa’a” alle drei Seiten, fo daß ſich folglich feine 
Winkel berechnen laffen. Folglich hat man alle durch die 
gezogene Diagonale und bie Seiten der gegebenen Figur 
gebildeten Winfel ana, a, @, durch deren gehörige Ver: 
einigung dur Addition oder Subtraction, fih die Win: 
kel a, @, & in jedem Falle finden laffen, wobei immer 
auf die Zage der Diagonale und Seiten befonders Ruͤckſicht 
zu nehmen if. Dies mag hinreichen, eine Weberficht der 
Polygonometrie zu — Exempel findet man bei L' Hu i⸗ 
lier a. a. O. S. 57. ff. | 


Inhalt der Polygone. 


186. Bezeichnet man den Flaͤcheninhalt durch s; fo iſt 
fuͤr das Dreieck aß: 
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| 2s = absin$ (i9.) | 
Im Viereck apyd (Fig. 69.) ziehe mar die Diagonale ay; 
fo erhellet leicht, daß | 
2s = absin + cdsind, 
wobei zu bemerken, daß für einfpringende Winkel dag 
Dreieck ayd fubtractiv iſt, aber auch d negativ, und 
folglich cdsind negativ wird, demnach obiger Ausdruck 
allgemein iſt. Aber (178.) 
.o= bsiny .. = bsiny 
Fasiny+ß) . + asin(y + 4) 
+ dsin(y +.$ +a) — dsinö 
cdsindö= acsin(A +y) 
-- bosiny 
23= absinß 
+ acsin($ + y) 
»+ besiny. 
In dem Fuͤnfeck «ßyde ziehe man ad; fo iſt 
2s= absinß rr desins 4a 
rt acsin(f +4 y) 
+ besiny 
Aber o= csind 
+ bsin(d + y) 
tasinö+yL+PA) 
* esindo+y+P+ eo) 
EB csind 
+ bsin(d + y) 
+ asinö + y+ 4) 
— esine; 
desine= adsin(#? + y + 9) 
++ bdsin(y + 2) 
4 cdsind; 
2s= absinß 
+ acsin(# + y)' 
+ adsin® + y +9 
»> besiny 
“+ bäsin(y + 9) 
4 cdsind. 


Das Geſetz und die Art, wie man weiter gehen Fann, Tiegt 
Flar vor Augen. Es ift immer für ein ned: 
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24 ab sin 4 
4 acsin($ + 7) 
+ adsin(? + y + 8) 
+ amsin? #y+d+...+ u) 
>+ besiny 
+ bäsin(y + 8) 


«+ cdsind 


+ klsin2 
| + kmein( + 4) 
. > + Imsinu u: 
Die Allgemeinheit diefer Formel (L'Huilier a. a. O. 
p. 8. ff.) fann durch die bekannte Schlußart von n auf 
n + 1leicht betwiefen werden. Eine Formel für den Inhalt 
durch die Coordinaten der Spitzen ſ.m. im Art. Vieleck. (59.) 


V. Tetragonometrie. 


187. Dieſe Wiſſenſchaft iſt daſſelbe fuͤr die Vierecke, 
was die Polygonometrie fuͤr Die Vielecke iſt, und alſo eigent⸗ 
lich nur ein beſonderer Fall der letztern, weshalb wir uns 
auch nur auf die Aufloͤſung von ein Paar Aufgaben beſchraͤn⸗ 
ken werden. Betrachtet man bloß Seiten und Winkel, 
ſo laſſen ſich folgende Faͤlle unterſcheiden: | 

a. Gegeben vier Seiten und ein Winkel. 
b. Gegeben drei Seiten und zwei Winkel. ? 
ce. Die gefuchten Winkel liegen beide an der gefud): 
ten Seite. | Di 
ß. Die gefuchten Winkel liegen nicht beide an der 
geſuchten Seite, aber neben einander. | 
aa. Einer der gefüchten Winkel liegt an der ge: 
fuchten Seite. ne 


r 


! 
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PP. Keiner der gefuchten Winbkel liegt an der 
geſuchten Seite. 


y. Die geſuchten Winfel liegen nicht beide an der 
gefuchten Seite und auch nicht neben einander, 
wo feine Unterabtheilung weiter ſtatt finden 
kann, da immer einer der gefuchten N an 
der gefuchten Seite liegen muß. 

c. Gegeben zwei Seiten und drei (d. i. alle bier) 
Winkel. 


-@. Gegeben zwei an einander liegende Seiten. 

P. Gegeben zwei gegenüberftehende Seiten. 
Eine Seite und vier Winfel Fönnen nicht gegeben ſeyn, da 
dann im Grunde doch nur vier Stücfe gegeben wären, 
weil drei Winfel fehon den vierten beftimmen. Mach dies 
fer Ueberſicht würde mit Hülfe der allgemeinen polygonome: 
teifchen Formeln eine vollftändige Ausführung der Tetras 
gonometrie Feine Schwierigfeit haben. Betrachtet maıt 
aber auch die Diagonalen als Stüce des Vierecks, fo wird 
die. Anzahl der Aufgaben fehr vervielfältigt. 


188. Die polygonometrifhen Grundformeln (178.) 
werden in Bezug auf das Viereck: 
o= asine o= d. 
+ b sin(a + £) + acosa 
+ csina + +y) ++ beos(e + 4) 
Ä 0... +ecs@+ ftp) 
woraus wie in (181.) | | 
d? = a? +b? + c? + 2abcosß | 
+ 2accos(ß’+ y) + 2becosy. 
Hieraus würde ſich auch leicht eine Gleichung zwiſchen den 
vier Seiten und zwei Gegenwinkeln ableiten laſſen, die ſich 
indeß noch leichter ſo ergiebt. Iſt naͤmlich x die den Win⸗ 
keln 3, Ö (immer die äußern Winkel) eeee 
"Diagonale; fo iſt (7.): 
x =a? + b24 24 cosß, 
x? = e2 + d? + 2cdcosd; 
alfo | | | 
j a? + b? + 2abcos$ = 0? + d? + 2cdcosd, 


318 Trigonometrie. 


189. Der Beſchraͤnktheit des Raumes wegen muͤſſen 
wir ung hier nur auf einige Beiſpiele beſchraͤnken, wo in 
den erftern nur Seiten und Winfel, im legten aber auch die 
Diagonalen vorfommen. 

Wären . B. a, b 1 c, &, PB gegeben, und alfo 
d, Y, 0 gefuht (187. b. ß. @0.); fo ift aus der _ 
Gleichung in (188.) 
| it Aether. =», 
woraus ſich / Teiche finden läßt. Es ift 
p=sin(e + P)cosy + cos(a + P)siny, 
p — cos(« + P)siny = sin(@ + f)cosy, 
woraus man, wenn auf beiden Seiten quadrirt wird y leicht 
erhält: 
siny? — 2pcos(a - f)siny = sin(a + $)? — p?, 
und hieraus, indem man auf beiden Seitenp?cos(o +)? 
addirt: | 
siny = pcos(a + 4) # sinla + ). TA. 
Alſo für p = cos : 
siny = cos(a ++ + 9): 
Hat many, fo hat man auch d aus der Gleichung 
—4 447 * 3600, 
und d ergiebt fi) aus der Gleichung: | 

\ d = — a cos - —bcos(s + f) — ccos(a + 4 is; 
in (188.), wo d einen boppelten Werth hat, fo wiey, 
mie fich auch leicht aus der Zeichnung einer Figur ergiebt. 


Um:d unmittelbar aus den Datis zu finden hat 
man (188.): | 
0 osin(a + ß + y) = asina + bein(e + Ms 
— ccösla + £-+y) =d + acosa + boos(a + Pf), 
woraus, wenn man auf beiden Seiten quadrirt, und ad— 
dire, ſich durch Auflöfung einer quadratiſchen Gleihung 
leicht ergiebt: 


d=— acosa — bcos(@ + 4) 
+ Ye? — [asina + bsin(a + P)]- 


190. Sind a, b, c, a, o gegeben, A, y, 4 gefucht 
(187. b. B. PP.) ; fo erhält man leicht: 


Tetragonometrie. 319 


fing + p) = — Aeina = een? , 


aus ber erſten Gleichung in (188.), weil sind — 

— sin(a +ß+y) Hieraus wird 53, und folglich auch 

leicht / gefunden. Stce>i1,a>i 3 ſo kann man 

ſetzen: 
sine = csinp?, sind = asiny?, 


Dies giebt Teiche: 
ine = . 


Fir c<1,a<1 fee man 
sin« ur, sin d — 
a c 


2 


woraus | 
inc +) — sin(P + v)sin(p — v) 


Fuͤr ce ⸗ 1 und a < 1 dagegen ſetze man 
— 


sine = csinp?, sind? — 
woraus 
* +) ze sing? — siny?), 
Segt man nun ferner asinp = sinw, fo wird 
ine Hm — csin(w + — * u 
Fuͤt d 1 und a I ſey 


sin 42 
sine — — 
c 





‚sind = asiny?, 


csiny==sinwz fo erhält man: 


inc +d=— asin(9 +w)(sinp — w) 2 


bc 
Da man nun 4 und y hat; fo wird auch d Teiche gefun⸗ 
den, da 
d= — acose — bcos(a + f) — ccos(« tf/+py.. 
Da offenbar auch 
oe= dsine ov= a 
+ csin(@ + 8) + dcosa 
+ bsina >55 .+97) + ccos(a@ + ö) 


"> bcos(@e +5 + y), 
alſo 
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— bsin(a + 8 + y) — desina + csin(e + 9) 

— boss +ö+,)=art dcosa 4 ccos(a + 3) 
iſt; fo erhält man auf ähnliche Arc wie vorher (189.) un: 
mittelbar aus den Datis: * 


d = — acosa — ecosd 
191. Sind. a, b, ©, Br y gegeben (187. b. a); 
fo hat man wie in (181.) für u j 


P= a : Q= bsinß 
»F bcosß + csin(? + y) 
kr ccos(ß + y) 
unge=—%, 


woraus ax, alfo auch d gefunden wird. Für 
R a +b? + c2 + 2abcosß 
+ 2accos(ß + y) + 2becosy, 
erhälg man unmittelbar aus den Datis: 
d= YR. 
Set man — ir 
— — — 2* — — TE N’ 
sinp — Zen — ; 
fo erhält man leicht: 
(d + c’)? cosp? = a’? + 602 + 2a’c’cos($ + y), 
und, wenn man in diefer Gleichung für a’, c’ die obigen 
Ausdrücke fegt, verglichen mit der Gleihung-d— YR, 
nach einigen leichten Neductionen: BR 
d= (a + c’)cosp. 
a ähnliche Art wird man die andern Faͤlle behandeln 
nnen. | 


192. Zu einem Beifpiel, wo auch die Diagonalen vor: 
kommen, wählen wir die fogenannte Pothenotiſche 
Aufgabe. Seyen naͤmlich im Viereck ABCD (Fig. 70.) 
AB=a, BC=b, ABC=y, ADB=«o, BDC=Pß 
gegeben; man foll die übrigen Stücke beftimmen. Für 

3600 — — 5 — 7 244 
iſt offenbar, wenn man BaD x, BCD y ſetzt: 
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mix. | 
Aber a:BD = eina;ainz, 
b:BD = sinf:siny, 
asinx _ bsin(l — x) 
ee ins ® | 
woraus nach einigen leichten Neductionen fich ergiebe: 
| ot ot 


Für | oot = v, — =w, 


sinesinÄ 
fege man 
_Y*F a ain ⸗ 
ung = 7 Aßæ 
ſo wird 


eg mi+- = 





cotx = cotlseoyp? = . 
cos ꝙꝰ 


Hieraus erhält man x, alfo auch yı—x. Die 
Diagonale AC, und die Winfel derfelben an A und C, er- 
hält man durch Auflöfung des Dreieds ABC, und für 
die übrigen Stüdfe hat man: 


AD „. arin(e FI Dee En 2. 
sin o sin 


BD ⸗ asinz __ bsiny 
34 — sine ”. sinß oo 
Im Sinne der Geodäfie wird nach diefer Aufgabe, wenn 
die Lage dreier Punfte A, B, C gegeben ift, ‚die Lage ei- 
nes vierten D beftimme, mittelft ver in D gemeffenen 
fheinbaren Größen @, der Entfernungen AB, BC, 
Sie heißt gewöhnlich die Porhenorifche Aufgabe. (M. 
f. Probleme de Geometrie pratique ete. Mem. de 
Paris. 1692. p. 188.), obgleich eigentlich Snellius 
(Erathostenes Batavus de terrae ambitus vera quan- 
titate. Leid. 1614, Lib. II. Cap. X.) der erfte Erfinder . 
iſt. Sehr ausführlich, auch in Bezug auf Gefchichte und 
Literatur, handelt Käftner von ihr in den geom. Samm- 
lungen. I. ©.393., fo wie auch Pfleiderer (Ebene 
Zrigonometrie. Tüb. 1802. ©. 273. Hindenburgs 
Archiv. 11. Heft. ©. 318.). Außer den in Bieten Auf: 
M | 
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ſaͤtzen erwaͤhnten Schriften f. m. noch: Cagnoli Tri- 
gon. 2eme ed. p. 211.5; J. %. %. Hoffmanıt, das 
Pothenotiſche Problem und feine Auflöfung. Mainz. 1826., 
eine bequeme praftifhe Auflöfung von Bohnenberger 

in der Zeitfehr. für Aftronomie. VI. S. 121., und eine von 
“ Burfhardt in der monatl. Correfp. Dct. 1801. S. 359. 


VI. Sefdidte 


193. So wie die Geodäfie die Veranlaffung zur Er: 
findung der Geometrie wurde, war die Trigonometrie eine 
Tochter der Aftronomie. Die Feldmeſſer begnügten fih in 
alter Zeit mit der Zeichnung ähnlicher Dreiecke. Eben fo 
mögen vielleicht die erften Aftronomen (Käftner Gefd. d. 
Math. I. ©. 512.) fih zur Auflöfung aftronomifcher Auf: 
‚gaben einer Kugel bedient haben, auf welcher fie Kreife 
verzeichneten, oder auch wohl bewegliche Kreife in verfihie: 
dene Lagen bringen fonnten. Aber bald mußte die Unge: 

nauigfeit diefer conftruirenden Methoden fühlbar werden, 
und die Vorzüge rechnender Methoden in die Augen fallen. 
Die fphärifche Trigonomertrie entftand zuerſt. Hippars 
chos aus Mifäa (160 — 125. v. Ch.), auch Rhodius 
genannt, weil er zu Ahodus feine Beobachtungen anfing, 
(Weidler Hist. Astr. p. 140.), fcheint ſich zuerft mit 
Trigonometrie befhäftige zu haben, wenigftens erwähnt 
Theon, der Alerandriner, in Comm. in Alm. 1.1. c. 
9., daß Hipparch in zwölf, Menelaug (etwa 98 n. 
- Eh.) in fehs Büchern die Behandlung und Benukung der 
- Sehnen im Kreife vor Ptolemäug gelehrt, diefer aber 
die Berechnung. mit bewundernswürdiger Geſchicklichkeit 
auf wenige paſſende Lehrfäre zurückgeführt habe (Pfleiz 
derer Trig. ©.9.) Von Menelaus find noch übrig: 
Sphaericor. libr. II. Quos olim, coll. MSS. hebr., 
arab. typis exprimendos curavit E. Halleius. 
Oxon. 1758. 8. Was ung von Trigonometrie noch aus 
der Zeit der Griechen übrig ift, finder fih in AR. ITrols- 
uouov Meyalns Zuvrasews Bıpk. ıy. Oswvos Akssar- 
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doewg el; ta avre"Ynournuarwv Biſſn. ic. Basil.1538. 
Fol., gewöhnlih Almageft genannt. Es ift eine Chor: 
dentafel von. 30 zu 307, den Halbmeſſer — 60 gefest, 
‚nebft ihrer Berechnung, worüber, fo wie über trigonome— 
trifhe Tafeln überhaupt, der Art. Cyclotechnie nachzuſe⸗ 
hen ift, und die Berechnung ebener und fphärifcher Drei: 
ecke, aber nur auf aftronomifche Aufgaben angewandt. 
Die Theorie diefer Nechnungen mag Prolemäus aus 
ber-obigen Schrift des Menelaus (Käftner G. d. M. 
I. ©. 518.), und au) aus des Theodofius von Tri: 
polis (etwa 50 v. Ch. G) Zyaugızov Pıßk. y. (Oxo- 
niae 1707. 8. Lat. von Barrow. Lond. 1675. 4. 
Deutfch von Nizze. Stralfund. 1826. 8), (S. Heil- 
bronner Hist. Math. p.291.),. gefhöpfe haben. Die 
Reihe der Beobachtungen des Ptolemäus im Almageft 
geht von 125 — 141 n. CH. G., um welche Zeit er alfo 
gelebt hat. Die Berechnung ebener Dreiecfe kommt nur . 
bei aſtronomiſchen Unterfuchungen in beftimmeen Beiſpielen 
vor. Wirgeben die Behandlung zweier Fälle nah Pflei- 
derer a. a. O. ©.832. ff. Die Arithmetik des Pr o- 
lemanus fennen zu lernen, dient auch: Ueber die Arichme: 
tik der Griechen. A. d. Franz. nah Delambre von J. 
J. J. Hoffmann. Mainz. 1817.4. Um die rechtwink⸗ 
ligen Dreiecke wird immer ein Kreis befchrieben, die fchiefs 
winkligen werden immer in rechtwinflige zerlegt. Es 


In dem bei & rechrwinfligen Dreief «ßy (Fig. 71.) 
fey 5 = 7°40, b = 54 gegeben; man foll die Hnpote: 
nufe a finden. Der Winfel A enthält 749 folder Iheife, 
als vier rechte 360, oder 1528 folcher Theile, als zwei 
rechte 360 enthalten. Alſo enthaͤlt nach einfachen geome— 
triſchen Gründen der Bogen @y 1524 folder Theile, als 
der um das Dreieck befchriebene Kreis 360 enthält. In 
der ptolemäifchen Tafel fomme dem Bogen 152% am näc- 
ften 1539. Diefem entſpricht die Chorde 16 Ih. 10 M. 
56 ©. in Seragefimaltheilen des Halbmeffers. Alſo ent: 
hält die Chorde von &y zunächft 16 folder Theile wie Ay 
120. Dies giebt das Verhältniß ay : Py = 16 ;120 
=bıa Wa—=yb= 3% = re 
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Im ſtumpfwinkligen Dreieck aßy (Fig. 72. )fey b= A, 
— 60, yad = 30° gegeben. Man fälle dag Perpens 
— 70. Wie vorher ſchließt man, ‚daß der Bogen yö 
60 ſolcher Theile enthält, wieder Kreis um dag Dreieck yad 
360 enthält, ſo daß alfo der Bogen ed=—— 120 folcher Theile. 
Nach der Tafel find die Schnen „d==60, ad 10358, 
= — 120, in verhältnigmäßigen Zahfen. Alfo ee y 
\ — 21143, und eben ſo ad — eh, Y4= 
2; — 22. nahe. Folglich PB —Pa+ud — 60218 \ 
— 6249. Mach dem pythagoräifhen Lehrfage findet man 
nun aus 5 Bo und yd die Hnpotenufe Ay — 0244. Aus 
der, Proportion 62443 115 — 120: yd findet man, 
Boyd nahe ( (genau — 24338) folder Theile ift, 
wie PY 120 enthält. Dach der — ſind die Chorden von 
2°30 und 2° O’refpective227., 23,5 daraus fliegt P to: 
femaus, daß A = 248 folcher "Theile enthält, als zwei 
‚rechte Winfel 360 enthalten, oder daß A — 1%. Aber 
‚yad — 30°, alfo 34 = 150°, Pay + P=1519%, 
eyß = 180° — 151° — 28057. Mehrere rem: 
pel ſ. m. a. a. O. Bei der Auflöfung der fphärifchen Dreis 
ecke bedient fih Ptolemaͤus gewiffer Zufammenfegungen 
von Verhältniffen, woraus, da immer fechs Größen mit 
‚einander in Berbindung Fommen, die nachher fo genannte 
regula de sex quantitatibus entftanden ift, über die fich 
aber hier in der Kürze Nichts beibringen laͤßt. Ein Bei: 
ſpiel giebe Käftner in den geom. Samml. I, ©. 534.: 
Aus der Schiefe der Ekliptik und der Länge der Sonne die Ab- 
‘weichung zu finden, d.i.in einem rechtwinfligen Dreieck aus 
der Hnpotenufe und einem anliegenden Winfel die gegen: . 
überftehende Cathete zu finden. Käftner überfegt des 
Ptolemaͤus Vorſchrift in ſolgenden Ausdruck: 


2r: Sehne 28 — Ir: Sehne2b 


Schne2a:?2r 
woraus fich Teiche ergiebt: 
2r: Schne2# = Gehne2a: GSehne2b, 
x: ISehne 22 = Sehne 2a: 1Schne2b, 
r:sinß —=sina:sinb, 


d. i. sinb = sin?sina fürrz1, übereinftimmenb mit 
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76% M. ſ. auch F. T. Schubert. Trigonom. sph. e 
' Ptolemaeo, Nov. Act. Petrop. XII, — Trigonom.. 
des,anciens. Soc. Philomath. An 7. p. 191. | 


Eine neue Geftalt gewann: die Trigonometrie durch die - 
Araber, welche ſtatt der Sehnen’ die Sinus einführren 
(Cyclotechnie. ©. 667.). Der Erfte, welcher fie gebrauch: 
fe ift Albategnius oder Mohanrmed Al Barani 
um 880. (Kaͤſtner G. d. M. J.S. 520.). Rudimenta 
astron. Alfragani, item Albategnius de motu 
stellar. Norimb. 1537: 4. Mahometis Albate- 
nii de scientia stellär. liber cum aliquotadd. J. Re- 
giomontani. Bonon: 1645. Aud Hat $ahia.ben 
Mesva uͤber die Sinus geſchrieben (Montucla T.“ 
p. 374) Mohammed ben Mufa ſchrieb über die; 
ebenen und fphär. Dreiecke (Montucla I. p. 373.); 
und Alchindi, mit feinem vollftändigen Nahmen Jacob 
Ben Iſaac Ben Al-Szabah Abu-Joſeph Al: 
Chindi, bei ven Arabern wegen feiner großen Gelehrfams 
feit. zo &5oynv.Philosophus genannt, um 864. n. Eh. 
(Gartz de interpret. et explanator. Euclidisarab.: . 
Halae.. 1823. 4. p. 20. 27.), erläuterte die regula de 
sex quantitatibus in einer Schrift, welche ſich nach. 
Cardan in der Bibliothek zu Mailand befindet (Mon-. 
tucla I. p. 374). Die meiften Berdienfte um die Iris 
gonometrie unter den Arabern hat aber Geber ben 
Aphla (nah Riccioli um 1090.), welcher feine Aftro: 
nomie um das Ende des 1iten oder den Anfang des 12ten 
Sahrhunderts gefchrieben haben fol. Instrumentum pri- 
mi mobilis aP. Appiano nune primum inventum 
eteditum. Acc. Gebri filii Affla Hispalen- 
sis libri IX. de Astron, per Girardum Cremo-- 
nensem Jlatinitate donati. Norimb. 1534. fol. 
Weidler (Bibliograph. astron. p. 15.) führe noch an: 
Geberi, Hispalensis libri IX. commentar, in 
Ptol. Alm. edd. Petreius cum instr. pr. mob, P. 
Appiani. Norimb. 1533. 4. Geber unterſcheidet 
in der ebenen Trigonometrie fihon die vier Hauptfälle, loͤ— 
fet die Aufgaben aber auch noch durch Umfchreibung eines 
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Kreifes und Zerfaͤllung in rechtwinklige Dreiecke mit Huͤlfe 
der ptolemaͤiſchen Chordentafel auf. Pfleiderer a. a. 
O. ©. 337. ff. theilt Mehreres aus Astron. lib.-I, ir. 
Das von Montucka (L'p..373,) über die Araber; und 
insbefondere über Geber gefähte Urtheil ſcheint zu günftig 
zu feyn. Denn von den frigonometrifchen Haupttheore⸗ 
men mag Geber doch nur das erfte gefannt haben, wenn 
er es auch nicht auf den jegt gewöhnlichen kurzen Ausdruck: 
bie Seiten verhalten fi) wie die Sinus der gegenüberfte: 
henden Winfel, bringe. (M. ſ. Pfleiderer a0. O. ©. 
339, 340.) 

Sehr gefördert ward die Trigonometrie durch die Ma⸗ 
thematifer des 16ten Jahrhunderts, und erhielt nun erft 
eine ftreng fyftematifche Form, freilich noch immer mit Bei- 
behaltung ihres geometrifhen Charafters. Zuerſt ift zu 
erwähnen: J, Regiomontani de triangulis omni- 
modis libri V. Norimb. 1533. fol., eine vollftändige ebe— 
ne und fphär, Trig., von welcher Montucla (I. p.544.) 
urtheilt, daß fie fi) mit Ausnahme der: Logarichmen und 
einiger neuern Theoreme von der feiner Zeit nicht wefentlich 
‚unterfoheide, Im Sten Buche werden auch fehwerere Auf: 
gaben, wenn z. B. Summen und Differenzen der Seiten 
gegeben find, aufgelöft, Indeß werden die fehiefwinfligen 
Dreiecke doch auch nur durch Zerlegung in zwei rechtwinf: 
lige berechnet, Im dritten Falle, wenn-im Dreiecf ABC 
Fig. 73,) die drei Seiten gegeben find, fällt I. das Per: 
pendifel CE, nimmt DE EB, und zieht CD; fo ift 
AC?2 — AE2 — BC? — BE?2 — BC? — DE?, 
AC? — BC: AB? — BE? (AE + BEAE—DE) 
== AB.AD, Dies giebt 


__ AG? — BC? 


_ Mae (1.p.45), 


Hieraus hat man AD, alfo au DB, DE=4DB, AE 
und BE, Die Winfel finder man durch Aufiöfung der 
rechtwinfligen Dreiecke ACE, BEC, Man fieht, daß 
diefe Auflöfung mit der in unfern Elementarwerfen gewöhns 
lichen einerlei ift, (Pfleiderer a. a. DO. ©. 344.) Den 
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zweiten Fall, werin zwei Seiten und der eingefchloffene ' 
Winfel gegeben ſind, loͤſet R. ebenfalls durch die mehr er: 
währnte Zerlegung auf, und, obgleich R. die Tangenten 
in die Trig. einführte, deren Tafel er tab. foecundam 
nannte: fo ſcheint die zur Auflöfung diefes Salls dienende 
Proportion | 
a+b:a—b=tangt(e + P):tangs(e — P), 

doch erft in T. Finkii Geomettiae rotundi lib. XIV. 
Basil. 1583, deren 10te8 Buch die Trig. enthält, deutlich ' 
ausgefprochen vorzufommen, wenn auch R. die Anwen: 
dung feines canon. foec. auf diefen Fall Fennen mochte, 
und auch Finf auf R. hinzuweifen feheint, worüber mie 
Mehrerem Pfleiderera.a.D. ©. 353 — 357 nachzu⸗ 
feßen if. So wieih Finks Worte (S. 357.) verftehe, 
drückt er die Proportion fo aus; | 


a+b tr yon E: ( 2 ) 


2 — * tang (a — —— — 


2 x 








welches offenbar unfere obige Proportion ift. Eben fo fin: 
det fie fih in Clavii Geom. pract. Lugd. 1607.4. p.47. 
In Clavii Theodosii Trip. Sphaer. lib. V. Item 
Clavii sinus, tangentes et secantes, triangula 
- rectilinea et sphaerica. Rom. 1586. 4; p. 312. wird 
fie fo ausgedruͤckt: ne 
a— b:a + b = tangiy:tang(}y + P), 

welche ebenfalls auf die obige zuruͤckkommt, da zy = 
90° — 4a + P), tang4y=cott(a + P), y+P= 
90° — (a +) + BMW — 4a — PB), Lang (4y+ß) 
—cot4(x — ß), alſo a—bia+b = col$(a+ P): 
cot4(a— 3) ⸗ tang (a — PB)itangz(a+P)- 

Serner gehören hierher noch folgende merkwürdige 
Schriften aus dem 16ren Jahrhundert: | 
N. Copernicus de laterib. triangulor. tum 
planor. tum sphaer. Viteb. 1542. 4., noch vor Befannt: 
machung von Regiomontans Trigononetrie ausgearbeitet 
(Pfleiderer a. a. O. ©. 349.). | 


Bressii, Lutet. Prof., Metrices astronomicae 
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Ub. V. Paris. 1581. fol., enthaͤlt im IM. und IV. Buche 
die eb. u. ſph. Trig. la 
Nicol.Raymari Ursi Dithmaäri fundamen- | 
tumastr,,1.0.nova doctr. sin, et triangulor. Argent, . 
1588. 4, —F 2 
Lansberg triang. Geom. Lugd. 1591.4. Auch 
Amsterd. 1631. 4. | u 
Opus palatinum de triang, aG.J. Rhetico coe- 
ptum, L. V,Otho consummavit. Neostadii in Pa- 
Jatinatu. 1596. fol. Cine fehr vollftändige rein geom. 
Abhandlung der fph. Trig., von Rhaͤticus für rechtwinf:. 
lige, von Otho für fehiefwinklige Dreiecke. ER, 
Diclides coelometricae, seu valvae astrono- 
micae universales. Auth. Nath. Torporlaeo.. 
Lond. 1602. Enthaͤlt auch Trig., mit vielen neuen. 
Kunſtwoͤrtern. Torporley wareine Zeitlang Sekretair 
bes Bieta. (Montucla II. p. 120.). 


Aber das ausgejeichnetfte trigonomerrifche Werk diefes 
Zeitraums ift unftreitigs | 

Barth. Pitisci Trigonometriae seu de dimen« ‘ 
sione triangulorum libri V. Francof. 1599. Aug. _ 
Vindel. 1608. Francof. 1612. 4. Eine fleine Ab- 
bandl. hatte Pitifcus (geb. zu Schlaue, einem Dorfe 
bei Grünberg in Schlefien, 1561, geft. 1613.) ſchon feines 
Landsmanns Abr. Sculteti Sphaer. lib, III. Access, 
de resol. Triang. tractatus brevis et persp, B. Piti- 
sci, Heidelb. 1595., beigefügt, fo daß man alſo eigent⸗ 
lich vier Ausgaben feiner Irig. hat. Käftner (©. d. M. 
I. ©. 564.) nennt fie das erfte gründliche und vollftändige 
Lehrbuch der Trigonometrie, und Montucla rühme fie 

ebenfalls Fehr, | 
| Zu verbinden iſt hier bie Gefchichte der Aufgabe, ven 
Inhalt eines Dreiecks aus feinen drei Seiten zu finden, 

im Art. Dreieck, dadiefe Aufgabe mit dem dritten Haupt: 
falle der Trigonometrie nahe zufammenhängt. Ueber die 
proftaphäretifche Methode f m. diefen Artikel. 

Mit dem Anfange des 17ten Jahrhunderts beginne 
eine neue Epoche ber Gefchichte unferer Wiſſenſchaft, als 
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Neper im Jahre 1614. die Erfindung der Logarlthmen 
bekannt machte. Der trigonometriſche Calcul nahm hier⸗ 
durch eine ganz andere Geſtalt an, und zugleich machte ſich 
Neper um die Aufloͤſung der ſphaͤriſchen Dreiecke durch. 
ſeine allgemeine Regel fuͤr rechtwinklige, und die nach ihm 
benannten Analogieen für ſchiefwinklige Dreiecke (79, 61.) 
verdient. Mac Erfindung der Logarithmen find als Vers 
faffer trigonometrifcher Lehrbücher zu merfen: Benj. Urs 
nn. (Coloniae — an der Spree — 1625. 4.), A. 
®irard (Tables des sinus. etc. A lä Haye 1626., 
worin fhon Bezeichnungen, wie sin, tang, sec ge— 
braucht werden), H. Gellibrand (Trigon. britannica.. 
Goudae. 1633. An Institution .trigonometrical,. 
London 1692. 8.), P. Krüger (Praxis Trig. log. 
Dantisci. 1634. 8. Synopsis Trig. Ibid. 1612. 8.), 
G. L. Frobenius (Clavis univ. trig. Hamb, 1634. 4. 
Jede Aufgabe wird auf die gemeine Art, proftaphärerifch 
und logarithmiſch aufgelöfer), Bonaventura Savas 
leri (Bonon. 1643.4.), Vieta (Opp. math. Lugd. 
1646. fol. Variorum de rebus mathem. reponso- 
rum lib, VIIL Gehört aber eigentlich nicht hierher, da - 
Vieta ſchon 1603, vor Erfindung der Logarithmen, 
ftarb.), Ougthred (London. 1657. 4), 3. Schooten 
(Trigonometria a J. Magiro. Brux. 1683. Hollän: 
difch zu Lenden. 1627. Doctrina triangulorum edd. 
M. Hortensius. Lugd. 1677.), A. Vlacgq' Trig. 
artihicialis enthält nur trig. Tafeln, alle obigen aber Ab» 
handlungen der Trigonometrie. Ferner find zu merken: 
.%. Gordon (Leodii, 1704. 4), %. Bd. Wideburg 
(Helmst. 1717. 4.), %. Wilfon (Lugd. 1718. 8, 
Kurz aber deutlih). J. Wards Postumous works, 
Lond. 1730, veren zweiter Theil die fphärifche Trigono— 
metrie enthält, und Beyers Beſchreibung eines neu ers 
fundenen Modells der fphär. Trig. Hamb. 1732. 4, ent» 
halten ſchon Hülfgmittel zur finnlichen  Darftellung ver 
Säge der fphärifchen Trigonometrie, in welcher Beziehung 
auch die neue Knie’fche, in Breslau bei dem Verfertiger 
für 74 Rthlr. zu beziehende, Sammlung zu empfehlen ift. 
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Bisher war die Darſtellung der Trigonometrie immer 
nur rein geometriſch geweſen. Ungefaͤhr mit dem zweiten 
Viertheil des 18ten Jahrhunderts beginnt aber ein neuer 
Abſchnitt ihrer Geſchichte, indem man um diefe Zeit die als 
gebraifche Analyfis mit ihr zu verbinden anfing. Gewoͤhn⸗ 
lich legt man dem Afademifer F. C. Mayer zu Peters: 
burg (Comm. Petrop. T. II, 1727.) die erften Verdienfte 
in diefer Beziehung bei (Boniometrie. ©. 617); aber noch 
frühere Anfprüche ſcheint der Jeſuit J. Krefa durch feine 
Analysis speciosa, Trig.sph., primo mobili, trian- 
gulis rectil. applicata. Pragae. 1720. 4. zu haben, und 
ſelbſt fon in den Act. Erud. 1711. p. 324. findet ſich ein 
zue analytifchen Trigonometrie gehörender kurzer Auffag 
des Grafen Herberftein (Bemerfungen über denfelben 
von J. W. Pelican ebendaf. ;p. 502.), worin auch der 
Verdienfte Krefa’s mit vielem Lobe gedacht wird. Das er: 
fte vollftändige Werk über analyrifche Trignnomerrie war 
aber 3. W. Oppels Analysis triangulorum. Dresd. 
et Lips. 1746. 4., welches fi mit vieler Ausführlichfeit 
über beide Trigonometrieen verbreiter. Die Methoden aller 
diefer Mathematifer find indeg immer noch fehr ſchwerfaͤllig, 
weil fie alle die trigonometrifchen Linien noch durch einzelne 
Buchſtaben bezeichnen, ohne fich der fchon von A. Girard 
gebrauchten Bezeichnungen sin, tang, sec u. f. f. zu be: 
dienen, welches bei Dppels Werfe um fo mehr zu ver— 
wundern ift, da Euler diefe Bezeichnung ſchon in einer 
. Abhandlung über die umgekehrte Methode der Tangenten 
(Act, Erud, 1744. p. 215.) durchgängig anwendet. Durd) 
diefe von Euler wieder in die Irigonometrie eingeführte. 
Bezeichnung, fo wie durch die Bezeichnung der Winfel und 
refpectiven Gegenfeiten dvurh A, B, C und a, b, c, 
oder a, 3, y und a, b, c hat die analytifche Behand: 
lung der Trigonometrie an Eleganz und Einfachheit außer: 
ordentlich gewonnen. Zugleich fuchte aber auch Euler 
die ganze fphärifche Trigonometrie aus einigen ‚wenigen 
durch Eonftruction bewiefenen Gleihungen mittelft rein 
analyrifcher Methoden abzuleiten. M. f. befonvers feine 
. Abhandlung: Trig. sphaer. univ. ex primis princi- 
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piis breviter et Alueillederiväta.. Acta Petrop. 1779. 
P,1. p. 72., die man auch faft ganz eben ſo in Lacroix 
Trig. A. d. F. v. Ideler. Berfin. 1822. ©. 64. M. 
Hirſch geom. Aufg. II. Berlin, 1807. S. 21. Ber- 
trand Pévelopp. nouv. de la partie elEm. d. Math. 

Gentve. 1778. T. II. p. 576. findet. Die Ableitung 
aus einer Grundformel verfuchte au) de Gua (Mem. de’ 
Paris. 1785.), aber nach einer höchft weitſchweifigen Me: 
thode. Den erften zwar Furzen, aber fehr guten, Lehrbe⸗ 
griff der analyt. Trig. Tieferte Klügel (Analyt. Trig. 
Brnfhmg. 1770.), woran nur zu tadeln feyn möchte, daß 
noch zu oft Proportionen ſtatt der Gleichungen gebraucht‘ 
werden. Auch fihon Lambert hatte (Beiträge j. M. J. 
©. 369.) mehrere analytifche Formeln zur fphärifchen Trig. 
geliefert. Das vollftändigfte neuere Werf ift: A. M. 
Ca gnoli Trig. rect, et spher., trad. de l’Ital. par 
Chompre, 2. ed. Paris. 1808, 4. ‚, nach gemifchter Me: 
thode, etwas weirfhweifig, feider ohne Anwendung der 
Eulerfben Bezeichnung der Seiten und Winfel, mit- 
vielen Anwendungen. Cine fehr vollendete analytiſche Ar- 
beitifft Lagrange Mem, sur la Trig. spher. Jour- 
zial.de l’Ec, polyt. Cahier VI. p. 270. worin die ganze 
ſphaͤriſche Trigonomerrie bloß aus den Formeln [24.] ab: 
geleitet iſt. Bon neuen Lehrbichern erwähne ich nur die 
von Scherffer (Eb. Trig. Halle. 1782. Mit vielen 
praft. Bem.), J. K. Schulze (Eb. Trig. Berlin. 1784. 

Meuerlich hersg. von Gräfon. Ganz elementar, aber’ 
fehr deurlih.), Pfleiderer (Eb. Trig. Tüb, 1802. 

Mit vielen höchft ſchaͤtzbaren Bem. zur Geſch. u. Lir.), 
Zimmermann (bloß fph. Trig. Berlin. 1810,), Gerling 
(Goͤtt. 1815. Sehr brauchbares Compendium.), Em: 
mel (Frnff, a M. 1817. Hecht vollftändig, etwas 
weitfchweifig, mit wenig Eleganz.), Hestermann Trig.- 
sph. leges et formulae. Vindob. 1820. 4 (Ganz 
- analytifh, mit Hülfe der allgemeinen Formeln der analyt. 

Geom.), Wilde (Berlin. 1825. Sehr vollftändig, 
und in jeder Beziehung fehr zu empfehlen), v. Mündow 
(Bonn, 1826. Hat vorzüglich den Zweck, den Gebrauch 
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des + auf firenge Prineipien :mittelfk der Coordinaten- 
Methode zurückzuführen, rein analytifch, „sehr zu empfeh⸗ 
len.); Sniadecki (A. d. Poln. v. Feldt. Lpzg. 1828. 
Mur ſph. Teig. mit Anwendungen. auf‘ fironomie.). Uns 
ter den franzöfifchen Werfen zeichnen ſich aus Trem- 
bley Essai de Trig. spher. Neuchat. 1783., Mem;, 
sur la Trig. spher, e etson. appl. ‚Paris. 1801. 8., Le, _ 
gendre Ellemens. de'Geom, et Trig. 11 ed. — 
1817., Lacroix eb. u. ſphaͤr. Trig. u. ſaw. A. d. F. v. 
Ideler. Berlin. 1822. Das neueſte ſehr volftändige, 
englifche Werk mit vielen Anwendungen iſt M. D. Lard- 
ner.an.analytical Treatise of planeand spker. Trig«; 
London..1826: 8., außerdem T. Simpson Trig, 

plane and sphexical, London. 1748. Playfair, 
Elem. of.Geom. and Trig. Edinb. 1810., Leslie, 
Elem..of. Gepm. and. ‚pl. Trig.. Edinb, ; 1820. 4ed. 
Eine ſehr ausfuͤhrliche Abhandlung der fph. Trig. enchals, 
ten ne. ‚Delambre- "Traite d’Astr.. T. I. — 


„rl 


is her — la determination d’un arc du — 
dien. Paris. AnVII. von Delambre, unter den auchältern 
Mauduit Principes d’Astron. spher. Paris.: 1768, 
Sehr viele Anwendungen findet man in M. Hirfch geom.- 
Aufgaben; Schulze’s Tafhenbuch der Meßfunft, Puis-, 
- santrecueildediv. propos. deGeom. etc. Die einzel- 
nen Verdienfte von Legendre, Gauß, Delambre, 
Mollweide, Lerell, Eamerer, Olbers, L'Hui— 
lier, Pfleiderer, Wolf, u. f. f. find oben erwähnt. 
Die Grundformeln der fphäroidifchen Trigonometrie 
fiellte zuerft Euler auf in der wichtigen, dieſe Wiffenfchaft 
begründenden, Abhandlung: Elem. de Trig. spheroid,, 
tires de la methode des plus grands et t plus petits, 
Mem. deBerl. 1753. p. 258. , nachdem ſchon Elairaut 
(Mem. deParis. 17331739.) die Haupteigenſchaft (L56.) 
der Eürzeften Linie gefunden hatte. Du Sejour fuchte die 
Formeln durch Reduction der fphäroidifchen Dreiecke auf die 
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dberflache der eingeſchriebenen Kugel zu vereinfachen (Mei, 

‘de Paris. 1778. Traité anal. des mouv. appar. des corps 
cel. T. II.); eine ʒiemlich vollſtaͤndige Analyſe lieferte Le⸗ 

gendre in den Mem. de VlInstitut. 1806., und dag 
erfte volftändige Werk Barnaba Oriani (Flementi | 
di Trigonometria sferoidica. Bologna, 1806. 4.), 
bei welchem jedoch einige Weitſchweifigkeit und Ungelenfigfeie 
nicht zu verkennen iſt. Dann erfchien Tentamen circa 
Trig. sphaeroid. Auct. E. G. Fog Thune, Hau- 
riae. 1815. 4., worin die Formeln auch. noch fehr complicirt 
-find, und der Darfte llung alle Eleganz mangelt. Vorzüglich 
wichtig ift Beffels Auffag: Ueb.d. Berechnung. geogr. 
Längen u. Breiten ausgeodät. Vermessungen, Schu- 
"machersastron. Nachr. IV. 1826. No.86. ‚welcher auch 
unferer hier gegebenen Behandlung vorzüglich zum Grunde 
liegt. Puiffant-(TraitedeGeod. I. p.212.)und Stein 
(Geograph. Trigonomerrie. Mainz. 1825. 4. S. 107. Ents 
hält alle drei Theile der Teig. mit Anwendungen auf: höhe: 
re Geodäfte.), folgen ganz Legendre. Noch ift zu ers 
waͤhnen eine Abhandlung von Caluſo (Mem. de Turin. 
IV. V.), und Delambre Methodes analyt. etc, 
‚Mehreres hierher Gehörende findet man auch in der mo⸗ 
natl. Correſp. an verfchiedenen Drten. 


Die erften Ideen zur Polygonometrie finden ſich ſchon 
in Girards Tables des sinus etc. (Käftner ©. d. 
M. III. S. 108.) Die Veranlaffung zu ihrer Bearbeis 
tung gab aber vorzüglih Lambert durch feine Anlage zur 
Tetragonometrie (Beiträge. II. ©. 175.), einer Aufzähs 
Tung aller möglichen Fälle, wonah 5.5. Mayer (Tetra- 
gon. specimen I. Gott. 1773. 4.), und Biörnfen 
in einem fehr ausführlichen Werfe (Introd, in Tetr, Hau- 
viae. 1780. 8.) die Ausführung verfuchten. Den Grund 
jur Polygonometrie legte Lexell durch die beiden allgemeinen 
Formeln in (178.) (Comm. Petrop. XIXXX. Ueberf.unter 
dem Titel: Polygonometrie oder Anweifung zur Berechnung 
jeder geradl. Figur. Lpzg. 1783.). Das erfte ausführliche 
Lehrbuch mit einer allgemeinen Sormel fir den Inhalt der 
Polygone (186.) lieferte 2’Huilier (Polygonometrie 
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et Abrege d’Isoperimetrie, Genev. 1789. 4.), und, 
‚nebft Carnot (176.), zwei andere allgemeine Formeln, 
‚auf welche hier die Polygonometrie gegründet worden iſt. 
Unter den deutfchen Lehrbüchern find zu erwähnen: Ma— 
gold math. Lehrb. Landshut. 1805. III., Schiereck 
Polygonometrie. Gießen. 1820. und Handbuch für Geo: 
meter u. f. w. Coͤln. 1827. Zu empfehlen ift auch die 
analptifche Behandlung von Crelle in feinem Lehrb. d. 
.Geom. Berlin. 1826. I. S. 437. 

Ueber die Geſchichte der Trig. ift zu vergl. Hutton 
in der Einleitung zu ſeinen Mathematical Tables. 
Lond. 1801. 


Trigonometrie, ratlonale, ſ. Trigonometrie. 
4.) 


Trigonoſcopie ſ. Trigonometrie. 6) 
Trigonum, ſ. Dreieck. 


Trilaterum, Dreiſeit, gleichbedeuteud mit Dreieck. 


Trillion iſt eine Million von Billionen, die Bejeich⸗ 
nung der achtzehnten Ordnung im decadiſchen Zahlenſyſtem. 
S. Zahl. | 


Trinomiſch heißt jede aus drei, durch + oder — 
mit einander verbundenen, Theilen beftehende Größenform, 
"wie AHB+C,A—B+C,uf.f. Größen von 
der Form x? —2px +q? nennt Euler (Intr. in Anal. 
inf. I. Cap. 9.) trinomifhe Factoren. Im Art. Unmög- 
liche Größen iſt gezeigt, daß jede ganze reelle Fun: 
ction immer in lauter folche reelle Factoren des zweiten, und 
in reelle Factoren des erſten Grades zerlegt werden kann, 
welches ein Hauptſatz der hoͤhern Algebra iſt. M. ſ. au 
die Artt. Coteſiſcher Lehrſatz, und Anwendung der Geome⸗ 
trie auf die Algebra. VI. VII.; auch eine Abhandlung von 
Aepinus Nov. Comm. Petrop. VII. p. 181, Le— 
gendre (Theorie des nombres. p. 292.) nennt forme 
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.trinaire einer Zahl. jede Art, diefelbe als eine Summe 
dreier Duadrate darzuftellen, wie z.B. 599—=25 +25 +9 
149 +9 +4. Er unterfoheidet formes trinaires, 
propres und formes trinaires impropres, jenachdem - 
die drei Quadrate Feine, oder eine Quadratzahl (1 ausges 
nommen). zum gemeinfchaftlihen Theiler haben, wie z. B. 
189. — 13? + 4? + 22 — 102? + 8? + 5? — 
- 112 +8? +22 für die erfte, 189 — 122 + 62? + 32 
für die zweite Art. Diviseurs trinaires find ſolche trino— 
miſche Factoren von der allgemeinen Form px? + qxy 
+ ry?, welche ſich in drei Quadrate zerlegen laffen. 


Trinomium, eine aus drei durch 4 oder — mit 
einander verbundenen Theilen beftehende Größe, wie a-+ b 


£0,2a—b+0,..+ Yvdb—Yo, ic. 


Zripartition. Eintheilung einer Größe in drei gleis 
he Theile. 


Triplicata ratio, ſ. Verhaͤltniß. (14.) 


Triquetrum, eine veraltete, nur ſelten vorkom— 
mende Benennung des Dreiede. In der angewandten 
Mathematik ein aftronomifches Inſtrument, deffen Erfin- 
‚dung dem Ptolemäus zugefchrieben wird. Die Bes 
fhreibung findet man z. B. in Stevini Geometria pra- 
ctica. Lib. II. p. 363. 


Zrilection des Winkels, oder vielmehr Auf: 
gabe von der Trifection des Winfels, ift die 
im Alterthume fehr berühmte Aufgabe von der Theilung eis 
nes Winfels oder Bogens in drei gleiche Theile. Es wird ' 
zweckmaͤßig feyn, zuerft die allgemeine analytifche Aufld- 
fung diefer, die Kräfte der euclidiſchen Geometrie überftei- 
genden Aufgabe zu geben, und dann der Bemühungen der 
griechiſchen Geometer zu gedenfen. 


1. Sey @ ein gegebener Kreisbogen , deſſen Halb⸗ 
meſſer = r. Durch den einen Endpunkt deffelben ziehe 
man einen nk a und bezeichne in Beziehung auf den- 


36° Keifeetion: 
ſelben als Are, den Mittelpunkt des Kreifes als Anfang 
‘der Abfeiffen, die Coordinaten des andern Endpunftes der 
Bogen « und La durch x, y; x, Yz foift Ze 
| = x —rcose, yY=rsina; 

ne xzzm=rcoslia y=rsinie, 
‚Aber | ec 

ER r?sin}a = ?rsinja.rcos}a 

= Tsins.rcos;e — rcosa.rsinto, 


2 2xy Zyeryn jan: 

Diefe Gleichung enthält beide Coordinaten x und.y. Bes 
ſchreibt man alfo eine ihr entfprechende Eurve; fo wird der 
dritte Theil des gegebenen Bogens durch den Durchſchnitts⸗ 
punkt diefer Eurve mit dem gegebenen Kreife beftimme 
werden. ER . | 


: 2. Nimmt man einen Punft, deffen Coorbinaten 
— 4x, 4y' find, als Anfang der Eoordinaten an, und 
die pofitiven neuen Ordinaten auf; der Seite der negati— 
ven primitiven Ordinatenz fo ift, wenn die neuen Ordina⸗ 

ten durch x”, y“ bezeichnet werden: | 

* set y=-y ri 
"woraus nach gehöriger Subftifutionz 

| xy’ =4xy, | 

welches die Gleichung einer gleichfeitigen Hnperbel zwiſchen 
ihren Afymptoten ift. ( Hyperbel. 8. 9. 31.). 

Iſt alfo AB (Fig. 74.) — ao; fo nehme man CE 
——-1CD, EG — BD, ziehe durch G eine Linie mit Aa 
parallel, und eine andere darauf fenfrecht, ‚und befchreibe 
zwifchen diefen Linien als Afymptoten eine gleichfeitige Hy⸗ 
perbel, deren Potenz; — 4x'y’ iftz fo wird ihr Durch⸗ 
ſchnitt F mit dem Keeife den Bogen AF = 4 AB be 
ſtimmen. | ..® 
3. Zur ale Punfte aber, welche diefe beiden Eurven 
mit einander gemein haben, ift | 
yey -ıy,”’+yP=r, 

"woraus dur Elimination von y leicht: 


x Xx — irrt „ r2xx — ir’X? 0, 


J - 
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erhalten wird. Diefe Gleichung des vierten Grades zeigt 
an, daß es im Allgemeinen vier Durchſchnittspunkte der 
beiden Curven giebt, wenn nicht etwa einige Wurzeln der— 
felben Gleihung imaginär find. 


4. Um die Gleichung aufzulöfen gebe man ihr folgende 
Form: — 
x — Irx — 4Ar xX)( X) 0, 
woraus x — — x eine Wurzel der Gleichung. Ferner 
fege man | | 
x’ — Irx — ir! =o, 


Aber (Goniometrie. 141.) 


(costa)? — 3cos}a — 4c0sa =0, 
(rcos}e)? — $r?.(rcos}e) — ir?.(rcose) = o, 
(rcosta)? — $r?.(rcos}a) -4r X =o. 


. Dies giebt die neue Wurzel x — rcos}a. RR Sub: 
traction erhält man leicht: 


8 —-irx—ır! = 


x3 — (rcos}a)? — $r?(x — rcos}a) 
— (x? + xrcosi@a + r?coste? — 3r2)/x — rcoste) 
x? + xrcost@ + r?cosla? —3r?=0, 
x — — Ircosja + rsinzae.4Y3, 
woraus, da 


c0s60° = 4, sin60° = +Yy3 


if ; leicht erhalten wird: 


x = — rcos(60° + 1a). 

Die vier Wurzeln find alfo: 
x — — X z—rcosea, 

= rcosta, 


= — rcos(60° + 1a), 
= — rcos (0 ia). 


E-? Diefe Wurzeln find alle reell. Alſo giebt es im All⸗ 
gemeinen vier Durchſchnittspunkte. Indeß kann es in be: 
fondern Fällen auch nur drei.geben, wie z. B. für ao, 
wo die beiden legten Wurzeln einander gleich find. Auch) 
für «45° ift 60° — 40 — 60° —15° = 45" ao. 
Alfo find in diefem Falle die erfte und vierte Wurzel einanz | 
der sa Der Punft F ift, wenn wir N daß 
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o nicht. > 90°, der einzige Durchſchnittspunkt, deſſen Ab⸗ 
feiffe voſitis iſt. Alſo iſt fuͤr dieſen Punkt nach (4) <= 
rcos 40, und der. Bogen AB — «a wird folglich von die: 
fem Punkte trifecire, wie wir ſchon oben bemerften. Un— 
ter den übrigen drei Durchſchnittspunkten ift, ohne Ruͤck— 
ſicht auf das Zeichen, die Abſciſſe von F’ am größten, die 
von F“ am Fleinften. Da nun o nicht > 90° iſt; fo ift 
60° +4 — — $a, 60° +4a nihe < a. Alfo 
ift 60° + ta der größte Winfel, cos(60° + ta) der 
kleinſte Ef nus. Demnach — rcos (60° -- 4 10) die Ab: 
feiffe von F”, und F’” beftimmt alfo, wenn man fich die 
a poſitiv genommen t denft, den dritten Iheil von 
3.(60° + 40) — 150° +0, d. i. den dritten Theil 
des. — ar”AB, fo daß aF” —4aF”AB. Ferner 


ift 60° — iu 2 = a, wenn 600 S*6 15024 0, 45°= 0 
ift. Fuͤr PPATL ift alfa 60° — 4a >, cos(60'’— 1a) 
<.cosa, alſo — rcos (60° — — +0) die Abfeiffe von 
F, —rcosa die yon F” , fo daß alſo, wenn man die 
Bogen vona anrechnet, ar’ — 60" — 4a —1(180'—a) 
—= faB, ea Erd. Iſt ⸗— 450, fo ift 
Be ie<o, cos (60° — 10) > cosa. Alſo 
— rcos«a die Abfeiffe von F, — rcos (60° — 40) die 
von F’, af" —=4aB, a — AB, wie vorher. 
Fuͤr ao — 45° ift 60° — dla=a, fo daß ‚alfo die Punkte 
F, F“ zuſammenfallen, und aPF — al" — —AB 

taBift. Es erheller hieraus, daß durch die Hnperbel 
— ſowohl der dritte Theil des gegebenen ſpitzen Win— 
kels, als auch ſeines Supplements beſtimmt wird. Waͤre 
alſo ein ſtumpfer Winkel zu triſeciren, ſo triſecire man ſein 
Supplement, weil dann immer auch ein Zweig der Hyper— 
bel den dritten Theil des e ſtumpfen Winkels be: 
ſtimmt. 


6. Obige Analyſis führte ung unmittelbar zur Hy: 
‚perbel, und es ſcheint nicht, daß eine einfachere Analyfis 
möglich iſt. Alfo überfteigt das Problem die Kräfte der 
Geometrie der geraden Finie und deg Kreiſes. Der Grund 
‚hiervon läßt ſich auf folgende Art am deutlichften angeben. 
Ber nad) dem dritten Theile eines gegebenen Bogens AB 
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fragt, fragt eigentlich, die Aufgabe ganz allgemein aufge: 
faßt, nah dem dritten Theile des zwifihen den beiven 
Punkten A und B liegenden Bogene. ‚Bezeichnen wir nun 
die Peripherie durch p, und fegen p— aa; fo lies. 
gen zwifchen diefen beiden Punkten, nach beiden Seiten 
hin von A ausgehend, folgende Bogen: 
a 
‚2p+ «a,3p + «, u, 

er alfo nach fragt, fragt eigentlich — dem dritten 
Theile aller diefer Bogen. Zu einer Auflöfung in diefem 
allgemeinen Sinne fi nd aber drei Panfte erforderlich: eis 
ner, welcher za; einer, welcher +’, und einer, welcher 
i(p +) beſtimmt. Diefe drei Punfte feyen f, f', f” . 
(Fig. 75), fo daß Mia, Mn —1(p+ 5), Ar” 
— ic, Dann ift 1(2p+e) = = 40p —p+ro) 
RE, —-p—-A’= ——* — iſt 
Ip 4 —_— p— ı)= 
P —-Hrre)—=r— Af — At“f. Endlich iſt 
102p- ) 46p —pre)=p—4p— a) 
=p— g=p—-A= Af“ff. Hat man nun all⸗ 
gemein den Bogen np +aodernp+ a; ſo ſey n — 
3n’ +.n”, wo n’”< 3. Dann ift L(np + e)= 
Iönp+n pH J—np+ttn P+ @), 3(mp+«) 

+anp+np+re)enp+tsnp+ta), fo. 
daß “alfo 4(np-+ «), 4(np + «) erhalten werden, 
wenn man zu dem aus dem Dbigen befannten Bogen 
“(np + 0) oder L(n”p + 0) das befannte Viel 
fache der Peripherie addiert. Da. alfo zu der Auflöfung 
unferer allgemeinen Aufgabe drei Punkte nothwendig 
find, der Kreis aber von der geraden Linie oder dem 
Kreife nur in zwei Punften gefchnitten werden kann; fo 
muß die Aufgabe die Kräfte der Elementargeometrie über: 
fteigen. Auf ganz ähnliche Art würde ſich zeigen laffen, 
daß zur Theilung eines Bogens in zwei, vier, fünf, u. f. 
f. gleiche Theile im allgemeinen Sinne, auch zwei, vier, 
fünf, u. ſ. f. Punkte erforderlich find. M. f. über vier 
fen Gegenftand Käftners Programm: Unde plures 
insint radices aequationibus sectiones angulorum 
definientibus, welches fich auch in der Sammlung: Dis- 

2 
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sertationes math. et phys. quas Soc. reg. Gott. ann. 
4756 —66 exhibuit A. G. Kaestner. Altenb. 1771. 

4. p. 150 — 175. befindet. Gilberts Geom. nach 

Legendre etc. Halle. 1798. 8. S. 181. #. 


7. Daß unfere Hyperbel die Aufgabe von der Trifec: 
tion allgemein auflöfet, iſt leicht zu zeigen. Es ift namlich 
(Fig 74.) nad (5.)AF—=4AB=4a, aF (oderaF)— _ 
4aB —=4(4p—e), af —$aF ’AB—=$(p+a). 
Alfo 4p — aF’ (oder aF”) — AF: (over AF) = 
ip —-:4p — J)=4(p + a), 4p —aF"—=AF 
— 4 —-1l4p+J=4p—ea)=t«, fo daß al- 
fo durch F, F’ (oder F”), F” die dritten Theile der Bo: 
gena, pt a, « beftimmt werden, wie nach (6.) zu 
allgemeinen Auflöfung erforderlich ift. / 

8. Obgfeih man den eigentlichen Urheber unfers 
Problems nicht kennt; fo ift doch feinem Zweifel unter 
worfen, daß es der platonifchen Schule angehört (Mon- 

“ tucla. T.I.p.178.). Auch ſchreibt Montucla (p. 177.) 
folgende zwei Auflöfungen diefer Schule zu. | 
ft ACB (Fig. 76.) der gegebene Winkel, fo werde 
aus C mit willführlichem Radius ein Halbfreis befhrieben, 
und durch B die Linie BE fo gezogen, daß DE dem Ra— 
ding des Kreifes gleich ift, wozu aber Feine weitere Anwei— 
fung ertheilt wird. Dann it — E—4ACB, weil 
DE=CD=(CB, ZCbBD = ZCDB, ZDCE 
= ZDEC, ZCDBz==2.2E= ZB, ZACb= 
LZE+ZB=3.ZE, ZE=14ZACB. 
| ft ferner BAC (Fig. 77.) der gegebene Winfel, fo be: 
hreibe man dag Nechtef ABCD, verlängere CD, und 
ziehe durch A die Linie AF fo, daß FE —2AC, wozu 
wiederum Feine weitere Anweifung ertheilt wird. Dann 
it {FAB—4ZBAC, weldes fid leicht beweifen läßt; 
wenn man FE in G halbitt, und CG zieht. 


9. Auch Vieta (Supplementum Geometriae. Prop. 
IX.) und Newton in ver Arithmetica universali ha- 
ben auf den erften der beiden vorigen Saͤtze die Trifection 
des Winfels gegründee. Macht man in Fig. 78. die Li- 


* 
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nien DB, BC, CA, AE, EF, u. f. f. einander gleich; 
fo it £CBA — — 2D, ZACE — LD + ZBAC— 
3D, LZEAF = £D AAEC —=4D, u ff, 
welches als eine Erweiterung des Sages anzufehen ift. 


10. Ein mechanifches Verfahren, die Linie BE (Fig.76.) 
nach der Vorfchrift (8.) zu ziehen, läßt fich leicht ausden— 
"fen. Wie man fich eines. bloßen Lineals bedient, zeigt 
Montucla T.I. p.177. Ein eignes Inſtrument hat 
der Jeſuit Thomas Ceva erdabt. T. Cevae e. S. 
J. Instrumentum pro sectione cujuscunque anguli 
rectilinei in partes quotcunque aequales. Mediol. 
‚1695; abgedruckt Act. Erud. 165. p. 290 — 294. 
T. Cevae 8. J. Opuscula mathematica. Medio!. 
1699. Act Erud. Suppl. T. III. 1749. p. 368., wo 
Mehreres über unfere Aufgabe vorfommt. . Das Inſtru—⸗ 
ment zur Trifection befteht- aus vier Linealen, die einen 
Rhombus abed (Fig. 79.) bilden, und um a, b, c, d 
beweglich find. Soll Lgdh trifecire werden, fo nehme 
mangd—=dh =ab=ac=bd ==cd, hefeftige des. 
Inſtruments Mittelpunfe mit einer Spige ind, und be: 
wege die Lineale fo lange, big fie durch g und h gehen , ſo 
iſt nah (8) x — 423; y 4v, —— —3284h. 
Das Inſtrument zur Multiſection ſ. m. J. c.ʒ ein anderes 
Inſtrument in De l’Hospital Tractatus de sect. con. 
1..10. Prop. 6. Dergleichen Inſtrumente find von kei— 
nem praftifchen Nugen. 


11. Von zwei andern elementaren Auflöfunaen ertheile 
Käftner Nachricht in den geom. Samml. J. N. 33. 34. 
Die eine finder fih in Albrecht Dürers Underweyſung 
der meffung mit dem zirfelunn richefcheyt. 1525. fol., iftaber 
nah Käftners Urcheile unrichrig. Die andere rührt von. 
Gampanus (Transalpinus Gallus. M. f. auch Käft: 
ners G. d. M. I. ©. 297. 305.) her, finder fih am 
Ende deg vierten Buchs von Ratdolts Ausgabe des Eu- 
clid (Venetiis. 1482.), und führt die Zrifection auf 
folgende ebenfalls nicht rein geometriſch aufllösbare Auf: 
gabe zurük. (Gilbert a. a. O. S. 180. 181.). Wenn 
ACB (Fig, 80.) der gegebene Winfel, und CD auf dem 
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Durchmeſſer BE ſenkrecht iſt, die Sehne AF fo zu ziehen, 
daß GE dem Halbmeffer gleich if. Dann ift Bog. EF = 
4Bog. AB. Zieht man nämlid CF, fo ift, wegen CF 
=F6G,x=y, z=I2(R — x), d.i.z——2g. Uber 
y=v-w==x,x— wvp+twz=R= 
2 p=xtrya-vz=v+q9=z+g4=3gq 

12. Wlochatius elementar.-geom. Aufl. des deli: 
ſchen Problems, der Aufgabe vom Dreifchnitt des Wins 
Fels u. f. f. Königsberg. 1804. ift ein merfwürdiges Bei— 
fpiel geometrifchen Unfinns. Der ganzen Unterfuchung 
liege folgender Sa zum Grunde; Wenn man (Fig. 81.) 
von A durch D eine Linie nach M zieht, fo wird der Halb: 
freis ADB von MQ in.E fo geſchnitten, daß BE ver drit— 
te Theil diefes Halbfreifes if, Falfh! Denn wäre BE 
— +71 — 60°, alfo DE = 30°; fo wäre x 15°, 
2 —=45’ =x+y,y==30° Aber 

| sinx ;:siny=DM:DQ, 
sin15° : sin30° = sin15° : 2sin 15° ,cos15® 
=1:2cg99’5> DM: DQ=1:2. . 
Alfo 2c0s15° —?, cos15° —1, welches ungereimt 
ift. Eben fo falfch find alle übrigen Säse. 

Noch gehöre von neuern Verſuchen hierher: Essai 
sur la trisection de l’angle Be: Pierre Petit de 
Dreux; ditle Polygoniste. 8., welches ich aber nicht 
habe zu fehen befommen fönnen. Weber die Theilung eines 
Bogens von 2. Roͤſſel. Oldenburg. 1815. 

13. Durch Näherung fann man LAB (Fig. 82.) — 
to auf folgende Ark finden. Man nehme Aa fo, 


— fFAa — F, b=4a=z 6, cd == bo 
0, u. ſ. f.; fo ift, dies ins Unendliche fortgefegt, 
* gane erhaltene Bogen 
=(G +5 + * * tr. )e 
— | 


— 
Bricht man die Reihe mit dem nten Gliede ab; fo iſt 
der Fehler 


=. ‚a=zt+e. 
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4 
4 ur . 
= —— 3a = Im Dr 
welches für n — 4 nur „Az beträgt. Geometrie von 
Paucker. Königsberg. 1823. ©. 293. 
Der rechte Winfel ABC (Fig. 82°.) wird leicht in drei 
— Theile getheilt, wenn man über BC ein gleichſeitiges 
reieck befchreibe, fo wie auch über CD, und BE zieht, 
weil offendbry + 2z=3R, y=z=4R; alſo auh 
X— FR. 
14. Wir geben num noch von einigen nicht elementar—⸗ 
geometriſchen Auflöfungen Nachricht. | 
Die Hyperbel hat zuerft Pappus zur Auflöfung an: 
zuwenden gelehrt. Andere haben fich der Parabel bedient. 
De la Chapelle Abh. v. d. Kegelſchnitten. A. d. F. v. 
Boͤckmann. Carlsruhe. 1771. ©. 243. 


Micomedes erdachte, wie zur Auflofung des deli: 
fen Problems, auch zur Trifection des Winfels die Con: 
hoide. Seine Schrift ift verloren gegangen. Thl. I. 
©. 531. Clavius (Geometria practica. Lugd. 
1607. 4. p. 356.) lehrt folgendes Verfahren. Wenn 
ABC (Fig. 83.) der gegebene Winfel ift, fo fälle man von 
dem willführlichen Dunfte A in AB auf BC das Perpendifel 
AD, nehme DC — 2AB, und befchreibe aus B als Pot 
mit AD als Bafis und dem Intervall DC die obere Con: 
choide CE (©. diefen Artifel), ziehe AE mit BC parallel; 
fo ift, wenn man noch BE zieht, der Winfel CBE — 
1ABC: Denn nad) der Natur der Conchoive ift CD— 
FE=2AB. SHalbirt man nun FE in G, und zieht AG; 
ſo iſt, weil FAE = %0°, FG=GE=AG=—AB. 
2exXy, Pe gez in, 
z—1ABC. Iſt der gegebene Winfelftumpf, fo theile man 
die Hälfte in drei gleiche Theile, und nehme diefer Theile 
zwei. Uebrigens wird, welches Elavius nicht erwähnt, 
der ftumpfe Mebenwinfel ABC’ (Fig. 84.) durd) die untes 
re Conchoide triſecirt. Iſt nämlich CE’ die untere Con: 
choide, pit EF=UD — 2AB Ufo, wenn man 
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E’F’ in G halbirt, und AG zieht, EG—=GA— — 
AB; folglicht — u, v — w, es 
u — 25. for = 44BC. 

Din oſtratus, des Menähmus Bruder, erdachte 
zur Theilung eines Winfels nach einem gegebenen Verhaͤlt— 
niffe die Quadrafrir. Montucla. I p.180. Käftner 
geom. Samml. II. ©. 240. — Thl. II. ©. 319. diefes Wör- 
terbuhs. Montucla (T.I. p. 181.) vermuthet, daß 
ein gewiffer Hippias von Elis die Quadratrix erfun: 
den, und Dinoftratug fie nur zur Duadratur des Krei- 
fes gebraucht habe, welches aber nah Neimer (Boffurs 
Gefch. d. Marh. A. d. F. von Reimer. I. Hamb. 1804. 
©. 76.) ganz ohne Grund iſt. Zu bedauern ift, daß Reis: 
mer feinen Vorſatz (Hist. problematis de cubi dupli- 
catione. Gott. 1798. p. XI.), auch die Geſchichte des 
Probfems von der Trifection des Winfels zu ſchreiben, 
nicht zur Ausführung gebracht hat. Wir würden dann 
einen fehr guten Beitrag mehr zur Gefchichte der Mathe: 
matif befigen. Ueber die Entftehung der Quadratrir f. m. 
diefen Art. Sehr ausführlich ift fie auch unterfuche in 
Clavii Geom. pract, p. 320., und in deffen Euclid 
(Coloniae. 1591. fol. T.I. p. 349.).: Soll der Bo: 
gen AD (Fig. 85.), welcher < 90°, nach dem Berhäft: 
niffe a: b getheile werden, fo befchreibe man mit dem 
Radius BC die Quadratrir BE, und ziehe CD, welche 
die Quadratrir in F fcehneidet. Dann ziehe man FG mit - 
AC parallel, und theile CG inH fo, daß GH:CH — 
a:b. Zieht man nun HL mit AC parallel, welche die 
Quadratrix in L ſchneidet, und hierauf CLM; fo iſt 
MD;AM — a: b. Denn nah der Natur der Quadeas 
trip (S. diefen Act, 1 ) ift 

BD —= BC.: BG, 

‚AB: AB-BD=aG: BC — BG, 
AB:BG=AD:(CG. 

AB:BM =BC: BH, 

AB:AB— BM=BC:BC — BH, 
AR:BC=AM:CH. 
AD:CG=AM:CH, . 

AD—AM:AM=CG — CH: CH, 

MD :AM= GH: CH, 
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Alfo nach dem Obigen 
MD:AM=a:b. 

Solder ganze Duadrant nach demfelben Verhaͤltniſſe ge⸗ 
theilt werden; fo mache man (Fig. 86.) BD: CDa:b, 
ziehe GD mit AC parallel, und ziehe CFH; fo it BH}AH 
=—a:b, weldes wie vorher bewiefen wird. 


Sof ein Bogen, welcher > 90° ift, nach diefem Ver- 
bältniffe gerheilt werden; fo nenne man diefen Bogen A 
und Q den Quadranten. Nun theile man A — Q in bie 
Theile A’, A”, fo daß A:A”—a:b. Eben fo theile 
* Pad in q' und g fo daß Tr Ir Dann ift 

n X +0 Q':A” + — A —43 b. 
Aber (A + —* 423 5 — (0° +0”) 
—A—0+Q0=A. Ufo ift A in die Theile A’ +0Q’ 
und A” + Q" nach) dem Verhältniffe a: b getheilt. 


Der von ihm fo genannten Ophiuride oder Schlans 
genlinie bedient fih Uhlhorn in feinen Entdeckungen 
in der höhern Geometrie, theoretiſch und praft. abgehan- 
delt ꝛc. Oldenburg. 1809. 4. Mehrere geomerrifche Aufs 
löfungen f. m. auch inPappi Coll. math. L.IV. Prop. 
31 sqgq. 

Dergleichen Theilungen find indeß nie von praftifchem 
Nutzen, fondern nur als Anwendungen der Theorie der 
Eutven zu betrachten. 


Trochoidalis Leibnitii ift eine Curve, welche 
. von einem feften Punfte auf der Ebene eines Kreifes oder 
einer andern Linie befchrieben wird, indem diefe Linie fi ch 
auf einer geraden Linie oder einem Kreiſe fortwaͤlzt, und 
alſo der Bogen der bewegten Linie von dem erſten Beruͤh— 
rungspunkte bis zu irgend einem dem Wege auf der feſten 
Linie gleich iſt. Demnach nur eine Verallgemeinerung des 
Begriffs der Eycloide und a ee 


Trochoides, f. Cycloide. 


. Trochois, eine andere Benennung der Cyelolde. 


346. °* Truncätus. | 


Truncatus, abgeftumpft, wird von Kegeln und 
Pyramiden gebraucht, welche von einer mit der Grund: 
fläche parallelen Ebene durchſchnitten find. 


Turbo, Heiße zuweilen ein unten fpiger und oben 
breiter Körper, wie z. B. umgefehrte Kegel und Pyrami⸗ 
ben, Indeß iſt diefes Kunftwort ungewöhnlich und unnuͤtz. 


u. 


Ueber Förperliche Aufgabe — sursa- 
lidum), ſ. Aufgabe. Thl. I. ©. 227. 


Ueberreſt gleichbedeutend mit Reſt. | 
| Ueberfchießende Zahl, ſ. Abundans numerus. 


Ueberſchuß / (excessus) ift die Öröße, um welche 

eine Größe größer ift alg eine andere, und folglich im Als 
gemeinen gleichbedeutend mit Differenz oder Unterfchied. 
St A=B+ U; fo iftU der Ueberfhuß von A über B. 


Umbildung, f. Umformung. 


Umbilicus, ift daffelbe, was fonft Brennpunkte 
oder Focus einer Frummen Linie genannt wird; f. diefe 
Artikel, En 


Umdrehung in der Geometrie, f. überhaupt den 
Artifel Bewegung, und vorzüglih Ihl.I. ©. 299. 


Umfang ift bei ebenen geradlinigen Figuren die Ge- 
fammtheit aller ihrer Seiten, indem man diefelben gewiſ— 
fermaßen nur als Theile einer einzigen gebrochenen Linie, 
eines einzigen ftetigen Zuges, welcher die gegebene Figur 
umgiebe, betrachter. ben fo bedeutet bei gefihloffenen 
krummlinigen Figuren, wie z. B. dem Kreife, der Ellipfe, 
das Wort Umfang vie ganze krumme Linie, von welcher 


Umfangswinkel. 347. 


die Figur eingefhloffen wird, S. auch Perimerer und 
Peripherie. 


Umfangswinfel iſt bei ebenen geradlinigen Figu: 
ren jeder von zwei, zufammenftoßende Seiten am Umfange 
gebildeter Winfel; beim Kreife ift es, ein Winfel im 
Kreiſe, deffen Spige in der Peripherie des Kreifes liegt, 
und deffen Schenfel Sehnen des Kreifes find. Gewoͤhn⸗ 
licher ift im letztern Sale der Ausdruck Peripheriewinfel. 


Umformung, Zransformation, Ummwand: 
lung, Umbildung einer Function oder Glei— 
hung ift daflelbe, was in den Artifeln Function (16.) 
‚und Gleihung (203.) Verwandlung der Functionen und 
Gleihungen genannt worden ift. ©. diefe Artifel, 


Umformung, Transformation, Ummwanb: 
lung, Umbildung einer Neihe heißt jede Veränderung 
ihres Fortſchreitungs-Geſetzes, d. h. ihrer Form oder Geftalt, 
wodurch ihre Summe nicht geändert wird. Zweck und Me: 
thode ver Transformation find fo verfihieden, daß fie fich 
nicht unter allgemeine Gefichtspunfte faffen laffen. Indeß 
muß man zwifchen Reihen, die nach Potenzen einer Haupt: 
größe fortfchreiten, und Meihen, bei denen dies nicht der 
Fall ift, unterfcheiden. Letztere laffen ſich nur durch ge: 
wiffe unmittelbare Berwandlungen ihrer Glieder, vorzüg- 
lic) Zerlegungen in Theile, transformiren, bei erftern das 
gegen ift die Einführung einer neuen Haupfgröße, Trans— 
formation durch Subftitution ‚.oft von großem Mugen. 
Mir werben von beiden einige Beifpiele geben, Gewoͤhn— 
lich ſucht man Heiden durch Umformung convergenter zur 
machen, wodurch fie zu numerifchen Berechnungen geſchick— 
ter werden, oft aber fuͤhrt auch eine ſchickliche Umformung 
zur Summirung der Reihe. Die gegebene Reihe fell im 
Folgenden immer durch S — werden. 

1.5=— _ Tr — An: — aut 
Setzt man fucceffive Ä 


MB Umformung 
a4nb=atb+a—Db=zatb+m- 2b 
=a+3b+- n—3)b= uff 


fo erhält man Teiche: R 
J 4 1 nb 
afnıb ”" a alaftnb) — 
J 4 nb.(n — 1)b 
a a (a 4 b) ala +f bia+nb) 
ı. ꝛc. 
nb ‚nb.(n —1)b nb. nb.(n — 1)b. (n—2)b 


1 
a ıatb) ee ala +by(a+2b) ” — 
+ nb.(n — 1)b...2b.b 
| a(a-+b)(a+2b)..(a+nb) * 
Hieraus erhält.man für die einzelnen Glieder unferer Reihe 
folgende Ausdrüde: 


1 
a 
1 b 
Te + | 
1 b.2b 
en 
1 3b “ 2b.3b — h.?b.3b 
= a + — b)  a(a+b)(a +26) + a(a+b)(a+2b)(a+3b) 
2. ic. 


Folglich durch Addition der einzelnen Vertitalreihen: 
| s=41-1+1-1+41-. Be 


— 243-445.) 


b.2b | 
ER a(a aa Fa rat — 3 + 6-0 re). 
b.2b.3b 
eier, arms IF er 
b.2b 
DENE ENTERSTEe 


— b.2b.3h 
Ts a(a + b)(a + 2b)(a + 3b) En 
nad dem Binomifchen Lehrfage, da z.B.1—3+6— 
10+.=1+ "= —tif. | 
Die transformirte Reihe convergirt la ftärfer 
als die gegebene. 
2 Addirt man die Diagonalreihen; ſo erhält man 


der Reiben. 349. 
b.2b , 
eelteterermt | 
2b.3b 
al'tsfstarmermt: J 
3b. 4b 
Haltaesteremt 1 
1 1 1 
a ee 
wie aus Summirung der Reihen (97.) folgt, wenn man 
= + 1,h=1, 2, 3, ı. ſetzt. M. f. au 
nachher (10.) h : 
3. Es ift 208 die ganze Summe 


1 ‚ 
Tan ey — 
4. Zerlegt man jedes Glied der Reihe 


ee 
— — (a + 2b)(a + 3b) 


1 
| — 55 * 
in zwei Theile, von denen der zweite negativ iſt; fo erhaͤlt 
man leidht ;- 





141 1 1 1 
re we ae; a + 3b 
1 1 
ee — tr 
1 41 b b.2b 
== + % aarbt# ala+b)(a + 2b) 
b.2b.3b 


Fate F bj + 3b) 
5. Sr —n erhält man: 


1.2 
—— rat tern 2) 
1.2.3 
t 0* 
woraus, weil 
1231—4, 
y=1—4-4; 
4=1—-4- ib 


rc. IC. 
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ift, die eingellammerte — — 
| 1.2.3 
Ant rar KETTE 
— ——— 1.2:3 
tler Here a+Da+D3mF" —— 
04.2 1.2.3 N 
lm + i)m + „+ (n+ meDaryarat' 4 


1:12:38 
Be er — 
— 1 = R r 
ya re 5, Wr Br 3 nern 
—— — 
’’(m—1)(n + 1)(n +2) 


(Summirung der Reihen. 97.) 


Alfo Ss —= | 
OR. ı b.2b f b.2b.3b , 
Er yit. 327 #aahb) ° | 
G6. Nimmt man zwiſchen den beiden durch die Transforz 
mation erhaltenen Reihen (4. 5.) das arithmetiſche Mittel; 
fo ergiebt ſich die neue Transformation: 
ıfa——b ‚„ bb _, b.2b.3b | 
‚4b (a—bJa ?'(a—b)a(atb) *(a—b)alatb)(atzb) | 

7. Mehrere Beifpiele diefer Art beizubringen, erlaubt 
hier der Raum nicht. Wenden wir ung daher zu der Trans— 
formation der nad) Potenzen einer Hauptgroͤße fortfchreis 
tenden Reihen. | 

Stirling- (Methodus äifferentialis, sive tracta- 
tus de summatione et interpolatione serierum. 
Lond. 1730. P- 6. sqq.) lehre jede Neihe von der Form 

A Bx 4 Cx? + Dx? +... 


- 


auf die Form 
A, +Bx + CGx(x—1) + Dix — 1)(x — 2) +. 


zu bringen. Sey naͤmlich überhaupt 
a Änx 
4 Änx (x — 1) 
4 Änx (x — 1) — 9 


4 Anx (x - N) Y.g-n+ 1); 


der Reben 31 
ſo erhaͤlt man leicht: 


xn44 = Anz? 
4 Änx? (x — 1) 
+ eK NK 2. 
+ A - NK N)..&@-nH+i1) 
Aber‘ u | 
x — x 4 x(k — 1), 
2 (x — 1) =xxk—1) + x — 1)? 
— x(x — 1) +xx — 1) - xx — Nk—) 
— %ı(x — 1) + x(x — 1)(x —- 2), | 
x? (x—1)(x—2) = x (X —1)(x—2) + x (X—1)(x— 2%)? 
= AK-I)K-NHLK— 1ER) NK—I 
= ar — 1)x—2) + x(x — 1) x — 2)(x — 3), 
wo dag Geſetz, und die Art weiter zu gehen, ſchon deutlich 
erhellee. Alſo 
xn+1 — Änix +xx—1)} 
+ Aa D+x@— 1) 2} 
+ ÄnfxKx—-DR—-D+x&-Da— a2} 
4 Anf nx(x—1).(x—n+1)+x(x—1)..(x—n)} 
 wrhix + Han + 2Änix— N 
> +3) D... 
4 {An + nAn |x(x — 1)..x— n+ 1) | 
+ Anx (x — 1)..X + n) 
= AntıX + Antır(x — 1) 
+ Äntıx(z — 1)(x — 9 
4 — xx - 1) —-2 . .x nm); 
fo daß alſo unſer obiges Geſetz auch für x"*! gilt, und 
folglich allgemein ift, da es offenbar für x gilt. Zugleich 
erhält man folgende Gleichungen für die Coefficienten: 
Än+1 * An; 
Aa = A, + ZÄn, 
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— — + nAn, 

. | == Kz , 

Mit Hülfe diefer Nelationen conftruirt man, da offenbar 
immer An — 1 ift, leicht folgende Tafel, wo die Coeffi: 
rlenten der einzelnen Potenzen in den Bertifalreihen ſtehen: 






1 


— — 


Die Conſtruction der Tafel iſt leicht. So iſt z. B. 1050 
—_ 350 + 5.140, 266 — 140 +6.1,8B=41+ 
71,11. 


8. Eben fo leicht erhellet auch der Gebrauch der Tafel. 
Man verwandelt mittelft derfelben nämlich jede einzelne 
Potenz von x in die vorgefchriebene. Form, fest die erhal⸗ 
tenen Ausdrücke in die gegebene Reihe, und vereinigt die 
ähnlichen Gtieder. Fuͤr den endlichen Ausdruck 2x? — 
11x? — 12x ift z. 2. ‘ 

_ 1x = — 1%; — 1 = — 11x — 11x(x — 1), 
2’ = x + 6x —1) + x — 1) — 2). 
Alfo der gegebene Ausdrud — er, 
— Ax  xk—1)+raxk—- NDe—2- 
- Bei unendlichen Reihen werden hier freilich Die Coefficien⸗ 
ten ſelbſt unendliche Reihen, die ſich aber zuweilen ſummi⸗ 
ren laſſen. 


9. Um hiervon ein Beiſpiel zu geben, ſetze man 


 G—1)@—2)..@—n) * 


B 1.2 1 n 1 
j ut Bezug + Bes ur? ... 
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1 
(zZ — ) = 2)..z—n— 1) 


R 1 ” 4: nt 1 es 1 
= (7 1), -zrı + B:- -ar2 rPB tet 


fo erhält man, wenn diefes Product nach den ne | 
Potenzen von z entwidele wird, leicht: 


3-5, | 
5, = B, ICE ee 
3, =B, 6 eye 
BeBtmtnd; 
ic. x X. 
d. i. allgemein | - 
= B, —B, +a+nB, N Pr 
Seigtih, da, wegen 


.4441 
— hut 


2=(-nh-|1). 


! 
Br =1if; ä 
Ba+ı = Ba, 
Bn = Ba + Bi ’ 
2 


4 3 4 
= Bu = Bau + ABn-3 5 
| 17 
Wäre es nun richtig, daß die Reihen 


bu, — — J — — — 

Au; Än, "Än, 2. .o. 
identiſch waͤren; ſo wuͤrde dies offenbar auch von den 
she 


Ri 2 J 4 
nr Bn, Bn—4, Bn-3, +. 


Ant ‚ Änpı 5 Anti» — 
gelten, welches augenblicklich erhellet, wenn man die vor⸗ 
hergehenden Gleichungen für die durch B bezeichneten Groͤ— 
Ben mit den Gleihungen für die durch A bezeichneten Grö: 


gen in (7.) vergleiche. Es iſt aber u, = — 12‘ — 
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ſo daß alſo die Identitaͤt der beiden Reihen für ı n—1 


gilt, und folglich m ift. Dies giebt die Gleichung. 
— = — 


10. Sey nun 
| 881 +-+5 +5 
die umzuformende Heiße; fo hat man ar (7) 
+ JA, x+ A,x(x—1) + Ä en]. a 
und folglich nad) (9.) | 
s=1-+x. rer Ben]. 
+ IB, x-+ B „xx—1) + B ED: + 
4 


=1+zx), ER 
+xk&.— 1) 4 + B, + Bote. | 











in 43. + hen. 
x(x — 1) x(x—1)(x—2) 
ITS 2 — 1 or (z—1)(2—2) = (z—1)(z—2; te 9) 


Nach dem Binomialtheorem ift aber ar gegebene Reihe 
. — (1 - =) rent | 
Alfo hat man, wenn zugleich z ftatt z — 1 gefegt wird: 
z+1 _ x(x—1) x(x — 1)(x—?2) 
2 —x+17 I: +7a-n Tie-na-yt' 
B. Summirung des Reihen. (97.). Es ift dies zugleich 


ein Beifpiel, wo eine Transformation ju einer Summa— 
tion führt. 











11, Stirling lehrt a. a. DO. p. 9. ferner die Ver: 
wandlung der —— 


| At tn +5 + 
in eine Keihe von * — 


der Reihen. | 355 
— A 
ur terre tt 
Hierzu gelangt man auf folgende Ar. Nimmt man in 
der.in (10.) fummirten Reihe x und z negativ, ſetzt fo: 
bdannx=n, zZ=x+n+1, und dividire auf beiden 
Seiten durch x(x + 1):..(x+n);5 fo erhält man; 
— — En 5 
x? (x-+1)..(x+n—1)  x(x+1)..(X+n) | 
n n(n+1) 
* XX-I) ·· ( 441) = x(x+1)..(x+n+2) e —— 
Setzt man nun | | 


1 2 
An An 


zu 7 x(x-+1)..(x+n—1) + x(x+1)..(x+n) 


+ +: 
| | . Kat) RR +) rt 
dividirt auf beiden Seiten durch x, zerlegt die Glieder auf 
der rechten Seite auf die obige Art, und ordnet gehoͤrig; 
ſo erhält man für die Zähler von —I leicht folgende Glei- 
chungen: | 


ı 1 
A — A 
— t1) ⸗n 
—444 
(nl) — — — 
yA— 494 4.4 
-(nt1) —_n — — 
4 1 2 3 
A, nat nat + ara yÄ+a+DÄ HA 
Zr ꝛc. ꝛc. | | 
oder auch: 
r — 
—(a}l) — 
2 4 2 
A — na + A 
—(ntl) —(nti) — 
2 2 3 
A =n+NA +Ä 
—(nti!) —(nt1l) — 
A =m+9YA HA 
—(nil) = —(nt1) —_n 
ic. ꝛc. 


Mittelſt dieſer Formeln berechnet man leicht folgende Tafel, 
wo die Zaͤhler der einzelnen negativen Potenzen von von der 
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zweiten an in den Vertikalreihen ſechen. Fuͤr n —1 find 
die einzelnen Zähler von er da; 4* Re A=0, i= ==0,%. «if: 
1, 1, 1.2, 1.2.3, 1.2.3.4, 2. 
Alfo immer 
———— 1.1 
rar) txc - +9 
1.2.3 
TEILT ERETT ET Ne ee 








Na bie Auf apa man 
A+ = + Z + ET 


etz 


+... 
B C C+D 


—— A — 2) 
„ _ 26 +30 +E * 6C+11D+6E+F 
x(x+1)(x+2)(x + 3) —— —— 
240 500 + 35E + 1 


—— — 
1200 1200 + : 274D + 235E + 85F + SF + 15G+H 


KKHNKFIRFIGKFNRFI KH 7° 
eine fehr merfwürdige. Transformation, fo wie überhaupt 
Stirlings Werk fehr zum Studium zu einpfehlen ift. 

12. Segt man 
2(2 1)..(2 +n—1) ='B.2 4 B.22 + B,2 +... 
fo erhält man nad) einer ganz ähnlichen Schlußart wie in 
(9.), wenn man nur auf beiden Seiten mit n+z multi: 
plicirt, die Sleihungen:: 
—(ntl) _n 
ı nd, 
—(n}1) —-n —-n 
„ =nB, * 

—(n}1) —ın —-n 

B, =nB, + B, 

—(n}1) —_n 11 

B =nB, + B 

ee ? 


’ 


| der Reiben. 3 357 
und die Nelation: u . 

k a. 

— N 
Man Fann alfo wegen diefer Relation die vorige Tafel 
auch fo.conftruiren, daß man die Producte 

z,2(2 +1), 22 FIN) (+ D,.., e 

entwickelt, und die Eoefficienten der Potenzen von z in 
verfehreer Ordnung in die Horizontalreihen der Tafel 


wen 


13. Eine Transformation von fehr allgemeiner Anz - 
wendbarfeit lehrt Euler (Inst. Calc. diff, T. I. er I). 
Die gegebene Reihe ſey 

S = ax +bx? # cxs + dx? +.. 
Setzt man x = 7, und entwickelt die — 
x nach Potenzen von y 'mittelft des Binomialtheorems; 
fo en man ie nad) gehöriger — | 


ng 





% 
ay 
— (a— b)y° 
+ (a— 2b + c)y? 
— (a — 3b + 3c — d)y? 
+a@a—4 +6c—4 + ey’ —. 
d. i. (Arithmetiſche Reihen höherer Ordnungen. 2 


Bea + A’a.y? + A’fa.y’+. 
x? x⸗ 
+ Aa. —— 


——— — x 
Iſt die Eoiffieichtenseife der gegebenen Reihe eine arithmes 
tiſche Reihe höherer Drdnung; fo werden die Differenzen 
irgend einmal — 05 alfo bricht die fransformirte Neihe 
‚irgend einmal ab, und die Transformation Liefert die 
Summe der gegebenen Reihe. 


So ift 5. B. für die Reihe 
S—=x + 3x? + 5x? + 7x4 + 9° +... 


a a=1,Aa 2, Aa= Ah za Ah=...=0 
Alfo en 

—— x _x(L+x) 

rei 


1—x 
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Eben ſo iſt fuͤr 


S=x+ A: +9’ + 16x? + Sr +... 
sa=1, Arm, Alam 2, Al = Az ,„,. = 


A  . — | 
EB a ee 
sta — 'x)? ta ya’ 
und für die Reihe 


S — 4x + 15x? + 4023 + 85x5 + 156x° + 35985 +... 
ift a=4, Aa=1,A’a=14, Asa — 6, Ataım.mo. 


ale 4 4 | 4 
x 1x 14x3 6x 
s- 1—x. Fu ro trag 
AMx — x? + 4x3 m xt +x?)(4 — x) 
= den gen) * 


14. Aber auch Theile von Reihen laffen fich auf diefe 
Art fummiren. Es ift nämlich für 
— . . . kat put. 
ax 4 br. + ka = — (px + ges — +...) 
x? 
torte + Ap. vet) 


— 





= (a — xp) — + (As = zmAp) 


+ (Aa = maps a: + (Aa mA) — Tote 


Für 


S=x +22 + 3x 4 At... om 





’ 
iſt 
a= 1,Aa =1, Aa =Ada=...=0; 
p=n+1,Ap=1, Ap=A’p=...=0. \ 
Alſo 
s= |1- a+ne] — PR. —— 
Zu t Te ea 
_x - (n + I)xa+1 + nın+2 
aa Be 
Fuͤr 
S—x+ 4x + 9x? + 1? 4. . + nm? 
iſt 


a — 4, Aaa 3, Alam 2, Alam Alu —. S 0o3 


p=(n+1)?, ud Zi Ap=2, Ap=Afpm. q. 


Alfo 
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x 
1—x 





= 1 a4] * enteo 


2% * 

PEN ————— 

— + — 

_x+ x? —(n + 1)?zn+1 + (2n? 4 2n — 1)xu+2 —_n?’xn+3 
— 60— 


und eben fo in ähnlichen Faͤllen. 


15. Setzt man — x fuͤr x; ſo erhaͤlt man 
S ax — bx? + ex? — d*-+.v. 


AL x? x — 
=, Aura — 
ax — hx? F cx —.. Fiemam 
(a + xp); * — —D 





3 4 

+ (Are mAp) ag, (Aa Feat. 

Alſo z. B. | 
a—b+c—d+te—... 

—=4a— ina+}Arar— „At... 
Für die Reihe | 

: 41—-1.2+1.2.3—1.2.3.44.-, | 
findet Euler nach diefer Methode die Summe durch eine 
ziemlich lange Rechnung —0,40082038 ..., nur in den 
beiden erften Decimalen genau, da das richtige Nefultat 
— 0,4036524077 ..., wie Euler aufanderm Wege ge: 
funden. | 


Auf diefe Weife erhalt Euler auch 


1- 1+1-—- 1+1- 1+i— 1+... =}, 
1—- 2+3—-4+5-6+7—- 84... 4, 
1- 3+ 5— 7+ 9—1+13 — 14+..-=o, 
1—- 3+6-10+53-1+3—-35+...=4 
1-44 9-16 +5—-5+9—64+...=0, 
1— 16 +31 - 36 +65 126 +...=0. 


Oft kann man auch durch diefe Transformation eine - 
Reihe in eine andere verwandeln, die fih fummiren läßt. 
" &o erhält man z. B. leicht 

| s=-1—-2+4-5+16—-2+64—... 
= 4-4 ri Ar ıntdrt:-- | 


Letztere Reihe convergirt weit ftärfer als die gegebene Reihe, 
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und entſpringt, wie leicht erhellet, aus der ———— 
des Bruchs — zz in eine Reihe, ſo daß alſo s — 4}. Die 
gegebene Reihe entſpringt aus der a ‚von 
7 7.5 in eine Reihe. 


Eben fo erhaͤlt man | 
s=1-245-24+9—- 0 +19 -.,, 
— -ı Hi -Atrh- hatten: 
Da ſich je zwei auf einander folgende Glieder diefer Heihe, 
das erſte ausgenommen, gegenfeitig aufpeden; ; fo iſt 
s—4. | 
Mehrere Beifpiele |. m. bei Euler a. a. O. 


16. Vorzüglich” wichtig ift diefe leßfere Transforma- 
tion, um Reihen eine größere Sonvergen; zu verfchaffen. 
Die Reihe | 

A Fi 
wird durch diefe Transformation: 


bo ltr) + sa 


+) + 
Pan 
— 
| ee 
mt ir.) 


fo erhält man, wenn die Differenzen der Coefftienten be⸗ 
rechnet werden: 


2 
Arctaugz ==; rn x? eltt3( * — — —— FR) 

424 N * 

5 

Von dieſer Transformation habe ich ausfuͤhrlich gehandelt 
in dem Programm: De transformatione seriei, qua 
arcus per tangentem trigonometricam exprimitur, 
Halae. 1826,, worin ich fie, und eine'noch allgemeinere, 


nebft verfchiedenen andern Bi il aus gan elementaren: 
Principien ableite, 5 
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Da 

Ä 4az=1-}tt-rt. 

‚fo giebt unfere en — 
 de=itirggtz rs 

eine weit fchneller convergirende Reife, 


17. Noch verallgemeinert hat Euler die vorige Um— 
formung in den Inst, Calc. diff. T.II. Cap. VII. $. 209. 
sgg. Sei z. B. die Reihe 

SSA+ Br + CH 4 De HER HF Ho... 
in eine Reihe von folgender Form zu verwandeln: 
— A Bx Ex? — 
en + px WARTET: (a.+ B9)? t IT] (a + Px)® rat (a + px)? + 
fo multiplicire man auf —— Seiten mit © + x, wos 
dur) man | 
Ag 4 Ba x+ Ca )x®+-Da) x’ +.. 
+ Aß — +) 
=%+ PIE RE re 
* (a +px)? px)? 
erhält. Macht man nun A == Au, und fegt 
Aß+Ba=A’ 
BP + Co = B’, 
CB +De=C, 





DB + E=D', 
⁊c. ee ' 
fo hat man 
A’:+ Bx + Ox +Dx: + Ex® Lt. 
zB ı. Cx BR. & 
—a+px E («+ Px)? * (« + px)? * (e + Px)* Far 


woraus man wieder wie vorher 3 — A’ e und , 
Aß + Ba=AN, 
BR + Co = B”, 
CC} + Da=C", 
'D$ +-Ea=D”, 
X X 
fo wie | 
A” + B’x + C’x? + D”x? + Est +. 
— PERL. „EN Dx Ex? ge 
erraten true t 
erhäft, u. f. w. 


Mfg | 
Alſo Hat man zur Beftimmung von a B, C, D, | 


u. f f. folgende Gleihungen: 
a 
BB +Co=P, 
CB + Da=C, 
DB + Ee =D), 
ꝛc. IC. 
B—=Aa; AR + Ba —=A),", 
BB + Ca=B”, 
CP? +Du=cC”, 
D# +Ca=D”, 
IC. Ur 
G=A"a; AB + Ba mA”, 
B’$ + Ca=B"”, 
er + De=c”, 
DB +E« =D”, 
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u, ꝛc. 

D=A",; A” + Ba —A", 

BB + C”a—=B”, 
C”"$+D”“ = 0”, 
D’# + E’« =D’, 





Alfo 
Aa Aax A’ax? A’’ax? 
tr tr FF Fe 


Man nehme jegt den Nenner dreitheilig an, und fege 
S=A+Bxr+Cx + De +ER + Fas +... 
Ux? + Bx 


RER 2 2... Pe 2 ih ER 
ar+pxr+ y%” (a m + y2°)? 
E + B”x! 


W’xt + B'x⸗ 
term metie nm 
Multiplicire man nun aufbeiden Seiten mit Bew ; 


| fo erhält man 


re 








Aa -+- Ba x + Ca x»? - De) x®® +... 
Ha HB Ha 
+ Ar NE 

Uxtr+-B'x°’ 


Ux? — — 
— — — 
A x +B”x’ 
—J — 
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Seht man alfo 
A — Au, B—=Aß Ba; A BB la mA, 
Br +0 +De=B, 
CG+DP+Es=C, 
Dy+E+-F =D‘, 
I rc. * 


und dividirt durch x? fo wird 
A’+Bx + Cx?, + Dx’ Ex +.., 
_ SUCH Bx A'x? + Bx⸗ 
a+px+y”  (e+px +)? 
| "x 98”x° "x.4%"x' 
Sorarmr teen t 
wo man num wieder ganz wie vorher verfahren fann. Be: 
ſtimmt man daher A, Bd, U, Bd, W, 3, A“, B“, 
u. f. f. aus folgenden Sleihungen: —— 
AAa, BSAB+Be; A- BE Ca - A, 
By 04 >-De=B, 
Cy + Dß + Es = C, 
Dy-+E$+-Fa=D', 
| ꝛc. c. 
A SAe, B'A4 Ba; Ay BRH+ Ca — A”, 
By+C# +N’«=B”, 
Cy+ D$+ Ea=ct, 
„ DYr+E#+Fe=D”, 
| . 
Wa’, B=NPHBN; Ay + BB + AN, 
B’y+ CB +D’«=B", 
Cy+ D# + E«“ = 0", 
Dy+E$+Fa=D”, 


fo wird .. K 
8 _ Aa+(AP+Be)x 4 JA’a + (A'B-+B’a)x |x? 
| atfßxtyx: (a+£x-+Yx?)? 


4 PAeCAIBBra)xIx⸗ 
— 
Iſt der Nenner viercheilig; fo beftimme man U, B, €, 
U, d, C, a, dd, EC, uff. aus folgenden. Glei⸗ 
chungen; 
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As, BAß 4 Ba, C=Ay+ BEMCCe; 
| AS+BY+C$ + De =A 
Bö + Cy + D6-+ Ea=B,- 
E C5+ Dy+E#$-+-Feae=C), 
= IC» - ‚1C» 
Weka, W=Aß+Be,C@=Ay+BPH Ca; 
| AöSH-ByY+ CB + Da—=A", 
Bö+C,+D®H+Ee=B”, 
» :C5 + Dy+E#+ Fa C”, 
U. ‘IC. Zn 
%" = A’a, 8’ = AB, =A Re: 
Aö+B’Yy+C’$ + Da=A", 
B'ö+Cy+D’E+ Ea=B",; 
Cö+D’Y+E$#+Fa=l", 
LK. 2c. 


% 


fo wird 
| go ActlAP+Beist(Ay+BB+Ce) 
— ” 
[Aa + (AB + Ba)x + (Ay + BR + C’a)x? 1x? 
kat xt re? + dx®)? 
+ {A”a + (A”B + B’a)x + (A”y-+ BB + C”a)x? |x6 * 
(a + $x + yx? + 0x)? 
Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, fällt in die Au- 
gen. Fürx — 1 wird, wenn der Nenner, iſt, 
e+P+y=xgefest: 
P ee 


A A’ ar Kr Paul 

* («-+ß) + 7 * — u — — RR 
u = B” Bꝰ — 

+. - — — SE + 7 +. 4. 


Iſt der Nenner viertheilig, und jetzt a+ß+Yy+Jd 
.==x; ſo wid füirx —=1t | 
ee 


Het + +40 nf 


rn 
und eben fo in andern Fällen. Vorzaglich brauchbar iſt 
dieſe Transformation uͤberhaupt dann, wenn die gegebene 
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Reihe von’ irgend einem Gliede an eine wiederkehrende 
Reihe wird. 


18. Auch folgende allgemeine Zansformation iſt 
merkwuͤrdig, und kann in manchen Faͤllen von Nutzen 
ſeyn. Man ſetze naͤmlich 
| S=A+Bx+ 0x? + Di HER +... 

45 Bx 
(«e + Ja + Px) 
Gx?, . 
Ä GH He FR rt 
und multiplicire auf beiden Seiten‘ Bi a + Ax; u wich 
Aa + Ba)x + Ca )x°® + Da Ih nu 


— 
Ta+ px 


AB +BB| +09 — 
Bx &x? 
IH Rat [ | 

= 





FF + Hrnt 
Setzt man nun | 
U=Ao; AB 4 Bem=A,, 


B+G=B, 
2 C} + Da = C, i 
Ur " 2C, 


\ 
und bividirt anf beiden Seiten mit x; fo wird 

EURER EIER ... 

B — 
EHRT WERNE HN 

Dx? 
BEE N DICET EICHE 
womit man nun wieder wie vorher verfahren Fann. 
Beftimme man alfo A, B, C, D, u. f. f. aus fol: 
genden Gleichungen: 
A Aa; Aß+BazmA,), 


— 
— 


B3-+-Ca=B), 
CB + Da=C‘, 
IC. ic. 


B=Aa; Af+Ba—=A",, 
B’f’ + Ca’ = B”’, 

— + D’a’ = C”, 

ꝛc. | 
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G=Ara"; AB” + Ba =", 
B’6’ + C’e’=B", 
c”p” + D’a” — Cc”, 
CC; IC, 
‘ D 2 Aa”; — 4 Ber _ A””, 
B”’p” + ——— — er 
Ce” + Det", 


ı. 7 
- fo wird | 
Aa . Aua’x 
ar px T (eF Aa + P%) 
| 4 A’a”’x? 


a, ß, d, Pf, &, PB’, u. f. f. find ganz wilführlih, und 
koͤnnen alfo immer fo angenommen werden, daß die neue 
Reihe ftarf convergirt. | 
Sest man x — — 13 fo ift 
S-A—-B+C-—-D+E—-F+G-—.. 

und, wenn man | 

.=memdi"=ıi"-d" = = 

3 — 1, =, =, "meh. 
fegt: | Ä 


X=A;B—A=ÄA,), 


x j G — B — B’, 
D — C — G, 
L. 2» 


B — A; B’ — Qua’ — A”, 
C—- 22 =B", 
D’ — 2C — $, 


LK. ıC. 

C — A”; B” — 3A” — a, 
C” — 3B” — B”, 
D” — 30” — GC” 
IC. U. 

D — A”; B” — Aa” == 27, 
ad — 4B” — —— 
Dr 40 7 = GC 

I. IC. 


und folglich 
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S = A Ban A’ A” — 4 ar 
en 2.3 234" 234.5 PEITTY ed 


Nimmt man die Factoren des Nenners dreitheilig an; — 
ſetze man 


— A—Bx + AUx? +, B’x3 
a + Px + yx⸗ (a + px +yxX)(e+fx + y'x?) 
; xt + B’x5 


t ) t 
Multiplicirt man nun auf beiden Seiten — 
ſo erhaͤlt man: 








Aa 4 Be x +Ca)x® 4 De yxii,,, 
+ A + BP +63 
+ Ay + By % 
4. ’ 
— A481 + + 80 Urt + 9x5 


und folglich, wenn man | 
A=Aa,B=Aß + Be; Ay+ BE + GA, 
By + C2 +Da=B, v 
4; +D + E=C, * 
Zn * — 
ſetzt, auf beiden Seiten zugleich mit x? dividirt: 
K+Bx+C®+De HER +... 





_.W+ Br Er Ax? + B’x? | 
a +pXrrYK  (atPxryx?)(e” + "4 Y”R2) 
W’x® +.B”x5 


MaTET TOT 
womit man num wieder wie vorher verfahren kann. | 
Sest man alfo 
A — Aac, B AC 4 Ba Ap BS Co, 
By 03 + Da=B), 
y+D+ ER=c, 
ꝛc. ꝛc. 
A Al«“, B =AP + B’a’; Ay + Bip! +Ca A“, 
‚By + C’#’ + D’a’ = B”, 
Cy+ DE + Edr=0” 
ꝛc. it.» 
UA’, B“ =A 'ß" +B’a’; Ay” + BB” + Ca’ A”, 
| By" + CB” + Da” = B”. 
G’y" + .D’’#” + ee — — 
— ꝛc. | 
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ſo wird — 
Au + (AB Baepx Bx 
s + px #78), 
— 4 ——A + B’a”’yx}x® 
(at Axt le FRXFYR) 
und es erhellet, wie man auf diefe Art weiter gehen Fann, 
wenn die Sartoren des Nenners drei⸗, vier⸗ ober r mehr: 


theilig find. 


En 


‚Sur xs—1 und i 
- a+ß ty en 
@+f+f= x, | 
PR ud + fe" + y — x, 
ee + p"- + Y 2 x, 
ꝛc. I, 


erhält man hieraus | 
e”tA”+B”) | a (A+ B”) 
Er? Di; Kam — 7T 


_ alA 5 B) . 03 +P) 2 
$ * Ben: + x + zux , Ark x x z * * 
— RR pa” Pr 
. y x" + ar +. 


19. Eine merkwuͤrdige, der vorigen der Form nach 
ähnliche Transformatiom der partiellen Binomialreihe 


ste RR, @.(e—n+1), 
ar + 1.23..n 








1+-x+ 


giebt Laplace — analytique des probabilites. 
p. 151.) Er gelangt dazu durch eigenthümliche Metho— 
den mittelft ver höhern Analyfis. Hier fol der Beweis 
elementarifch geführte ‚werden, indem wir den nten Coef— 
ficienten der aten Potenz von 1 + x durch (a,), oder, 
wenn a mehrtheilig, auch bloß durch (a), bezeichnen. Su 


ga+l)=1+(e—n) 7 +@-a4), (5) 
— +@— Un. 1 u); 
ſo erhäft man durch die befannte Zerlegung (Binomial: Co⸗ 
ists 6.) 


» 
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Er )=1+ Ien+n.-1]. Ir 
+ ea] Ga) 


+ [=D ed |. (— + ar 


+ (en (di — 2 | (= a" ⸗ 


n—4 


woraus leicht: 
+1) = Hl) + (an (7) 
und folglich durch fucceffive Zerlegung, für (14 * +1) 
=y(n+l): 
ya +1)=un) + (en). x—y(n—1)-+ (on1).xn—1+(an).xu 
.= y(a—2) + (an-z).x"-2 + (an-1). a) „ 
⁊c. ꝛc. 
== vä4 —— —— .. (an) · xn. 
Aber | 
| vo) = +9 14a, |\ 
. Bltrt@a—1),. 2 =14la).x: 
Afo y(n+1) = | 
14+(a,).x+(e,).2?+., lan). x”, 


d. i. 
EN (ent), 


147% METER A; 1.2.3.0 


. =(li+ x)». 1 + — ee 75) 
— * 














3 


. er 88 rei 


(«a — 1)(e — 2). .(a—nm) 
T 1.2.3..n 7 


20. Vergleicht man die in der Wahrſcheinlichkeitsrech⸗ 
nung beim Pharao wichtige Reihe (f. NN 
rechnung. 41.) 


s=1 1 —4 
mit der Reihe: 


ambtemädte-. “u ! 
y,. * Aa 








| —— ,p 1 Sp = Zr, 
p—1)ePp —2 
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in (15.)5 fo erhält man leicht 





a 1, 
qg—1 

h=-1; 
(—- Na —2 | 

2a — 

Ende nd’ 5 - 
(a — — — 

ums edge age 





(P- DEP —2)(P — = 

ꝛe ꝛc. 
wobei zu —— daß, wie aus 133 und (15.) erheller, 
es nicht auf die Vorzeichen der Glieder bei der Entwicke- 
lung der Differenzen anfommt, und alfo.alle Glieder der 
Reihe pofitiv genommen werden. Ä 


Folglich nach der Rue chen Transformation: 
q—-Ng — 2) 
er ah nn 


. @-1Na—2q—3) 
Fee 9-5? 


25; Wir wollen nun dieſe Differenzen etwas naͤher be⸗ 

trachten. Allgemein iſt 

1 
ae TE SET | 

Das allgemeine Glied der gegebenen Reihe fey a... Alfo . 
ED N PET N 
OO E-NP—N..(p—x+1) 

oder; wenn wir auf das Vorzeichen, wie immer bei der 
Entwicelung der Differenzen, nicht Nücfiht nehmen: 
BB Dip ger 2). 
P—-1)(P—-9.Pp—x+1) 
Folglich find die Glieder der gegebenen Reihe, von a, an, 
Producte von a, in 


„EZ eig ash Wan, 


P-x 6022 -x-1) 
Vergleicht man dieſe Reihe mit der gegebenen; ſo ſieht 
man leicht, daß man, um fie aus derſelben zu erhalten, 
p—x+1fürpund g==g fegen muß. Folglich hat 
man nach) dem Obigen: 











ax = 





2, 
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P-NP—g-1)..(P—g4—-x+?2) 


— (P—1)p—2)..(p—x+1) , 
se —  (I-NW=N... (gen) nn, 








er -(P-x—n+1) 
AU,  PSNP—g-1N..(P—-g—x+2 
. P-DP—2..(pP-x+1) 
dd... 21 J 
(P—xX)(p x —1)..(p— nn 
= PZN. -P-g-rtDg—N).. — 
— — 
— —— >] Gezs 112 22 BORN SR 1, 1-1, 
P-1)P-29..P-—-qg+1) 
Afo Atta, nicht mehr von x abhängig; folglich eine 
conftante Größe, und demnach 
Max = ax = Am... 0, 
welches Alles für jedes x, alfo auch x = 1, gilt, fo 
daß auch 
11, _ G-Ng-2)..21 1-1, 
ER HP-I.Pgtn N 
Alfo bricht die in (20.) gefundene Reihe ab, und eg ift 


ze 124 — —- 1) — 9 
—— Hg trade — 


1 a-NQ-29-- 
— ——— -2) .·. — — 
22. Serx=p—qgr?, n=g—e—1,di. 


. n< g-—1, erhält man; 





u. = PINPZI-N).:.1.0, (a-1N(g=2).. e,_ 
RE Br 


IE AN Zur — 

Sürn =q4-I, d. i. fuͤr oo, erhalt man auch 
im Nenner einen Factor — 0. Dieſe beiden’ Factoren 
gegenfeitig aufgehoben geben den obigen conftanten Werth 
für AT1a,. Alſo ift nach der Eulerſchen Transforma— 
tion die Summe der gegebenen Reihe vom (p—q + 2)ten 
Gliede an, diefes Glied, welches felbft — o ift, pofitiv 
genommen, -die folgenden abwechfelnd pofitiv und negativ, 

4 1 1)(g-2) 1 
=4.073:074-07-. Fer Han. 
Folglich, wenn man die Glieder mit ihren eigentlichen Zei⸗ 
chen nimmt, dieſe Summe offenbar 
a? 
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1 (ı = 1). 

2!p—1). TEIENN | 
Dies muß man, wenn man die Summe Sderp—q+1 
erften Glieder Biere Reihe finden will, von S abziehen, 
woraus ° | 





Ka 














Ur ya 
_112..121,,a-NG-D 
rs IT -yE 3 — 
ee — _ pa 
** — —9 je+t | 
23. Segt man nun in der Laplace'fhen Transformaz _ 
tion (19) x = —2, ae =p, n=qg—1; fo er 
hält man 
| Br -D DD. P(p-1)..(p—g+?2) 1 
— —— dia ve Per (gl) (2 
2 — — 1 = —— —————— 





—⏑ 1⏑ 
+ (p F ent ) ‚gamı 
Wird nun auf: beiden Seiten (— 12H — 

—1)P-20H1, (—1)2=(—11=(—1). (1) 
addirt, hierauf die Glieder beider Reihen in umgefehrter 
Ordnung gefihrieben, und dann auf beiden Seiten multi- 
plicirt mit; 

gq(q—1)..3,2.1 1 
P(p—1)..(p—gqg+1) am 

fo erhält man: 





— REEL. 1 rn 2 SEE SE 1 _'gQ=D. 
Pati p- a ar FT gen. m) 
nn. N — | 
* P—-g+N.. + 1) 
— „mi q Pi — 1 g(g—1) En qag— 1)...2 
=() JR +4 —,2 2.8 
” | ——— TE .(p— a2) 
— -q | 
= 414,2 Ge Ng- » (g—1).. 
rt 5 
1*· rn Lr=: 


2m'p—1).P—g+1) 
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Dies, mit AR. ) verglichen ‚ giebt leicht: 
—— OERHHERRRL (Got ) BEN TON 
— 2gJp— g+1 u 5 TRIP... a 
* + — g(g—1).- 
= "P—g+N).. — 


gq( —1).. po2gtin , 
4a ae 


- eine neue merfwärdige Iransformation und Summas 
tion, welche zugleich ein Beifpiel der Euler’fchen und La— 
place’fhen Transformation, und der doppelten Umfor: 
mung einer Reihe iſt. M. fe Mollweide’s Pros 
gramm‘ Multiplex et continuata serierum trans- 
formatio exemplo quodam Iuculento illustratur. 


Lips. 1820. 


24, ©ey 


BRHIN:.LHnN_ | 
yy + 1)...y+n) a 


fo überzeugt man ſich fehr leicht von der Richtigkeit folgen: 
der Relation: - 


at eernn + —yprt, n). 
Dies giebt durch fernere Zerlegung beider Functionen: 


0 )—y—2.8 — n—1) 











B-N)B—r—N) 
+ ar Yy+ 23, nn — 1), 
* hieraus durch die Zerlegung aller drei Functionen: 
y(ya+il)=yW — 9 Alm 20,041, n—2) 
—r\(P—r—1) 
abe 17 ne 
N ET Er Zu TEEN 


Yr + DW.+ 7) 
Man Fann dies leicht fo weit fortfegen, als man will, und 
bemerfe fehr bald, daß überhaupt: 


nr —Lrtrrione) 


++), — nen). 


vr + 


+ a IR pr ne) 
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wenn man bie Binomiat. :&oefficienten wie in (19,) bezeich⸗ 
net. Folglich, fuͤrk S n — 1 offenbar; 
ya) + (n,). . 

ORTE 
£ —— _ — 4 2 
woraus durch nochmalige Zerlegung, da allgemein 

Fer =1+ — — — * — iſt: 
NUR —— a Zen 


& + (a+ Yarı .! ce 


. * *8) 
25. Sey jetzt 
a ß,, e(e+1) B(B + 1) 
— 1.2 'y(y+1) ; 
+ a(a 2 le FD PEHNGBH+N + 
IT HD HD 


fo erhält man mittelft der vorigen Zerlegung der Größen 


Z 1; r ꝛc,, wenn man nad Vertifalreihen ordner, 


leibr; 
.. = — ehe, For [x 
+ — Be-nemr—N, 
2) 
Alfo, wenn man die unendlichen Reihen * dem bino— 
miſchen Lehrſatze ſummirt, und (L — x)” abſondert: 
au” “ + =) 
+ = sn, — =) 
.+D\1—x 
BD) e(@-+1)(«-+2) 
+ .3.3 YG+D re) + 
26. Die —— Reihe iſt der gegebenen ganz 
aͤhnlich, und kann auf dieſelbe Art transformirt werden, 
wenn nur 


S=1+7 





xl x’ +. 
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\ ſtatt 
| x 


ß 


1—x 


L—x 


375 


geſetzt wird 


x 





17 


-B—-N=armP 


a 
1.) 


Dies giebt S— (1 — x) X 


I + — + 
„ rettet) Y-Ay—B+HY— +2 


1.2.3 


(a)y=art) G-Ay—PHN),.. 
1.2 . +) 


OHNGHD + { 


eine fhon von Euler gefundene Transformation (Acta 


‚Petrop. T. XII). 


Sest man — x für x und dann —«& 


für a; fo erhält man andere merfwürdige Formen. 


27. Zu der fhon im Art. Binomiſcher Lehrſatz. 17. ) 
mitgetheilten Eulerſchen Transformation der Binomial- 
reihe fügen wir hier noch eine andere von, Bouvier (Ann. 
de Math. XVL). Sey 


% 





ſo ift == — GE 


ya 
1, x 


- 
’ 


ın m 
n 


)"=2'.d-2) " 


Alfo, wilz—=1 — (1 — 2) if! 


xu I - Zu- Oi rn 


m(m — I — 


= u - — 


— 22 





=} ae mi 








m(m—n)(m—?2n)/ 1 —) 





n.2n.3n 


+ | 





— Ja 


1+ —) 





nn. 














n.2n.J3u 1+xa 
xn — 4 n) 
— irm tr —n,2n a) 


* n.2n.3n 


m(m+n)(m+2n)/ > xa — 
14 + xu 





eine Reihe, welche immer convergirt, wenn für n eine 
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gerade Zahl angenommen wird. Setzt man m L fürm ;fo 
wird | | 
m mn—1 1 * 
Pal - "mi. rer, >) | 
_ (mn—1)(2mn—1)/ 1 J 
mn.2mn.3mn \1 + x" 


1 xn mn+1 xn 2 
x 1 + er + in .2mn m) | 


4 (mn+1) (2mn+1)/ ya * 


mun .Ma, 3un \1 + x# 
Iſt dies auch Feine eigentliche Transformation der Bino— 
mialreihe; fo ift der Ausdruck doc) merfwürdig genug, um 
hier eine Stelle zu finden. Im Artikel Wurzel werden 
wir auf denfelben zurücffommen. 


28. Auch für die logarichmifche Reihe finder Bouvier 
a. a.O. eine merfwürdige Transformation, Nach dem Bo: 
rigen ift nämlich 











nz 7 — — nlognz = lognz — logn(1 — 2). 


Weil nun z=1— (1—z); fo erhält man mittelft 
der Reihe (Logarithmus. 25.) leicht: 


lognx = ser (1-2) +4[2°— (1—2)?] + -d-n)]+...| 
Aber a7. ) allgemein: 


xık 
are TR der 





Fr | 
1 gvm_—1 D, — x’e. — 1 
SIEHE re ——— 2 (1 + xa)2 tr} (1 + xn)3 — | 


eine Reihe, die, wenn für n eine gerade Zahl geſetzt wird, 
immer. cönvergirt, 


29. Zagrange (Lecons sur le calcul des — | 
etions. p. 31.) giebt folgende Transformation der logarith: 
miſchen Reihe: 

lognx = — —1) —41@— 1? 46—- — 


— — * loznx, 


lognx = * * 1 = s— 1: + rt -..} 
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| x J 

we man k immer fo groß nehmen kann, doaß Vs —-1 
Fleiner als jede gegebene Größe wird, Nimmt man k ne: 
gativ; fo wird 


a a 2 — )—* J 


Nimmt man k fo, daß * — 1<1 ift; fo convergirt 
auch die zweite Reihe, wenn x eine ganze Zahl iſt. Denn 


es iſt dann v* >1, alſo 


| Det E_ 5, BD <1. 
Yx Ya 


‚Man hat alſo vermoͤge der beiden — Reihen; 


lognx<klyx—1), > h(? _ J 
J 
Der Unterſchied der Graͤnzen iſt; 


— 1- . ) 
Yx 
welcher offenbar defto Fleiner wird, je größer man k nimmt. 
Giebt man dem lognx einen feiner Graͤnzwerthe; ſo ift 
der Sehler alfo 


ii 


<Itx-1) ( - 2 


gür ein unendlich großes k — dieſer Fehler, und 
man hat 


lognx = = kirx — ))= (1 —— 
wodurch alſo Logarithmen auf Pocen ei find. Zus 
gleich erhellet hieraus, daß zu jeder Zahl unendlich viele 
Logarithmen gehören, da eine Wurzel, deren Erponent 
unendlich groß ift, unendlich viele Werthe hat. 

30. Die Artikel Cyklometrie und Cyklotechnie bieten 


mancherlei Umformungen dar. Moch eine merfwürdige 
Transformation der Reihe Ä 


Arctengs=x— 4x hir —.,.=9p, 


theile ih aus Fiſcher's Theorie der Dimenfionszeichen. 
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II. ©. 116. mit. Sey für einen beleblzen Winkel a, 
tange —t, und 
J — — 
kai => rev’. 
| x=tyt+yP+yP+Hhytt..) 
gemein ift das nte Glied der Entwöidelung von 
y®t® (1—y) nad) Potenzen von y: 
m(m + 1)..(m + n — 6) 
2 .2.3..(n — 1) 
Sir m+n—1=k,n=k—m+1 ir dies 
fes Glied 
_ = —— nr — K1)K-2)..m x 
.2.3..(k—m) 2 IR. Ton ee 
_k—1.dk—m+1)ck- m). 
1.2.3..(m — 1)m..(k — pr 
_%&k—1)..m(m —1)..k—m+ 1) 
—1.2..(k — m)&k — m+1)..(m—1) 
_K-NKk-9.k-m+N) 
1.2.3...(m — 1) 


Set man nun —— = — > für y in unfere Reihe; fo ift dag 


allgemeine Glied: 
I z — — 


rym cu 











tmyk, 


— Ei Den), Re 2 


= 1 fü —— 4:9 ca, — — — yk 
_A+t rt (d- ET U 
ne 

wie fi ich leicht mittelſt des Binomiſchen Lehrſatzes durch Ent: 

mwicfelung der Potenzen der imaginären Größen ergiebt. 

Da nun t=—tange; fo ift diefes allgemeine Glied 

— +tangaYy_T)k — (1.— BEAT), 


A 
„_ (c08 6 + sineY-ı)k — (cosa — ed ER 
"2kcoseky_T 
„_. (cos ka+sin kay-7) — (coska — sinkay_1) , 
e 2k cos ak Tr —— 


— ——— (Goniometrie. 100.) 
Dies giebt Arctangx — 


sin J x sin2a ( x ): sinda’ ( x —) J 
cosa\x+tange/  2cosu?\x +tange 3cos a’ \x + tanga/ = 
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Fuͤr Arctangx = ꝙ9 und a=y, xä — tangꝙ, wird: 
sin sin2p sin 3p sindp ® 


— I.2cosgp 24 cosp? 3. 800s 7 4.16cosp* Te 
Auch iſt das allgemeine Glied 


—— tang ꝙ v ka ino x 





— Kcosak tange+tangp/? ° Kk (sin(e +9) j 
woräus 3 e 
— sinesinpg  sin2«esinpg® _ sin3esin 93 





— sin(e+gp) " 2sin(a+9p)? 3sin («+9)3 vr. | 
31. Wir befchließen dieſen Artifel mit einer merkwuͤr— 
digen von Yaplace (Mem. de Paris, 1782. p. 7.) und 
Kramp (Hindenburgs Archiv. Heft. 10. ©. 223.) 
gefundenen Umformung der Bernoullifchen Reihe (Inte⸗ 
gralformel. 145.). Es iſt naͤmlich 
x20X x30?X Ä 
Ram out —-6«. 
X:öx  Kiötr 


Aber /xox = Xx — /X0x (Thl. IL ©. 783.). Alfo 





X , X X+0%x 
SER — 1.2.30X? wer u 
Man fege nun 
a6 M_n du, de, | 
23 GT Ba an a a = E 1er u. ſ. f. 
o iſt | | 
PR 
Fu SE 
av _ "un 
X —— 
OU” u U” — um“ 
ru . 
ou” U — U’U” 
is X ’ 
IC. IC. 


wovon man ſich leicht überzeugt, wenn man die obigen Dif: 
ferentiale der Producte wirklich entwickelt. "Hieraus er: 
hält man ferner 
«x _Z 6x _ ZAU— U) 
X "Koi Ku 
; en 





« 
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Man fege alfo Zn 
õnx — — Anl’ +. hu 
OX= Ce par: 


und _. von Neuem; fo ift X?” der Menner von 


a Der Zähler ift — | 
a.2{A, — AU’ + ..* FAR ae t 
a ea 
zur Zi — A,U' +. * An u} 
‚ohne Nücficht auf fein Vorzeichen, Hebt man nun Zäh: 
fer und Nenner durch X" auf; fo wird der Nenner — 


x”+1, und der Zähler — 


1 2 n (n—1) 
X Jin — Anl +..Tt AU | = 
au’. 3 Au” au 





+ XZ Pre gr lg 
nz Tas — 
nz vn 
Be hu vw 
3 
+ zZ, —— F (U” _ UU') + An Dr U'U”) 
(n) (n—1): 
EEG nu 


— nZ lin _ Änu 2: .t+ An 0 





—1 n (n—1) 
= 22 aa nAn es — 4.* (An +nA,)U 


Alſo, wenn man wieder auf das Zeichen des Differential- 
quotienten Ruͤckſicht nimmt: 


+ An u" + | 








: . (n) 
OR _ Z Üdurı — — ** Ans U | 
mr” Xutt 
1 
wo An+1 = nAn, 


2 2 1 
An+1 = nAn + An, 


* . . er 8 8 0 0.82 2 


n-1 
—— = nAn + An 
nt n 
An+1 = An 


Vergleicht man diefe Sfeihungen mit den Gleichungen in. 
(12.); fo erhellet leicht, da nach der Tafel in (11.) und 
dem Obignfrn — 1, =2, =3 | 
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-ü 
Ye 


iſt, daß dieſe Relation allgemein, und folglich na 12) 
und der dortigen Bezeichnung: 


k n-ktı k n—1 
An — A, 
—A ntk—? 


X? ZA, X Z IA, — A,U 
tz a9 123° 1% 

x’ za, -— iv +A,ve|. 
WE 3 Ä3 





2 3 4 
= — A ER 
1.8 x 


— 


2: 
ER Ay 


u; 


man (3 


Ä 


Ä 
4 ZXU” 1: 4774 te 








4 4 4 


[a rt 
Nach (11.) aber fuͤrx — 1: 

15* Ä Ä A 
Ta tr Tor #10 
n—1 n—1 n—i1 
An— An An 
— * 1..n +1) +3 ort 
nach) obiger Relation. Folglich 

JX%ıx= zX|1 — U’ +10”. uU” + U” — 
32. Die Verwandlung der Reihen in K — 
und die Auflöfung einiger Reihen in Producte mit unend— 

lich vielen Factoren f. m. in den Artt. Kertenbruch. (39.), 
Eyflometrie (26.), und Product. Die Transformation 
der Neihen mittelft der fonctions generatrices muß den 
Zufägen zu diefem Werfe aufbehalten bleiben. Mehr Be: 
lehrung, als hier der Kürze wegen gegeben werden fonnte, 
ſuche man inden Euler’fhen Werfen, der oben (7.) 
angeführten EDEN Schrift von Stirling, der 








Heften 


— 


= 





\ 
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Theorie analytique des probabilites von Laplace, 
Lacroix Traite du calcul diff. etint. T.III., über: 
haupt in allen ver Theorie der Reihen ausfchließlich gewid— 
meten Werfen, und einigen befondern Abhandlungen von 
Goldbach (Comm. Petrop. T. II. p. 30.) und Euler 
(Nova Acta Petrop. T. I. p. 36. T. XII. p. 58.), 
auch in den die Reihen überhaupt betreffenden Artifeln dies 
fes Woͤrterbuchs, befonders den Art. Enflotechnie in Bezug 
auf eine von Euler herrührende Merhode, ftarf con: 
vergirende Reihen für Theile der Peripherie zu erhalten. 


Umgefehrte Methode der Beruhrenden, 
(inversa methodus tangentium; ſ. diefen Arrifel) ift 
im Allgemeinen einerlei mit der Integration der Differen: 
‚tialgleihungen des erften Grades zwifchen zwei veraͤnderli⸗ 
hen Größen. So wie nämlich mittelft der Differential: 
rechnung aus der Gleichung einer Eurve leicht Ausdrücde 
für die Subtangente, Normale und Subnormale hergeleis 
tee sverden; fo kann man auc)- umgefehre nach der Glei— 
hung einer Eurve fragen, deren Subtangente, Normale 
> oder Subnormale eine gegebene Function der Abfeiffe -ift, 
oder überhaupt eine gegebene Eigenfhaft hat. Da nun 


(Berrihrende Linie. 13.40.) die Subtangente — — die 


Subnormale = — ‚, die Normale — + @@) 


iſt; fo ift Flar, daß jedes foldhes Problem auf die Inte— 
gration einer Differentialgleichung des erften Grades zwiz 
ſchen zwei Beränderlichen führen muß. Die erfte Aufgabe 
diefer Art, welche überhaupt aufgelöfee worden’ ift, mar 
die Beaunifche (f. diefen Ark.). Zumeilen wird der De: _ 
griff auch noch erweitert (fhon von Joh. Bernoulli. 
Opp. T.11II. p. 414.), und man verfteht unter der um: 
gefehrten Methode ver Berührenden überhaupt die Herleis 
tung der Gleichungen der Eurven aus gegebenen Eigen: 
ſchaften verfelben, wenn das Problem auf eine Differen: 
tialgleichung des erften Grades führte. Einige Beifpiele 
mögen diefe allgemeinen Bemerfungen erläutern. 


1. Die Curve zu finden, deren Ordinate die mittlere 
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Proportionale zwifchen einer gegebenen Größe a und der 
Subtangente, oder zwifchen der Subtangente und der ge: 
gebenen Größe a weniger der Abfeiffe ift. | 
Für den erften Fall ift: 
yox ack 
a y—my! 77 — 
aox = yõy, ax — 42 +. const; 
y? = 2ax — const = 2a(x — a) = 24x, 

wenn wir die Eonftante — 2aa und x — a —x feßen. 
Die gefuchte Eurve ift alfo die apollonifche Parabel. Die 
Conftante muß noch durch eine willkuͤhrliche Bedingung be⸗ 
ſtimmt werden. 


Für den zweiten Fall ift: 
a—x:ıy=y: ey =a—nan 


— 


ax — 4x? — 4* + const, 2ax — x? = y? + const. 
Sest man nun x — a=x, Y=y; fo wird die Glei⸗ 
chung: 
2a (x — 9) — X — a)?—=y? + const, 
2(a 4 4)x — xt a(la+t eo) = y. + const, 
wo man a offenbar immer fo beftimmen fann, daß 
— .u(2a + a) = const. 
Dann wird die Gleichung: 3 
2(a 4 4)x — x — y2, 
und die Curve iſt alſo ein Kreis, deſſen Halbmeſer — 
a 4 «6. Zur Beſtimmung der Conſtante muß noch eine 
willkuͤhrliche Bedingung gegeben ſeyn. 


2. Eine Curve zu finden, bei welcher das Quadrat der 
Ordinate die mittlere Proportionale zwiſchen einem gege— 
benen Quadrate a? und der Area der Curve iſt. 


Dies giebt die Proportion: ! 
a:y2=y2:/y%x (Quadratur. 8.) 
Alfoa?Yyax—y*, a?yox—4y?oy, a2öx—4y?oy, 
- a?x — #y? + const, y? — $3a?x — const — 
za?(x — 0) = za?x. Die Curve ift folglid eine 
Parabola cubicalis prima, wie man fie mit Joh. Ber: 
noulli (Opp. T. IL. p. 415.) nennen fann, da bie 
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Curve, deren Gleichung y? — ax? gewöhnlich Parabola 
cubicalis secunda genannt wird (Parabeln höherer Art. 
Thl. II. ©. 724.). u 

3. Die Eurve zu beftimmen, deren Subnormale uns 
veränderlich if. Man hat die Steihung H —* — c, yoy 

— cox, 4y2 cx + const, y? — 4const — 
2c(x 4 6) — 20x. Die Curve iſt alfo die apollonifche 
Parabel (Parabel. 21.). 

4. Die Eurve zu finden, deren — — der nfa⸗ 
chen Abſciſſe gleich iſt. 


y0 x Ox _ nöy 

—— 
lognx = nlogny + const, nlogny = — 4 fogu a = — lognex, 
für const = — logn.e. Alſo y" = ox, und die ges 


fuchte Curve folglich eine 'e Parabel der nfen Ordnung (Pas 
vabeln höherer Art.), Für n — 2 erhäft man die apollo: 
nifche Parabel (Parabel. 13.). 


5. Die Eurve zu finden, deren ——— der Qua⸗ 
dratwurzel der Abfeiffe proportional iſt. 


3 
I = ayı, yöõy = axtox; 492 = dar, yyt matt. 


6. Eine Eurve von folder Befchaffenheie zu finden, 
daß alle von einem gegebenen Punfte auf die fie Beruͤhren- 
den gefällten Perpendifel einer gegebenen conftanten Größe 
n gleich find. 

Man nehme den gegebenen Punkt als Anfang der Co: 
ordinaten an. Bezeichnen x, y die Coordinaten der ge 
fuchten Eurve; ſo ift, wie aus (Linie, gerade. 13. Bes 
rührende Linie. 14.) leicht gefchloffen wird: 

oy 
— A (2 — x) 
die Sleihung der Berührenden. Die Gleihung des von 
dem gegebenen Punkte, veffen Koordinaten beive — 0 
fi nd, auf die — gefaͤllten Perpenbifels iſt: 


u=—-n. 


# 
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(Linie, gerade. 17.). Die Coordinaten ber Durchſchnitts. 
punkte beider Linien ſind: ae a 


_ Kor yoddy „| Kor yarldk 





er —* —— 
(Zinie, gerade. 18.), und die Länge des Perpendikels iſt 


Ya?:+ p* =n. Fu: 
Setzt man. nun für &, A die obigen Werthe; fo erhält 
man als Differentialgleihung der gefuchten Curve: 
} xöy — yax=nför+ op. 
Set man 3 pP, und differentiirt von Neuem; fo wird 
J— y-px-—ınlri+p, | 
2 mo — 
öy == pOx + xÖöp —— 
oder, da o = pox iſt: 
__ „npdp PREIRR. I 
ee en 


fo daß alfo unfere Differentialgleihung erfuͤllt wird, ſo⸗ 
wohl für op = o, als aud für .n 








—* — 


x — — = ds 

 Yı+p 
Die erfte Gleihung giebt p = const = c, und folglich 
die gefuchte Gleichung nach dem Obigen: 

yzı- nY1 + eo; 
für jedes c, die Gleichung einer geraden Linie. Zu nähe: 
ver Beſtimmung derfelben fege man ihren Neigungswinfel 
gegen die Abſciſſenaxe — a, das von dern Anfang der 
Eoordinaten auf fie gefällte Perpendifl S q. Für = 
ofty=—nYiFtc, und es erhellt leiht, daß 
g=—nyire.cose, Aber ce = tange (Üinie, 
gerade. 13.), 1+ 0? = secu? = ER VTT 
— , 4 — n, ſo daß alſo jede gerade Linie, des 
ren Entfernung yon dem gegebenen Punkte — n iſt, der 
Aufgabe Genüge leiſtet, wie fich auch von felbft verſteht. 


Die zweite Gleichung: | 
V. Bb 
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zp 


x 





Yıi+p 2 
3 x? n? ‘ 
giebt PP = sur HP’ = or MWoraus man, 
wenn dies wieder in die Gleihung | 
A y=px—n[fı1 +p°, 
gefegt wird, erhält: 





x? — n? (x: n?) Yn? 7 

y — — — a; - — — — Yn?:—x?, 
Yn: — % n — X f 
y? — n?— r?, x? 4 y = n?, 


welches die Gleichung eines Kreifes ift, deffen Mietelunkte 
der gegebene Punkt, und deſſen Halbmeffer-— n ift. Die: 
fer Kreis leiſtet alfo, wie ſich auch von felbft verfteht, eben— 
falls der Aufgabe Genüge. In der Gleichung dieſes Krei⸗ 
ſes kommt keine willkuͤhrliche Conſtante vor, wie in der er: 
ftern Gleihung. Man nennt eine folhe Auflöfung eine 
partifuläre oder finguläre Auflöfung der Differen: 
tialgleihung. Eine weitere Auseinanderfegung über diefen 
Gegenftand gehört aber nicht in diefen Artifel, und muß 
‚den Zufägen zu diefem Werke aufbehalten bleiben. 


Man wird aus den wenigen hier behandelten Aufgaben, 
deren Anzahl fich leicht vermehren ließe, fhon fehen, ‚daß 
die Schwierigfeit lediglich in der integration der Differen: 
tialgleichung liegt, da die Bildung der legtern fich immer 
aus den Formeln der analytifhen Geometrie leicht ergiebt. 
Vorzüglich die altern Werfe über Integralrechnung ſind 
reich an hierher gehoͤrenden Beiſpielen. 


Umkehrung der Reihen, (Reversio — in- 
versio — serierum. Retour des suites.) iſt im allge: 
meinften Sinne die Bezeichnung des folgenden wichtigen 
analytifchen Problems: 

S .- x und y fey die allgemeine Gleichung 
yYı+ b,y“: +6, + ey%ı + 2% — 
= ax° u tier. 
gegeben. Man foll irgend eine Potenz x? von x durch eine 
Meihe nach Potenzen von y ausdrüden. 
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Die Engländer nennen dies ebenfalls nicht unſchicklich: 


methode of extracting the root of an infinite equa- 
tion, eigentlih und richtiger: Auflöfung der Gleichun— 
gen durch unendliche Reihen. Eine Umfehrung einer 
Meihe im eigentlichen Sinne bietet, fireng genommen, 
‚nur der befondere Fall des obigen allgemeinen Problems 
dar, wo y durch eine Reihe nach Potenzen von x gegeben 
ift, und nun umgefehre x in eine Neihe nach, Potenzen 
von y entwickelt werden fol. Indem wir ung nach. und 
nad) zu der Auflöfung der allgemeinen Aufgabe zu erheben 
fuchen, werden wir zugleich das Hiftorifche mitnehmen. 


I Recurrirende Form 


‚1. Sey zunaͤchſt nur 
= a 4 ti rat. 


gegeben; fo ift nach dem polynomifchen Lehrſate, wenn 
wir Coefficienten, auf deren Groͤße es weiter nicht an— 
kommt, durch (.) bezeichnen: 


7 7 +6 7 +25 
y-()x +()x + 0x +... 

‚und es kommt nun — das ift eigentlich der Sinn unferer 
Aufgabe — darauf an, x durch eine Reihe nad) Potenzen 
von y auszudruͤcken, weldye, für x in obige Gleichung ges 
fest, dieſelbe für jedes y identiſch y=—y macht. Zu: 
gleich foll dann diefe Neihe auf die Potenz y erhoben wer: 
den, damit man ſogleich x? erhält. 

2, Zur Beftimmung der Form der Neihe bedienen wir 
uns des polynomifchen Lehrfages. Die Reihe für x durch) 
y muß fo befchaffen feyn, daß das erfte Glied ihrer 


Ften Potenz; — y iſt, und die Coefficienten aller übrigen 
Glieder des aus ihrer Subftitution für x in obige Glei— 


chung hervorgehenden, völlig nah y entwickelten, Aus: 
drucks auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens ver: 
-fchwinden. Der Erponent des erften Gliedes der Neihe 
fey = v;5-fo ift nach dem polynomifchen ee der Ey: 
— 2 
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ponent des erften Gliedes der Reihe für # =v.z, wel: 


ches nach der Bedingung der Aufgabe — 1 feyn muß. 
Dies giebt v = £, und mn 


ß 


= —8* +. 
woraus nach dem polynomifchen Lehrſete: 
hu +38 1-+ a 
ß a 
x =()y + 
a 250 
B +29 1+ Br 
i x =(.)y + 
= 323 
7 +38 1+ = 
x = (.) y + * 
ic. ic. 


Denkt man fich dies in die obige Gleichung für x gefeht; 
fo wird man, alles gehörig georönet annehmend, unmits 
telbar darauf geführt, für x eine Reihe zu fegen, deren 


zte Potenz die Form 


()y+oy + ()y 
hat. Diefe Reihe ift aber nach dem — Lehr⸗ 
ſatze keine andere, als 
i BE. 42 
—8 * 60 + ()y * .. 
woraus ferner 
ze Bir +9) P(y+29) 

Neoy +07 + ()y tere. 
fo daß man alfo berechtigt ift, der Reihe für x? diefe Form 
zu geben, obgleich nun die wirkliche Entwicelung immer 
noch zeigen muß, ob fich unter diefer Annahme. die Coeffi: 
cienten wirklich beftimmen laffen, indem obige Rechnung 
immer nur erft als eine vorläufige Beftimmung der Form 
der Reihe zu betrachten ift. 


3. Sey alfo yP =p, und 
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er 46 80*2 
F ==: yo + By ä + Cy J +. 

Nach dem polynomifchen Lehrfage erhält man mit Hülfe 
der Hindenburgifchen Localzeichen (S. diefen Artifel) dur 
Entwickelung der Potenzen vony aus der Reihe für y⸗(1.), 
und Subftitution inx’: 
7 ; 4 


r 
+ 
5 





Y ey a y+3 r ——— 
x — Ap six +Ap x2 [x + Ap »3 
y+3 +3 
3 a 
+ Bp “1 + Bp x2 
—* 
4 cp „1 4 


Damit nun diefe Gleichung für jedes x gelte, müffen die 
Eoefficienten A, B, C, D, ꝛc. ſo beſtimmt werden, daß 


fie me Sleihungen genügen; 


1 u 


air 


o=Ap.22+ Bp .xi, 


A = ©, y+22 
= “@ & 
o=Ap.»23+Bp .x2-+ Cp ‚al; 
Ic. ic. | 
£ 2 y+3 y+(n--1)8 y+nd 


o= Ap .x(n+1) +Bp. & xn+..+Mp 2 . x2+Np & . x1, 
wo N der Eoefficient des (n+1)fen Gliedes if. Daß 
diefe recurrirende Beftimmung möglih, und die angenom: 
mene Form der Reihe für x oder x’ alfo richtig ift, liegt 
Flar vor Augen. 
4. Sey jetzt allgemeiner 


@, a,+6, e,+25, 
ay +b,y + c,y ... 
@ a+d «+2ö 


j max + bx 4 cx +... 
gegeben, und x’ nad) Potenzen von y zu entwickeln; fe iſt, 
wenn z eine, dieſen beiden — gleiche, Größe bezeich⸗ 
net, nad) (3.) | 
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2 ae „ii 


— + Bz * + Cz ö +... 

wo die Coefficienten, wenn man. die Reihe auf der Tinfen 
und rechten Seite der gegebenen Gleihung durch q und p 
bezeichnet, ganz durch diefelben Gleichungen wie in (3.) bes 
ſtimmt werden, und daher als befannt anzufehen find. Ent: 
wickelt man aber die Porenzen von z mittelft der Reihe q 
nach dem polynomifchen Lehrfage, und ſubſtituirt ſi ſie e in die 

für x? gefundene Reihe; fo a. mat ’ 


Z m Z — +5, 


Y 
zig iy +ga2y — 
— — tb... — — 
y+d (vH) e, y+3 (y+l)a, s 
— — —— — N 
[7 & [#4 o& 
+ Big »1y +gq x2y N bo.“ 
y+3 —— 
— —— 
. F41. 2(m41) +. 
y4+2ö (y+29)e, y+23 — ee 
[’7 & [’ j 
+Cig  =iy +9 2y + e.. 
y+23 (+23)e, + md 


@ “ 
-+q4 x(m+1)y +... 


ıC. %C. 
y-+-nö (y+nö)a, y+nd (yHn))e, 40 
— ZZ Bere er ar — ı 


+Nig say i +49  »2y P... 
ytnd —— + ms, 
— x«m-+1)y — 
ꝛc. ꝛc. 
wodurch x’ völlig. beſtimmt iſt, indem die Coefficienten 
theils aus dem Vorhergehenden, theils durch den polyno: 
mifchen Lehrfaß gegeben find. 
5. Sera — d—=L, kann man die Neihe au 
ſo ordnen: | 
| x a == 


Y a y @ a y+ö 
x —=Ag #iy + Ag «2 +Bq »1}y 
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; Be; 
AR a = en 
———— @ y+25 
+ [Ag »3+Bgq x»2+ Cq 1} y +... 
wo A, B, C, D, :c. immer wie oben beftimme werden. 
6. Sre=my—d—i giebt dies: | 
x — Aqs»iy + |Agx? + Bg?x1}y? 
+ [Ag23 + = »2 + ee »11y? 


+ fan 4 D + Beam... nett... 
woA,B, C, D, ꝛc. durch folgende ne befimme 
werben: 

1 = Apsl, N = 

0 = Apx2 + Bp?x1, | 

o == Apz3 2 Bp?=2 4 Cp’x1,. 


o= ae) + Bptsn +... + Npttlı, 
— — ꝛc. 0%. 

7. Die bisherige Behandlung verdanft man vorzüglich 
Hindenburg und feinen Schülern, befonvers Eſchen— 
bach und Rothe, worüber nachher ein Mehreres.- Eine 
andere Kegel für den legtern Fall giebt Moivre (Phil. 
Transact. Vol. XX. 1698. p. 190.), ver fich zuerft in 
größerer Allgemeinheit mit der Umfehrung der Reihen be: 
fhäftige hat, obgleich der einfachfte Fall; wo y=ax + 
bx? + cx? + dx* +..., fbon von Newton (Epist. 
 adOldenburg. posterior cum Leibnitiocommunican- 

da. Leibn. Opp. T. III. p. 75.) REINE worden ift. 

Wenn 
a,y + b,y® +.cy? + d,y’+...=ax + bx? + ex: + dx? + 
ift; fo fege man, der Form in (1.) gemäß. 

x Ay + By? + Cy? + Dyti.. j 
wo die punftirten Koefficienten coefficientes ficti s. as- 
sumti bedeuten. Bezeichnen wir nun die nte Combina: 
tionsfflaffe zur Summe m, wenn man jede Combination 


mit ihrer Permutationszahl multiplicirt, durch: [nIC; fo 


iſt nach dem polynomifchen Lehrſatze, wie ſich leicht aus die⸗ 
ſem Artikel. (8.) ergeben wird: 
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“= ® Gyt +12] ey + 103 Gyr + — 
x⸗ = [3] Gy? + [3] by: + [3] Öys +. 
= Möyt + [dyt + mer Fies 


ic. ꝛo. 
die Combinationen für den Zeiger 


—BV— 


genommen. Dies, fuͤr x in die gegebene Gleichung ge 
ſetzt, giebt; 
aytby ray +dyt +... 
= eiy + ja + ajöly: 
+ [a0 + 5216 + ed} y 
+ [aD + ad + Be +amelyr.. 
a, =alıt, 
b,=altl]ü + 21236, 
co, = alı]6 4 b[27C + e [316 
d, Salt]ö + BC + eBIC + a6, 
x“ ꝛc. 
woraus die Coefficienten beſtimmt werden koͤnnen. Alſo 


a. bbRlE - 8, —bRME-c[h]E 
En =, + z — 524 — 2y3 





4,—b[2J)E — cl - ad 

a a a ——— ee 
SE ‚ } a cc, 2bAB — cA3 

——— * — + —— — y?® 


— 2 — :B — A4 
„u—hB zph6 schB — dat, , ., 


Dies ift Moivre’g Form der Reihe. 


-.8 Au Tempelhoff (Anfangsgründe der Anal, 
endl. Gr. S. 605.) hat eine recurrirende Reverſionsfor⸗ 
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mel angegeben’, welche wegen ihres’ ehe Gefetses merk⸗ 
würdig, wegen der vielen Subftitutiönten ‚aber zur Rech⸗ 
nung felbft unbequem ift, - Für-den Fall. 


yaıx+be 4 cxs 4 dx .. . 
hat der Italiaͤner Philipp Rubblani die umgekehrte 
Reihe bis zum neunten Gliede wirklich entwickelt. Das 
Reſultat theilt, ſeine Richtigkeit verſichernd, Cagnoli 
im Traité de Trigon, Paris. 1808. p. 46., als bei 
praktiſchen Nechnungen zuweilen Veh, mit, 


. Independente Form 
9. Seren wirjst 00.0 ur 


p=x" + ax” Bi a,et2? ı * EIHEN 


und bezeichnen die Coefficienten von prduchA, A: "A, ach 2 


fo folgt aus der dritten en 2 — Leheſates, 
daß allgemein 


naA = mn DR mn" ua 
* —— + nom 1Ta Arnmma n 
= mrdıa — * Ar. +a-D a Ar mad nn 


— Tradt...taAtal, 
oder in Localzeichen: | 


napre (n +1) = (m + 1)lapmm Hm}, en | Wa 
+ @—1) a. par + napmei | 
_ n{apmm rs apnr (n—1)+. — a pre + amt 
Nach dem polynomifchen gehefage iſt aber: 
m pi,gyma, „m „gumetd, pr M,gymat2ö, | 
Dies, ‚ mitp muftipfickt ‚ giebt leicht folgende Kelation | 
pmti, n+l)= apmx + +apm en Hapre (a—1)+. .. 
+ a "pm 2 + Apw +1 
puri x{(n+1) —apu (n+1) = apıı :n+, ——— + plan) - 
| : + a pm? + apa si. 
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Dies, in bie Gleichung für ap Nlachtl gefest, giebt 
nach einigen Reductionen: 

ap" sn) 


apı m J —R — + — —22). 
sta — 4)" a pa + Hapu«t. 
Addirt man dies zu dem obigen ANDERE für p”tik +); 


fo erhält man: 
n + m +1 1 al 
m + 1: 


a * —) + 2ap= m + Bapn «(m —-1) + 
ale 
10. Aus dem aa a toigt leicht für jedes 
a und di 
tar) = email +eipn ın+ . 
.+ = * pux2 + — 
— + 1) = 


x(n + — 


nd yuri 
m-+ ıP . 

1 2 n—1 n 
dapm en 4 2dap" x(n— h +...+(n—1)d a p” x2 + ndapu xt, 


— +) = eapmu(n 41) + (a + O)apn m 


+ (a-+23)apmx as, ‚+(a ta) a a PertHarnd)apmrt. 


11. Hierin fege man für p irgend eine Poten; p', fo 
daß alfo ſtatt p” die Potenz p- geſetzt werden muß; fo er: 
haͤlt man, wenn zugleich p'z1,p — „fit a, a. geſetzt wird, 

ar —— — *41) = epfx1.pfux(n +1) 
+ (a+)p!x2.pfuzm + («+ 28)p!x3.pfm ml). 
+ («+n—1)3) pfan. plax2+(a +nö)pfx(n+1).pfaxt, 
woraus ferner für fm = g, m= Lleicht erhalten wird⸗ 


fuͤr jedes kund g: 


TE 4 1) = op'»1.psx(n +1) 
+ (a +ö)pf»2.psan + (a + 2ö)pfx3.psx(n—1).... 
+ (a (n.—1)ö)pfxn.psx2 + (a + nö)pfx(n+1).psxl. 


12. Sey nun wieder 





* 
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= = x’ + — 4 oe +2d +..=p, 
ze B(r+3) B(y+23) 


y @ @ 
"hy, + By + Cy Fa.=g; 

ſ iſt nach dem polynomiſchen Lehrſatze: 

* * zZ Y 
* a "y+23 

9 =p > — x 2x +p x3x +... 
Da nım ferner x —q iftz fo ift 

1 j 7* y+235 


21 
— ; .— u 


vr yo rt o 7 

x-qg,ı =q y x =q , % 
Entwickelt man ‚alfo diefe Potenzen von x, indem man in 
der Reihe für x’ nah und nah y+d, y+2d, y+3d, 
xc. für / fest, a die erlaitehen Ausdrüde in- die 


Entwicelung von ‚ und ſetzt dann die Coefficienten 
gleicher Potenzen von y auf beiden Seiten einander gleich; 
ſe in man —— ee | 


ur, 
* 2 
“ @ 
o=Bp. MM .x1.p .x2, 
Y HH 1 43 ı 


a Y 7 a 
o=Cp»i+rg - x2.p .2+qg .xi.p 3 


EA - eG * 
o=Np Aatg .m.px2+4 - «(n—1).p z3+.. 





.-+gq e .x1.p "art. 
Hieraus laſſen fi ich nun A, B, G ꝛc. auf folgende Art be: 
ſtimmen. 


13. Aus der — Sleichung folgt: 


— 


Y 
pe 


\ 
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Aber nach dem polynomiſchen Lehrſatze: 


Y rY Y Y 


As ! — 4 *qꝛæl Eee 
14. Folglich, wenn man y.+ Ö für y ſetzt: 
y+3 * 
| ö d 
"q : 1 = rt 1 = Lie." 1. 


Alf — der t weicen Gleichungi in (12); 


— (11,) iſt aber, wenn man y für 0, Z — für — und 
en nnd für g fest, indem man noch ugleich beiderſeitig mit 
8 dividirt: 
— — — 
* m ap ir J — p 2, 
woraus, verglichen mit der. sorbergebenben Gleichung un: 


mittelbar folge: 
BE 


tut ® 2 gen. u. 
15. Folglih, wenn man hier y rd und in (13) 
y +20 für z feßt; 








q = 23P 
Alſo nach der dritten Gleichung in a2. 7% 
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x. *22 
Er re * »2.p" «2 
1 — 1 
4 — eat. pꝰ*a3. 


Mittelft ähnlicher Berwandlungen wie vorher aber, nur 
7+22 für g geſetzt wird, nad) (11.) 














| ns — — — 
= np ® .3.P Pt 2; 2 .,p"x2 
_y+23 Yy 
+ a “1.p' 2, 
woraus ‚, mit der erften Gleihung verglichen, ſogleich: 
| —— 
C ey Ei = gx3 = x'.3. 


16. Das Geſetz, und wie man weiter gehen ai er: 

a nun ſchon. Es iftnämlih | 
_ytnd 4 
N=p, * Margaret). 

Dies Geſetz allgemein zu beweifen, nehmen wir an, es 
gelte bis M = qgzn; fo erhalten wir, auf ähnliche Are 
wie vorher, wenn wir in den Ausprücen der einzelnen 
Eoefficienten vom nten bis zum 1ten nad) und nah y+d, 
y+2d, y+ 30 ,...y+nd für y fegen, und die erhal- 
tenen Ausdruͤcke in die allgemeine SEAN (12.) für N 
ſubſtituiren: 


59 — SE 
| o== Np De u an.p 22 
—— L 
+ leide 
— z 
+ op *. clan — 2).p x4 
+ A * 1.p «(n + 1) 
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Ferner fege man in (11.) y für @, 2 für f, — == nd 
für g, und dividire zugleich beiderfeitig mit y+ nd; ſo er⸗ 
hält man leicht: 

















„te Y 
op 61 + 1).p“ »1 
_y+nd — 
45 a 
— m.p x2 
ytn? 4 
+25 
— * {an —4). p* xs J 
BE 2. — 
y+35 
+ a dp" 
i _y4m3 Y 
y+n @ a 
— »1.p x(n-+ 1) 


Folglich, wenn man beide Gleichungen mit einander ver: 
gleicht, offenbar; 
| — 
N= * n+1) = ge(n+1), | 
ſo daß alfo dag bemerfte Gefeg für gk(n +1) gilt, wenn 
es bis qkn gilt, und demnach) allgemein ift. 
Unmittelbar hieraus, und aus der Form der Reihe für 
x?, ergiebet fih auch: 
| tn —E 


y *"ka+rny * 


worin folgender höchft merfwürdiger Sag enthalten iſt: 

Das (n + 1)te Glied der Reihe, in welche fich x? nach 

Potenzen von y entwickeln läßt, ift ein Product des 
. 4 





| ea | 
(n + 1)ten Eoefficienten der zn p der gegebenen 
Piy-n?) 


Meihep, in die Größe —; — 
Dad diefem po a hie inbdependente Befimmung 
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ſchen Lehrſatzes jederzeit möglich. 

17. Der. Erfinder diefes merfwürdigen Sages ift 9. 
A. Rothe, welher ihn in der Schrift: Formulae de 
serierum reversione demonstratio universalis signis 
localibus combinatorio-analyticorunmi, vicariis exhi- 
bita. Lips. 1793. p. 11., die in diefer Lehre als claffifch 
anzufehen ift, vorgetragen hat. Es find darin zwei Bes 
weife gegeben, wovon jedoch der erfte die Differentialrech- - 
nung vorausfegt. Der hier gegebene Beweis wird einiges 
Eigenthümliche haben. 


18. Schon vor Rothe hat indeß H. C. W. Efchen- 
bad eine independente Entwicelung der Umfebhrungs: 
reihe gefunden, und, jedoch ohne Beweis, in der Schrift; 
De serierum reversione formulis analytico-combi- 
natoriis exhibita. Lips. 1789. vorgetragen. eine 


Zormel folgt unmittelbar aus dem Rothe'ſchen Satze. 


Bezeichnen wir nämlich) gi dur "u, den mten Bino- 


mial= Coefficienten der nten Potenz durch (n,), oder, 
wenn n mehreheilig ift, auch blos durch (n)„, und die 
beftimmten Combinationen wie oben (7.)5 fo ift nach dem 
Polynomialtheorem (Thl. III. ©. 834. 835.); 


der Glieder der umgekehrten Reihe mittelft des polynomiz 














PB "ka +1)= 
— Sa: 11JC (—24,) [2] 6 
a.» 4 2 
a a 
ya) IC („a JIn]€ 
= +... —— 
ür den Zeiger 
f Zeis 0,0, a 
1, 2, 3, 4, or 
Ueberhaupt aber ift: 
ZI) sent) 
1.2.3...m u 
= + (a+m— 1)(ntm—2)..(n+1) n 


1.2.3..(m—1) m 
= + (nm— 1-1. 
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Le wenn im Lerade iſt. 
— lungerade 
Folglich 
px41) * 
n n u 
rer u =; @a+1),.2])C  (a+2), [3] C 
—B4a — — — 2 — neigen 
a 2a? 3a? 
ln — Da-ı-[n]E 
8 2 











nau . 
Aber (16.) 
Zn ga+l)= —— #(n + (y? )* F 
Folglich, da für jedes n: 


a Y A RE 
ri 7* 











iſt: 


PN "u 
ul£)". 


gr(n +1) = 
[1C Cu+N.LC 42), 1316 
% age 





n 

(Bu -n—Nn-4 .[n]C 

— 5 R | n 
nan 


welches die Eſchenbachiſche Formel iſt. 


19. Eſchenbach fand alfo zuerft die independente - 
Entwickelung der Umfehrungsreihe. Den Beweis vers 
mochte er nicht allgemein zu führen. Rot he fuchte ven: 
felben, und Fam dabei zugleich auf die obige merkwuͤrdige 
Verbindung der Umfehrungsreihe mit dem Polynomial- 
theorem. Die Formel. des erftern nenne man auch die 
combinatorifch = analytifche Formel, vie. des Letern die 
Zocalformel zur Neverfion der Reihen. Zu bemerfen ift 
jedoch no), daß auh Hindenburg die Neduction der 
Eſchenbach'ſchen Neverfionsformel auf das Polynos 
mialtheorem für fih gefunden hat, wie er felbft: Proble- 
ma solutum maxime universale sd serierum rever- 
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sionem formulis localibus et combinatorio-änalyti- 
cis absolvendam paralipomenon. Lips. 1793. p. VII. 
fagt. 

20. Se, um ein Beifpiel zu geben, 
yn” + bt? —p; 
fo giebt ber binomifche Lehrfag ; 





__ytnd 

* 

pP’ k(n 7 1) = 
——— 
Kat Grndte).. hndhm—De) , P 
* a.20.30...n0 bu 

gerade |, 
+ wenn = — if. 





Folglich mittelft der Localformel nad) einigen IB Des 
ductionen: 








— —— 
⸗a 5* Zu * py“ 
| _Xa+) 25 
+ irre), ud b?y“ 
GG. 

E — — 
ERTAYATITENE a b’y“ 
a.2a.3o 

4 — » 8». » F e— — 
21. Hat man nun die Gleichung 
BE ER. I _ a, Bon, 
1= Ber en AI— x A FR | 
fo ergiebt ſich, verglichen mit obiger allgemeinen Gleichung, 
für y =4S — —E .——— a, 43 
— u, öo=—a— u=k—u, leicht: | 
— —c— Yu 


— —X 3 a Kr, 4 B2 z 
y—3u 
Ye HI, A 
— sa: 
woraus für y— 1 leiht eine Wurzel der Gleichung 
V, | Ec 
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A,B 
J By pe Su 
— wird, und fo die Lambertiſche Reihe (Thl. II. 
©. 437.), wegen deren Beweis auf den Artikel: Meihe, 
verwiefen wird, wo derfelbe aber nicht gegeben, als be: 
wiefen anzufehen ift. 
22. In Bezug auf die Reihe 
Arctanx=x— 4x’ + 48° —...=y=p, 
(Eyelometrie. 10.) fege man a—=1,0—=2, P=1M, 
y 1; fo giebt die Eſchenbachiſche Formel: 
s=y—[i G y° 
-|md-ı6)Rd Ir 
- [16 - 4@)1€ + 4@B)€ |yı 


. 378 90 09 0. 8 


4 za 


” |1&-4@n+2,.l&+4@n+3),. [3]€ | 
1 2 / 3 ri 


“ =... 7 4@n)a-1.In]G — 1 1.1.0006 
für * Zeiger: . er 0 een... 
Chtk bt). 


Aber, wenn®, B, B, ıc. die Bernoulliſchen Zahlen be⸗ 
deuten, (Cyclometrie. 17.): 


au_ıB ee ar — 1)8 .s 


x=tangy = — 7 
| Fe — n+ 
— m nr SEEN 
Folglich 3 — 
1.2..(2n +2) 


ar — (20 + 2),.]E 


zUtl( gut 1) 
+3 20 +3, [9C—.FGn)a4-[n]C 
+ a er) 


ein independenter ——— Ausdruck fuͤr die (n Hte 
Bernoulliſche Zahl. Einen andern habe ich S. 93. mei⸗ 


— 
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her Mathematischen Abhandlungen, Altona. 1822, 
gegeben. — Eee: = FW 
23. Sey nun wieder folgende Gleichung gegeben: - 

af: + b,y.ı tr + c,y%ı +29: — 

F — ax” + br td, x +28 — 
Die erſte Reihe werde durch q, die zweite durch p bezeich- 
net, und z fey eine, beiden Neihen gleiche Größe. Man 
fol x’ nach Potenzen von y entwickeln. Nach der Localr 
formel iſt Ä 2 = | 


_rtn3 y+nd 


— — 


Far * eln+i)z ° 


und nach dem Polynomialtheorem 
tn yhnd yhnd 


+4 x2 
no E42 


4 


+4 »mHly 


— u Tizah 
= Ip “la x 1y 49422 ‚to: 
* La, + ms, 
...t+gq «(m--1)y 4 . oo... NG 











Re oo. u ' 
Tyr3? 1Ê — —7* \ er 2 e 
——— 3 it Kar 
= — 34 a tms, 
7 q — 4 
—8 —*—* —— 
| — zZ ea RT 
Y « \ n I. ’ 
urzt — je — 
4n +n B 
Y - Y rs, 
+4 x 
y+nd yiF nd, | — 
+gq «(m+1)y 


: Diefe Reihe giebt Hindenburg in dem ſchon oben (19.) 
angeführtenad serierumreversionem paralipomenon, 
p. III, dem Wefentlichen nad) eben fo, nur mit Anwen: 
dung de Zeichens "u (18.). 

24. Folglich fra eo, , d—d,t 


x—Zp 1. qg 1 y’ 
— 2 ytö 
+ Zp *4 g »2 
y+3 49 





— — 
— 4. 4* 43 | a 
_y+J y+3 
Hop 3 “2.q >) 
_1+23 y+23 
i war — 23.q 9.41 
+. . | 


und fuͤrd — 1.2 
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| 7 E 
ee gel 








Dies iſt die von Tempelhoff a. a. O. betrachtete Form. 
In der Moivre'ſchen Form ji e—=y=1. Alſo 
1x* p”"!x1.gel,y 
+1pr's1.g2 + pm. gi Ay: 
+ |ptz1.gr3 + 4p a2. q°x2 + sp’ 3. g’x1ly? 


a5) Eſchenbach und Rothe aa OD. haben noch 
die Form 


a, yet 4 per) +.. 


— ax“ 3 — rt? — 
betrachtet. Man muß, um x zu entwickeln ‚, u, ==ßo, 
d, — Pd ſetzen, woraus: 
FE #7 


"=np *. q af 
Y — | 
— 2049 
ROLE “21.4” 22 y (r ) 
. y+? 
+ p ai ⁊ 2.9 *1 
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a a 
4 al, 1. ꝰ a8 
— — 


RB u x2.,q * x2 


6020) 
y- 


+23 249 
+ — »3:q *“ 41 
eine ebenfalls nach H Dotenien von y geordnete Reihe. 

26. &, welches in den obigen Reihen oft als Divifor 
vorfommt, darf nicht — o feyn, d.h. die umzufehrende 
Reihe darf Fein conftantes Glied enthalten. Wäre indeß 
z. B. | 

y=matbktoa® de 4... 
fo entwicfele man, da 

y — a — hx 4 ex?’ + de £..., 
nach dem Obigen x nach Potenzen von y—a==y’, unt 
entwickele ſodann nach dem binomiſchen Lehrſatze die einzel: 
nen Potenzen von y — a. Allgemeine Formeln fuͤr die: 
Fall wuͤrden a DAIRMAENENBEREGT ausfallen. 


II. Zufammenhang des — Satzes mit 
der Reverſion der Reihen. 


27. Sey zuerſt 
g=ax-+ bx? 4 cex dx 4... 
fo erhält man, wenn dieſe Reihe durch fx bezeichnet wird, 


leicht 
oo = X (5) > 
Dies, mit der Gleichung 


yz=x— ı0X, \ 
C a Grange’s Lehrjag. Thl. I. ©. nn verglichen, 
giebt 


“1 
[2 


y-(,1=-yga= 
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Seßen wir nun yx (a. a. O.) — = (px)P; fo ift auch yy 
— (gy)’, und ua | 


yoi, y. 
= * y(9 Y 2 ’ 


woraus — 
— n+y—1 0 4 
lan a 0 | v(py) “ | 
A65 Zu yn⸗4 
n— u n+y—1 sen 
A nen a: 


= Er a 
— 0. vr | ’ 
FE I — De 
= ya-ı ytn', oyn 
Folglich nah dem La Grange’ ſchen Satze * dieſen Ar- 
tifel. 11.): 


+ 2 
— d.(9y) y_ 9°.(ey) 
= — EZ — Gay 





j 2 6 
SE 23" 2... 


ey — 
x\_.7 — J .(fy) 
"Or, 


Al = 7 par © 77: er 
wenn man nach dem Obigen o für y, und y für z ſetzt. 
Alfo kann man offenbar auch y und fy mit x und fx ver: 
taufchen, wenn man nur nad) der Differentation überall 
x—ofest. Alfo 


y —_y—1 
(£)-= DE , BEE F 





Ne RR 
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uͤberall nach der Differentiation x = 0 geſett; oder, wenn 
man y für fx ſchreibt: 
— 
— ‚ 1.0X 
9: y+2 Fa 
+ Ir G ) 
* — * 
— y+3 — 
3 — 
28. ea nach dem polynomifchen Lehrſatze: 


—* 


zer" Fr 








ee PR eu 


-n —m —m —n-+1 —_nm = Ä 
=p »x +p, ıx +p x»3x =. 


ze | ... 
a Ms u ER TER 
und Pre ‚ weil 


x - on, On, xn-1 
= en => — — —— — 
——— = u... Oxu — 0, 


On.xn en, xnti 

— = 1.2.. 2. = aaa = 1.. (n + 1)x 
iſt: | 
0° .xmy-m — 

— =1.2.3...np "a+1) 423.041 "rn +2)... 
Folglich für x — 0: 


on, xmy—m — 
a =1.2.3..np ln , 





esse —n 
⸗2a 
mp’ mr. 


Alfo, weil nach der Reihe für xy offenbar xy — 
p”’kiift, frx=o: 
= Ze ey” + "rer BL: Ya 
77 


Y_5772,3 „tr? 
23 — 
29. Für 


——3 43 
——— 4. 


Pe a+J a+25 
y=ax +bx + cx 
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a ö 28 ' * 
y=x(a+tlz Poex +...) 
9 s 


0) ö 25 @ 
y — F— ..) 


— — Er 


er a Ä 
eine Form, welche der — Lehrſat wſeriht 
Alſo, Br: 


ß3 
8 7 
zeuy =v: 
v=Au+Bu?®+- Cu’ +..=P. 
Folglich nad) (28.) 
B — + , 
5 Segen wir nun y’ — 535 fo ift | 
Y 





sg _ytnd _y+ns 
7 —n_ (p e) Ö — — 
J ß3 ) P(y+n9) 
@ y+n 
v=y ,V =y “ 
Folglich 
„_y4n3 ö P(y nö) 
@. a 
ICE — ze 4 


die Rothe'ſche Localformel. 


30. Diefe Ableitung diefer wichtigen Formel aus dem 
La Grange'ſchen Sage ift von J. F. Pfaff zuerft gege: 
ben, wodurch fich derfelbe ein wefentliches Verdienſt um 
die Lehre von der Neihenumfehrung erworben hat. M. 
f. Archiv für reine und angemandte Mathematif v. Hin- 
denburg. Thl. J. S. 85., vorzüglich aber in Pfaffs 
Disquisitiones analyticae. Helmst. 1797. die dritte 
Abhandlung, welche ſich überhaupt fehr ausführlich über- 
das Polynomialtheorem und die Reverſion der Reihen ver: 
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breitet. Bemerkt muß jedoch. werben, daß auch ſchon E. 
G. Fiſcher (Theorie der Dimenfionsjeihen IT. Ha. - 
1792. ©. 171 — 176.) den Zufammenhang der Rever⸗ 
fion der Meihen mit dem agrange fchen Sage i im a 
nen gezeigt hat. 


31. Endlich hat nun ask Rothe (Archiv. d. r. u. 
ang. M. I. ©. 442.) umgekehrt aus der Localformel für 
die Neverfion der Neihen den La Grange'ſchen Sat abge: 
leitet. Su nämlich 

yzxr—ıpx, SR 
öder, wenn man zpx — v fest; 


xtyH+v, ı = — — 
Folglich nach dem Taylor'ſchen Sage: 


NEN, 
— —D 
— + ne — 
0° 
a ar ep 


Folglich nach der Loealformel zur —— der Reihen: 
v’z(n. +1)= rc + yartn 
da Te — 1 iſt. Nun erhaͤlt man- 
aber offenbar (p(y + vMy, wenn man in (py)", y-v 
für y fegt. Alſo nach dem Taylor'ſchen Satze: 


pn = Hm" 


= (yy,®. ven.L RO BNERIR (9 avant +. 554 
OR. (pym 
pralnt1) = 3 na ’ 


“ . +n 
y _y_® en) TR 
vr(n+1)= Fu‘ 12.3..ndya® j 


Aber yx — yly — “/* 
v+t7T rt er +. 


In diefe Reihe muß man nun, um x — Potenzen 
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von z zu entwiceln, bie Potenzen von v, deren allgemei— 
nes Glied ſo eben gefunden, ſetzen. Es iſt aber 

fr —1 1+tn—1)=n; 

»y=ı, 2 * G - n3 


» y=n—1,n—1+1m=n; 
a»: y=n, ın-o=n. 


Alſo offenbar 
1 _dn-i.(gyJ duwy 


ODER Ta 
PR; nz. (gyjn Aryy 
a Le 1.20y? 
— +3. Male Buy 
| n Kern 1.2.30y° 


1.2. 3... nyxxin + 1) = ter du 
n — 1 On-2.(gy\a A?uy 


Be air ar 


x Ä (n— — . On-3.(py)n O’ wy 


e ya a} 
Onyy 
n,. ri 
+ (#9) Gye 


Setzt man aber in der Leibnigifchen Reihe Et. I. &.903.) 
für on. xy dag dortige x — (yy)", y — = und enfs 
wickelt 1 .xy; fo erhält man augenblicklich: 
ga „Ovy 
yxx(n +)= ——— 
| a [00521 
yxı(n + 1) Sr . 


das allgemeine Glied der La Grangeſchen Reihe, wie Thl. 
II. S. 632., womit alſo dieſe Reihe bewieſen. 


Ueber die Verbindung der Reverſionsformel mit dem 
La Grange'ſchen Satze ſ. m. auch einen Aufſatz von Hin— 
denburg im Archiv d. r. u. angew. M. I. ©. 359. 
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IV. Anwendung der Reverſionsformeln auf. die 
Auflöfung der Gleichungen. 
32. Sey er 


pP pP ,P+4 
o=a+bx+..-+ ix + kx +'lx +... rmm 
irgend eine Gfeihung des nten Grades. Hieraus erhält 
man, vorausgefest daß k nicht — 0 iſt „leicht: 


Se stur, + ++. hm 
— —-(p—1) u—p 

k=—ax —bx —— ———— m 
Fuͤr — — p, »—1, —1 und y — xk erhält 


man durch Umkehrung eine nach Potenzen von + k geord— 
nete Reihe für x, von denen die eine. oder. andere befon- 
ders brauchbar feyn wird, jenachdem k negativ oder pofi- 
tiv if. Man Fanın alfo mitrelft der Reverſion der Reihen 
immer wenigftens fo viele Reihenausdruͤcke fuͤr die unbe— 
kannte Groͤße einer Gleichung finden, als in derſelben Co— 
efficienten vorkommen, die nicht = o find, für jede voll- 
frändige Gleichung des nten Grades alfo n 1, eine Zahl, 
welche ſich jedoch leicht auf 2{n + 1) fleigern laßr, da 
man fowohl dag niedrigfte, als höchfte Glied der Gleichung 
als Anfangsglied betrachten Ffann. Jede Gleichung des. 
nten Grades hat aber immer nur n Wurzeln. Alfo müf- 
fen unter diefen Reihen gleiche vorfommen. Es tft aber 
gut, ihre Anzahl vervielfältigen zu fönnen, da bei der An⸗ 
wendung auf numerifche Nechnungen die Form der Reihen 
nicht gleichgültig ift. Durch Divifion der. Gleichung mit 
einer folcben Zahl, wodurch die Progreffionalgröße ein 
echter Bruch wird, laͤßt fich die Konvergenz der Auflö- 

funggreihe vergrößern. Es erhellet hieraus, daß die Um: 
kehrung der Reihen den Namen resolutio aequationum 
per scries verdient. 


33. Sey 
o — a hbx 4 ex’, 
eine von dem Gliede mit x? befreite cubiſche Gleichung 


(Gleihung. 204). Für die Formen 


der Reihen. 413 


--=x +38 — ent α 
erhaͤlt man durch Reverſion mittelſt der Localformel: 


— a3c .3a5c? 122703 55a9et  273alıc05 
re mt m ti 


— (+26) - ACH 
| | — — + al — 
=) -H-3)-85) 8 * 
u ec) 58)" — 


Ibem nämlich für diefe drei Formen; 
ke p=he=i, 3-3; 


— * 


ch 
yJs-5 ale=3,du— 
* 


auch ‚ wie hier immer, 7 — 1 zu * iſt. 

34. Wendet man dieſe Reihen auf die im Artikel, 
Cardans Regel. — ) als Beiſpiel gebrauchte Gleichung: 
— 2100x 4 24000 = 0 
an; fo erhält kn durch die erfte und dritte obige Reihe: 

| x= + 11,4286 ; x = + 45,82575 


+ 0,7108 —  5,71429 
>> 0,1326 — 1,06878 
+ 0,0330 — 0,08863 
+ 0,0094 —  0,00226 
-+ 0,0029 — 0,00002 
i 4 00000 us rune 
+ 123176 FT 


Die zweite Reihe giebt x — — 52439; fie convergirt 
aber vom dritten Glied an faſt gar nicht, daher iſt das Re— 
ſultat unſicher. Setzt man aber dieſe dritte Wurzel — 
w; fo hat man (Gleichung. 151.): 

— 12,3176 — 38,518 — w=o, 

., 129176.38,9518.# = -— 24000. 
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Diefe re re Pe: 
| — 51,2694 
Ki 55 50.0216 | ee Ä 
wo man den legten Werth erhält, wenn matt aus den bei- 
den erften das Mittel nimmt. Hiernach, und nad) Car— 
dans Regel. (10.), find alfo die gefuchten Wurzeln: 


+ 12,3176 + 12,372 
+ 38,95185 x =! + 38,318 
— 50,6455 — 50,690 








wo nur.die zweiten ſchon in den Zehnthalen von einander 
mu ; 


uUmkehrung eines Satzes, iſt die Verwechſe— 
lung der Vorausſetzung und Folgerung, oder Hypotheſis 
und Theſis, mit einander. Beiſpiele bietet die Elemen— 
targeometrie in Menge dar. Die Beweiſe der umgefehr- 
ten Säge werden off indirect oder apagogiſch geführr. 
Der eilfte Grundfag des Euclideg, deſſen Beweis in 
der Lehre von den Parallelen befanntlih Schwierigkeiten 
macht (Parallelen. 2.), ift eigentlich die Umfehrung von 
Elem, Lib. I. Prop. 27.28. Wenn cin a und b auf: 
geht; fo geht cauh ina + bauf, iftein befannter, Teiche 
zu bemweifender, arithmetifcher Satz. Der: umgefehrte 
Sag: wenn cin a+b aufgeht; fo geht c auch) in a und 
b auf, würde, fo allgemein ausgefprochen, offenbar falſch 
feyn. Man fieht alfo, daß nicht alle Säge fich umfehren 
laſſen. Das Weitere und Allgemeinere hierüber ift ganz der 
Logif zu überlaffen. In der Marhemarif brauche man 
nicht im Allgemeinen zu wiffen, welche Säge ſich umfeh- 
ren laſſen, da alle umgefehrte Säge bewieſen werden, wie - 
auch Euclid immer thut. Les reciproques de la Géo- 
metrie etc. par Garnier. 2ieme edition, worin die ' 
umgefehrten Säße der Geometrie gefammele fi fü nd, werden 
Anfängern zu einer guten Hebung ” den Elementen der 
Geometrie dienen. | 


Umſchriebene Figur. Eine von geraden Linien 
ober ebenen Flächen eingefchloffene — (ſ. den Art. = 


Umſchriebene Hyperbel. 415 | 


gur) heißt einer, von einer. krummen Linie oder krummen 
Flaͤche eingefchloffenen, Figur umfchrieben (circumscri- 
pta), wenn alle Seitenlinien oder Seitenflächen der erftern 
Berührende des Umfangs oder der Oberfläche der letztern, 
welche dann der erftern eingefchrieben (inscripta) heißt, 
find. In dem nah Wolf benannten mathematifchen Les 
ricon (Thl. J. S.1367.) heißen erftere umſchreibende, 
legtere umfhriebene Figuren. Eine geradlinig: oder eine 
von ebenen Flächen eingefchloffene Figur heißt einer Figur 
von derfelben Art umſchrieben, und legtere der erftern 
eingefchrieben, wenn alle Seiten und Seitenflächen der . 
erftern durch die Spisen und Ecken der letztern gehen. 
Das, dem Hnpfifles beigelegte, funfzehnte Buch ver 
Elemente handele von ver Einfchreibung der regulären Kör- 
per in einander, und auch in dem von Candalla hinzu: 
gefügten fechszehnten Buche kommen mehrere Säte über 
- die bei folchen Körpern ftatt findenden Berhältniffe vor. 


Umfchriebene Hyperbel, (Hyperbola circum- 
scripta) nennt Newton bei feiner Aufzählung der Linien 
der dritten Ordnung eine befondere Gattung der Linien die= 
fer Ordnung, worüber der Artifel Hyperbel höherer Art 
zu vergleichen. | | 


Ummandlung, f. Umformung. 


Unabhängige veränderliche Größe, f. Ver: 
änderliche Größe und Veränderung ver unabhängigen ver⸗ 
änderlichen Größe. | 


Unarifche ſymmetriſche Functionen, f. Spm- 
metrifhe Function. Thl. IV. ©. 861. 


| Unbegrängt, heiße eine Linie oder Fläche, wenn 
- man fie fich willführlich verlängerte oder erweitert. denfen 
Fann. Die Schenkel der Parabel und Hyperbel kann man 
fid) als unbegränzt vorftelen. Die Fläche des Kreifes wird 
durch feine Peripherie begrängtz eben fo die Ellipfe. Eine 
Linie wird immer durch zwei Punkte, eine Fläche durch 
Linien begränzt. Die Seitenfläche des Kegels, des para- 
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bolifchen und hyperboliſchen Konoids, kann man ſich als un= 
begraͤnzt vorſtellen. Mir dem Begriffe eines geometrifchen 
- Körpers ift immer unmittelbar die Vorftellung der Begraͤn⸗ 
zung (von Flächen) nach allen Seiten hin verbunden. Der 
völlig unbegränzte Körper wäre fein Körper mehr , fondern 
der Raum felbft. | 


Unbefannte Glieder einer Gteichung “find die 
Glieder derfelben, welche unbefannte Größen enthalten. | 


Unbekannte Größen in einer oder mehreren Glei- 
chungen find diejenigen in denfelben vorkommenden Größen, 
welche mittelft der in der Aufgabe gegebenen Größen, und 
mit Hülfe der Gleichungen felbft, den Bedingungen der 
Aufgabe gemäß, welche durch die Gleichungen analytiſch 
dargeftellt werden, beftimme werden ſollen. Man bezeich- 
net.die unbefannten oder gefuchten Größen, immer durch 
die legtern Fleinen Tateinifhen Buchftaben x, Y, 2, vr 
Wyrerie, die gegebenen oder befannten Größen dagegen 
durch a, b, c, d,...., obgleich bei weitläufigen Aufga= 
ben zuweilen auch noch andere Bezeichnungen nöthig wer: 
den, die fi) aber immer leicht ergeben, und nur in jedem 
Ball möglichft einfach und naturgemäß zu wählen find. 
Soll die Aufgabe beftimmt feyn, fo müffen ſich aus den 
Bedingungen, deren Erfüllung fie verlange, immer eben 

o viele Gleichungen ableiten laflen, als unbefannte Grö- 
Ken gefucht werden. Iſt die Anzahl der Gleichungen Fleiz 
ner als die Anzahl der unbefannten Größen; fo ift.die Auf: 
- gabe unbeftimmt (S. unbeftimmte Aufgabe; Unbeflimmte 
Aunalytik), und fie heißt mehr als beftimmt, wenn die An- 
zahl der Gleichungen größer iſt als die Anzahl der unbe: 
Fannten Größen. S. Wahrfcheinlichfeitsrechnung. (77.) 
Heiden alten, namentlich italiänifhen, Algebraiften hieß die 
unbekannte Größe in einer Gleichung cosa, res. Das Wort 
wurde entweder ausgefihrieben, oder ein Zeichen gebraucht. 


Unbenannte Zahlen find ſolche, bei denen die 
Art der Einheit, auf welche fie ſich beziehen, ganz unbe 
ſtimmt gelaffen wird, bei denen es nur auf die Menge oder 
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Anzahl ihrer Einheiten,. nicht auf deren befondere Be: 
fhaffenheit anfommt. Durch Verbindung einer unbenann: 
Zahl mit einer gewiffen Einheit entfteht eine benannte Zahl. 
So ift 3. B. zwölf eine unbenannte Zahl, und zwölf Tha— 
fer eine benannte Zahl, welche durch die Verbindung der 
unbenannten Zahl zwölf mit dem Thaler als Einheit ent: 
ſteht. Unbenannte Zahlen heißen auch abftracte Zahlen, 
oder Zahlen in abstracto; benannte Zahlen dagegen con: 
crete Zahlen, oder Zahlen in concreto. ©. Zahl. 


Unbeftimmte Analhtik over Analyfis, (Analysis 
Diophantea; f. unten bei der Gefchichte.) ift der Theil der 
Algebra, welcher fich mit der Auflöfung unbeftimmter, d. i. 
folder algebraifcher Aufgaben befchäftigt, bei denen zur 
Beftimmung der unbefannten Größen weniger Gleichungen 
als unbekannte Größen gegeben find. Solche Aufgaben 
überlaffen alfo immer einige ‚unbefannte Größen der will: 
führlihen Annahme. Wären nämlih «m Größen aus 
m —n Öleihungen zu beftimmen; fo nehme man n uns 
befannte Größen willführlih an, ſetze ihre Werthe in die 
gegebenen m — n Gleichungen, und beftimme aus denfel- 
ben die übrigen m — n unbefannten Größen nad) befann- 
ten Merhoden. Da man für n unbekannte Größen. un 
endlich viele verfchiedene Werthe annehmen kann; fo giebt 
es auch unendlich viele Auflöfungen der vorgelegten Auf: 
‚gabe. Sehr befckränft wird aber die Anzahl der Auflöfun- 


gen, wenn man nur nach denen unter ihnen fragt, durch 


welche die unbefannten Größen in ganzen, auch pofitiven 
Zahlen, oder, bei einer gemwiffen Klaffe von Aufgaben, 
wenigſtens in rationalen Zahlen gegeben werden. Dieſe 
Auflöfungen, nicht'etwa durch Ausfonderung aus der un: 
endlichen Menge aller Auflöfungen, fondern nach gewiſſen 
beftimmten Methoden für fih und nur allein, ohne Ruͤck—⸗ 
ſicht auf die übrigen zu finden, dies ift das eigentliche Ge: 
fhäft der unbeftimmten Analytif und darin befteht ihr 

Wefen. 


1. Sey 
V. 


ax — by=c 


Dd 
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die allgemeine Form einer Gleichung des erften Grades mit. 
zwei unhefannten Größen, wobei offenbar anzunehmen 
verſtattet ift, daß a, b, c ganze Zahlen ‚ und unter fi) 
Primzahlen find. Soll diefe Gleichung in ganzen Zahlen 
auflösbar ſeyn; fo müffen a, b für ſich relative Primzah— 
len ſeyn. Waͤre dies naͤmlich nicht der Fall, ſondern 
a —oa, b — ab'; ſo waͤre 
ES e(ax—by)=c, 
und folglich auch c durch « theilbar, alfo a, b, ec nicht re: 
lative Primzahlen, wie es doch feyn fol. Ferner. erhellet 
leicht, daß die Aufloͤſung unſerer Gleichung in ganzen Zah— 
len ſich auf die Auflöfung der Gleichung. 
ap—bgq= +1 

in ganzen Zahlen reducirt, weil man dann offenbar nur 

xartp, y=+ogc 
zu feßen braucht. Die Auflöfung legterer Gleichung in 
ganzen Zahlen ift aber immer möglich, Man verwandte 


nämlich — in einen Kettenbruh (S. diefen Art. 1.), und 
An deffen vorlegten Partialwerth durch 2 ſo ift, da 


— > der letzte Partialwerth if, 
ap—by=+1 

Kettenbruch. 6.), wo das obere oder untere Zeichen zu 
nehmen, jenachdem die Anzahl der Glieder des Ketten— 
bruchs ohne die etwa in ihm enthaltenen Ganzen, gerade 
oder ungerade iſt. Allgemein erhält man nun, wenn m 
sag eine ganze Zahl bezeichnet, für x, y dieWerthe: 

' xz=+pe+mb, y=+ge-+t ma, 
wie leicht erhellen wird. Die Zahlen a, b fann man im: 
mer pofitiv nehmen, da dem x und y leicht jedes Zeichen 
gegeben werden kann. 


2. Soll man z. B. 100 in zwei Theile theilen, fo daß 
der eine, durch 5 dividirt, 2, der andere, durch 7 divi: 
dirt, 4 zum Mefte laͤßt; fo find die beiden Theile von der 
Sorm 5x +2, 7y +4, und die Gleichung ift: 
5x + 7y = 9%, 5x — 7y’ = 94, 


fry=—y. Verwandelt man nun Z in einen Ket— 
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tenbruch; fo ift der zweite, als vorlester, Partialwerth — 
3. Folglich p=3, q=?, x==3.94-#7m, y — 
2.94 + 5m, oder x — 282 +7m, y — — 188 — 
5m. Verlangt man nun bloß pofitive Werthe; fo muß 
man m negativ nehmen, — es muß 7m < 282, 
5m > 188, d. i. m 22, > feyn. Dies giebt 
für m die Gränzen — 0, 3, und man erhält: 

x= 16,9, 25 542* 82; 47, 12. 

y= 2,7,12; 7 42 18; 53, 88. 
Alſo giebt es drei Auflöfungen unferer Aufgabe in ganzen 
pofitiven Zahlen. 

3. Durch Hinzufügung einer gewiffen Bedingung Fann 
eine unbeftimmte Aufgabe in eine heftimmte verwandelf 
werden, wie 5. DB. beim folgenden Falle. Eine Bäuerin 
bringt Eier zu Marfte, mehr als 100, weniger als 200, 
Ueberzähle fie diefelben nach 15, fo bleiben ihr 4, überzähle 
fie diefelben aber nach 12, 10 Eier übrig. Wie viele Eier 
hatte fie? Die Gleichung ift 

15x + 4 = 12y + 10, 15x — 12y = 6, 
x — 45y 2 2. —— 
Der vorlehte Werth des Kettenbruchs für * ift—1. Alſo 
p=1,gqg=1, un folglich x — 2 Am, ya 
2 -+59m. Alfo 
x=2,6,10, 14,18, ... 
y= 2,7, 12,17, 2,0. . 
15x +4 = 34, 9, 154, 214, 274, ... 
Folglich die gefuchte Zahl —= 154. 

4. Hat man zwiſchen n Groͤßen x, Y 2, V... n-1 
Gleichungen von der Form: N 

— IE I NE 9 ar b"v—c”, ꝛc. 
fo giebt die erfte für x einen Werth von der 
Form: 

x=a- bp. 
Diefen Werth feße man in die zweite Stihung, und bes 
ſtimme p. Alſo 
g=e+by. 
Dies in den Ausdruck für x geſetzt, giebt für x einen Werth 
von der Form: 
| od 2 
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x—=A.+ By. 
Diefen Werth feße man in die dritte Öleihung, und beftim: 
me y, wodurd man erhält: 
y=a’+b"X. 
| Dies i in den vorhergehenden Werth von x gefegt, giebt: 
x=zA’+-BX. 

Dies wird wieder in die vierte Gleihung gefegt, und fo 
fortgefahren, bis zu Ende. Hat man nun dadurd) den 
allgemeinen Werth von x gefunden; fo ift es, mittelft der 
gegebenen Gleichungen, auch leicht, die übrigen unbekann— 
- ten Größen zu beftimmen. Alle Gleihungen müffen im: 
mer gehörig reducirt werden. Haben nach der Reduction 
die Eoefficienten ver beiden unbefannten Größen in irgend 
einer Gleihung einen gemeinfchaftlichen Factor; fo ift die 
Aufgabe unmöglich, d. h. in ganzen Zahlen nicht auflösbar. 

5. Oft läße fich die Auflöfung abfürzen. Man fol 
3. B. Zahlen finden, welde, durch 2, 3, 5, 6, 9, 10, 
11 dividirt, nach der Reihe die Reſte 1, 2 4, 5, 9, 
O übrig laſſen. Hier iſt klar, daß, wenn bie drei festen 
Bedingungen erfüllt find, es unmittelbar auch die vier er: 
ften feyn werden. Wegen der drei legten Bedingungen 
bat man nämlich: | 


' 


%+5=1y+9= 112, 
Folglich 
Ho a4143, 


iz, 


SH oyt+i+t. 


Ferner erhältiman leicht 9x —10y+4. Alfs geht 2 2 in 
9x, folglich auch in x auf (©. Zahl. IJ. 5.), ſo daß x = 
2x, und folglich 


"Hoss , 
fo daß alfo auch die vierte Bedingung erfüllt ift. Alfo Hat 
man bloß die beiden Gleichungen j 
“%x — 105 =4 x —1l2=—5 


zu erfüllen. 


— 
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v2144, * * — p=l,g=1; 
une 


Dies „in die rc Gleichung geſetzt, Brot, 


909 — 11z = 31. 
1 
5+1 ‚= Kr=sg=h 


og =—15 + 1ly. Ä | 
Solglih x == — 1554 + 110, Schließt man negative 
.. aus; fo ift mindefteng zu ſetzen — 15. Dies 
gie 

x = 9%, 206, 316, 436, 536, . - - Ä 
Folglich die Fleinfte gefuchte Zahl — 9.96 + I = 869, 
und die folgende — 9.206 + 5 — 1559, u. f. f. 

Aufgaben, von der Art der fo eben aufgelöferen, hat 

Clausberg (Demonftrative Nechenfunft. $. 1366.) ei: 
nen harten Knoten genannt. Erleichterungen befonvderer 
Art gewähren dabei die cykliſchen Perioden (S. diefen Art. 
19., eine Abhandlung von Hindenburg über diefelben ' 


im Leipziger Magazin. Ites Stüf 1786., und ein Auf _ 


ee von Lüdicfe im Archiv der r. u. a. Mach. Band. II. 
©. 206.) 


6. Man Fann unfere allgemeine Aufgabe auch auf 
folgenden Ausdruck bringen. Eine Zahl x zu finden, fo 
daß die Größen 

ax — c ax— ce‘. ax—c” 
DT, 5 
ganze Zahlen werden. Sey z. B. x fo zu beftimmen, daß 
121x — 44 %x % +1 1 7x — 41 
dr ER, Ta 
ganze Zahlen werden. Da, wennjede einzelne mehrerer Prim: 
zahlen in einer Zahl aufgeht, auch deren Product in diefer 
Zahlaufgehen muß (Zahl. 1.9.) 5 fozerlege man, weil in dies 
ſem Falle die Nenner ziemlich groß find, fie in ihre Prim: 
factoren (504 = 23.32.7, 3 — 7. 2, 106.25 2% 
und mache die Bruͤche 


— KA 121x—4 It Ix+4 711 
Bu Zu Zus —— — Ir 
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zu ganzen Zahlen. Sondert man nun die Ganzen durch 
Divifion aus; fo erheller, daß man nur 


x—1 45 — 5 *41 2ıx-+1 4«x+1 x—1 


— — — — 5 — — — — 


| Tu Tr BI ER 
zu ganzen Zahlen zu machen braucht. Die erſte Bedingung 


liſſt in der legten enthalten, und die dritte und vierte find ei- 


nerlei. Alſo braucht man nur 
ax—5 xH+1 “ri 0 
zug er Zus Zr u ve 
zu ganzen’ Zahlen zu — woraus ſich folgende Glei— 
chungen ergeben; 





4x — 95 - 5, 2 — 72 =—1; ara, x — 16v =1. 
Die letzte giebt fuͤr x die Form: 
x=16 +1, 


und dies, in die dritte gefest: { 
Hr, teimp=i 
g=5+5y=5y,x=80y +1.) 
Folglich, mittelft der zweiten Gleichung: 
8* 1Wy-n=—-, F 3 
YV=347X,x= 41 4660x. 
Alfo, ©’ relft: der erften 
J p=13 
— 959 + 9w, x — 537281 + 5040 w. 
Bil man — kleinſten poſitiven Werth von x haben; ſe 
muß man w = — 106 ſetzen, woraus x — 3041, 


7. Aug der bisherigen Theorie folgt!'auch das wichtige 
arithmetifche Iheorem, daß, wenn en — ab, unda, b 


relative N find, der Bruch $ — immer in zwei Bruͤ⸗ 


che = — + 5 mif den Nennern a, b zerlegt werden Fann, 


weil man nur die unbeſtimmte Gleihung A = bx 4 ay 
aufzulöfen braucht, welches immer möglich ift, da a, b 
relative Prinzahlen find. Haben a, b wieder folche Fac— 
foren, fo laͤßt fich die Zerlegung weiter fortfegen, 


\ 


‚= 
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8. Hat man nun überhaupt m — 1 Steipungen mie 

m unbefannten Größen, z. B. für m — 5: 

Av + Ax-+By +Cz +Du =E, 

Av +Ax +By+Cz + Du=F, 

v+Ax+BYy+Cz + Du=E, 

Yv+ A’x+ B' y+ Cz + D’u=E” 
fo beftimme manx, y,.z zy u dur) Elimination aus den 
Gleichungen: 

Ax + By +Cz „Du =E — Ar, 

Ax+By +(Cz +Du=E — Av, 

Ax+ By+C7a+Du=E—Wv, 

A”x}$ B"y+ C”2+ D’u=E”— X”, 
wodurd man Ausdrücke von der Form 
Mvr—-L. Mv-—L M’v—L”: M’v — LI” 
N y- N >» x = N” 
erhält. "Dann beftimme man (6.) v fo, daß diefe Werthe 
von x, Y, Z, u ganze Zahlen werden. Die Aufgabe 
fann unmöglich werden, . welches fich "beim legten Theile 
der Auflöfung jederzeit zeigen wird (4.). 

Hat man m—n Gleichungen mit m unbefanneen. 
Größen; fo nehme man n — 1 unbefannte Größen als 
befannt an, und bringe die Gleichungen auf die vorige 
Form; fo hat man m—n Gleichungen mit m — (Apr 1). 
—_m—n+1 ynbefannten Größen, die man nur wie 
vorher auflöfen Fann. Fir die als befannt angenomme— 
nen Größen Fann man dann alle ganze Zahlen fegen. Mur, 
wenn die gefuchten Größen auch alle pofitiv feyn follten, 
würde dies noch eine Befchränfung erleiden. Allgemeine 
Formeln würden ſich nur mit großer Weitläufigfeit geben 
laffen. Einige Beifpiele werden. dag un deutlich 
‚machen. 


9. Die gegebenen Gleichungen ſeyen z. B. 
3x + 5y + 72 = 560, x + By + 492 = 2920; 
3x + 5y = 560 — 72, %x + By = 2920 — 49; 
72 — 3x = 60, 142 — 5y’ = 6%, 
wenn many’ — — yfest. Die erſte gig giebt: 
260 +9 =3.0 + 9) * 
Dies in die zweite geſett: 
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2 — 5° = 620; . 
pP = — 10 + 5y = 5. 243 + vw) = 5w, 
Folglih — 15, und — der beiden a Glei⸗ 
chungen: 
x 3 —— = 14 —4. 

Will man nur pofitive Werthe; fo muß feyn 
ES FETT 

d. i. >o, v"<3, alfo bloß y == 1, — 
Dies giebt: 

x — 18, y 82, 2 — 15; x=50,y=4, 2 — 30 
fuͤr die moͤglichen Aufldſungen unſerer — in ganzen 
poſitiven Zahlen. 
10. Hat man die Gleichung 

| der By + 72 50; 

fo erhält man fry— — y'; 


5x By =0-m2=4,p=3, q>2% 


Die Anzahl der Glieder bee Keftenbeude, ohne Ruͤckſi cht 
auf die Ganzen, iſt ungerade. Alſo 
x — 3,(50 — 72) a a — + 59, 
oder 
' xz=2z +89 — 150, y= 10 - 142 —5p,'. 
wo für 9, z alle ganze Zahlen geſetzt erden fönnen, Ber: 
langte man nur pofitive Werthe; fo müßte 
212 + 89 5 150, 142 + 59 Z 100° e 
ſeyn, woraus ſogleich folgt , daß immer 99 Z = 100, 
P<2O ſeyn muß. Da 42z + 169 3 300, 422 
+ 159 < 3005 fo folge durch Subtraction 9 Z 0. 
Afo kann p nur pofitiv, und * > 20 feyn, Die 
Gränzen von z wären 


300 — 169 300 — 15 
42 


und ——— — 

deren Unterſchied — Z, alſo noch feine ganze Einheit be— 
traͤgt, da p nicht > 20 werden kann. - Daher kann znur 
zwiſchen diefen beiden Brüchen enthalten feyn, wenn einer 
derfelben, für p nicht > 20, eine ganze Zahl wird. Loͤſet 
man nun jede der Gleichungen 
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150 — 8p = 2iy, 100 — 59 = 14 w: i 
21y — 89’ = 150, 14y — 59’ = 100, 
für 9 = — p, in ganzen Zahlen auf; fo erhält man für 
bie erfte, 
9=— v0 2X, 

und für die zweite: 

= — 9 = 30 — 14X. 
Die pofitiven Werthe von p, welche nicht > 20 ‚ find al: 
ſo — 3; dy=6, — 2. Die or von 2 
wären nach den obigen Formeln 6, 64,5 44, 55; — 42, 
0, Alſo hat man folgende zufammenftimmenbe Werthe: 

9=3,6,90;52=6,5,0; 
— folgende Aufloͤſungen in poſitiven ganzen Zahlen: 
z=0,3, 105 y=.1,0,0; »2==6,5,0. 
11. Hat man die Gleichungen 
‚ x+y+z+v=10, ir Ehre 
fo erhält man durch Elimination leicht 
3z = 100 — 19x — 9y, 
Folglih, wenn man durch 3 dividire: 


=8-h-y ii 





3 v 


Alſo muß 25 eine ganze Zahl fepn. Deshalb ſete man 


x — 1=3,x=3t+ 1. 





Dies giebt 

x — 3t +1,y=y,2=27-—-1I —3y, 

v1 - x — y—z=7+ 2y + 16t. 

Sirt — 2 würde z negativ. Alfo kann man nur t=o, 
t—1 feßen. Für den erften Fall erhält man x —1, 
y=y, z=7—3y, v=72+2y, und frt=1: 

x=4,y=yı=8—3y, v=88 + 2y. —— 
Im erſten Falle darf man alſo nicht > 9, im andern 
niht >2 nehmen. Dies giebt im Ganzen 13 Auflöfungen 
in pofitiven ganzen Zahlen, wenn man nur auh y==ofegt. 


- 12. Die hier angewandte Merhode iſt eine andere als 
die vorher gebrauchte. Iſt fie auch nicht. fo allgemein als 
“jene, fo wird fie doch auch zuweilen mit Vortheil ange: 
wandte. Sie rührt von Euler her, und bejteht vorzüg- 
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li darin, daß man mit den Eoefficienten der zu finden: 
den Größen fo lange dividirt, als es angeht, den bleiben: 
den Bruch, welcher ſich auf eine ganze Zahl bringen laſſen 
muß, einer ſolchen, die man in die Rechnung einfuͤhrt, 
gleich ſetzt, und hiermit ſo lange fortfaͤhrt, bis kein Bruch 
mehr vorhanden. 
‚13. Seyen, um dies noch durch ein Beiſpiel zu erlaͤu— 
tern, Zahlen zu 2. ‚ welche, durch 11 dividirt, 3, 
durch 19 dividirt, 5 zum Reſte laſſen; ſo hat man die 
Gleichung | Da 
11x+ 3= 19y +5, 11x. = 19y +25 


8 e 
E =y+tPB 





x=y+- 





y-p+! Part 
2qg+2 
3 





p=2q+ == 2g+ Tr; 


gq=zr—-1 + -=r—1 + 55 

r=2s. 
Alſo, durch vidwärts gehende Beftimmung 
r=3,9q=35s—1,p=8—2?2,y=11s—3, x— 195 — 5, 
und folglich die Form der gefuchten Zahlen — 11x +3 
— 2095 — 52. Die Fleinte pofitive Zahl erhält man 
=157 für s 1. 


Viele nach dieſer Methode berechnete Exempel ſ. m. 
im zweiten Theile von Eulers Algebra. Kap. 1. u. 2. 
Auch vergl. m. die Artt. Alligationsrechnung u. Regel (1.), 
wo auch einige hierher gehörende Erempel vorfommen. 
+ 414. Dan habe jegt eine Gleichung mit zwei unbekann⸗ 
ten Größen, von denen Die eine den erften Grad nicht 
überfteigt: 

| o=athx+tay+t cx? + bay 

+ dt + ey ex + dr’yt... 

ſo ift 


a+ bx + cx? + dx? ext — 

a+bx + 62 — — 

Um alfo unfere Gleichung in ganzen Zahlen aufzulöfen, 
muß x fo beftimmet werden, daß der Dienner diefes Bruchs, 


— — 
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den wir durch q.begeichnen une ‚ im Zähler p ne 
' Man hat alfo 

p.=a-4tbx + cx? + dx? + ex* — 

g=a+bx+ ex’+ dx + ex’+. 
Aus diefen beiden Gleichungen eliminire man x, . wodurch 
zwiſchen p, q eine Gleichung von der Form 

o=A+Bp+Cg +Dp’ 4 Epq + FQ? + Gp +. 

erhalten wird. Die Eoefficienten diefer Gleicpung fi nd 
ganze rationale Functionen vona, a, b,b, c,c, nf 
f. (Elimination. 10. ff), Da nn y=— n iſt; fo 


fp=— qgy; welches, in vorhergehende Gleichung ge: 
ſetzt, giebt? 


 o=A—Bgy + Cy + Dyiy? — Egiy + Ft — Ga’ys +, 


Ale Gliedkr diefer Gleichung, außer A, enthalten q alg 
Factor. "Sollen daher q, y zugleich ganze Zahlen feyn; 
jo muß q in A aufgehen. Man fuche daher alle Theiler 
von A (Theiler einer Zahl. 1. 11.), und fege nach und 
nach jeden derſelben für q in die Gleihung 
q=a + bx + ck?’ + d’x® +. 
Ale Gleichungen, welche man hierdurch erhält, loͤſe man 
auf, und ſetze die ganzen rationalen Werthe von x, ſo 
viel man deren erhaͤlt, nach und nach — x; ſo werden ſich 
leicht diejenigen ergeben, fuͤr welche — — eine ganze Zahl 
wird. Es erhellet leicht, daß man hierdurch alle Auflö- 
fungen unferer Gleichung in ganzen Zahlen erhalten muß, 
fo wie denn auch die Anzahl diefer. Auflöfungen jederzeit 
befchränfe feyn wird. 
Mrur ein Fall läßt ſich nach IR — nicht be⸗ 
handeln. Iſt naͤmlich 
45 bx 4 cx? 4 dx’ + 
ee ee 
fo daß b’ = —ſ der Gleichung 
1* a’ fein x mehr enthalten, und fie kann alſo nicht, 
wie Die Methode verlangt, nach x aufgelöfer werden. Man 
muß in dieſem Falle x in ganzen Zahlen fo beftimmen, daß. 
a hx + ox + dı’ +... 
durch a’ theilbar wird. Seyn ein folder Werth von x; 


* 
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fo erhellet mittelft des binomifchen Lehrfages leicht, daß für 
jedes ganze w.auh n + ua’ ein Werth von x feyn wird. 
- Dun erhellet aber.leicht, daß, indem man bloß auf die ab: 
foluten Werthe der, Größen Nüdfihe nimmt, wenn n > 
4a’ wäre, u fih immer fo beftimmen läßt, daß + ua’ < 4a‘ 
iſt. Man hat nämlich, immer bloß die abfoluten Werthe 
betrachtend, Hierzu die beiden Bedingungen : 
.. n — ua’ <Y4a,n— una >o; 

woraus fich Teiche ergiebt; 
„>z-hn<z: . 


Iſt nunn’ ein folcher Werth von x, weldher < ta’; fo 

ift für jedes ganze ww’ überhaupt | —J 

| | n=n + ua, on 

Daher. verfuche man bei allen ganzen Zahlen, welche rüc- 

fihtlich ihrer abfoluten Werthe niht >+a’ find, ob, wenn 

man fie für x feßt, a+bx + ex? +dx? +...durha - 

theilbar wird. ind nun n’, n”, n”, u. f. f. diejenigen 

unter denfelben, bei welchen dies eintrifft; fo find 
n„"tua,n ua,n” tu”a cα. 

überhaupt die gefuchten Werthe von x. 

Diefe Merhode lehrt Lagrange in den Zufägen zu 
Eulers Algebra.$. IV. T. II. p. 383. der franzöfifhen Aus: 
gabe von®arnier (Paris. 1807.), und den Mem. de Ber- 
lin. 1768., wo auc noch Mittel gelehrt werden, die Auf: 
löfung zu erleichtern. 2 | 

15. Die gegebene Gleichung fey z. B. xy+ax+Py 
*3 
ax — y 

aß 7 P— ug >20. 
Sey nun £ ein Factor von od +7 ſo iſt 34x—, 
x—_f—Pß; ; 
Bee ner ea, 





y=- 


‚pzsx—-yg=P+t% 


alfo für jeden Factor von «aß + y eine ganze Zahl. Sind 
demnach f, g irgend zwei Factoren von ad + y= Is; 
fo ift immer 
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efahy=- 0m. 


eine Auflöfung Zahlen unferer Gleihung in ganzen Zehlen. 
16. Die m... ſey: 

a+fytY= a7; ; J 

ſo iſt ta 


x“ + | 
ya-7— Krsatna=s-n 





; fryi—ip—ug=o. 
Sey nun eß + == fg; Pr ift 





__P_ _ B-NtnN__eftrlmef_0—g, 
—— a Fan — ae u? — 


Alſo möffen: die — „g ſo beſchaffen Ben daß bie 
Be 
— — f a 8 . ’ 
By: u ee ° 


ganze Zahlen find. 
- Hat man 3. D. bie Gleichung 
‚ 2x + 3y * 18 = day; 
ſo it + = 6+ 90 = 96. Aber +1. 
+$6—+4+2.+8 = +3.+N2 —+44.+4—= 
.+6.116= +8.+12, und 




















we no; 
— — ee} 
ırS_ 7, Er , 
DE ng, >= _ 9 

3 + 12 5, — — 

Demnach hat man folgende Auflöfungen in ganzen Zahlen: 

x=—9,—1, 0,1, 3, 7; 
y- 0, — 2, — 6, 10, 2, 1. 


17. Die vorigen Erempel find zum Theilvon Euler ent- 
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lehnt. Die nach Lagrange mitgetheilte allgemeine Aufloͤ⸗ 
ſung (14.), welche immer ſicher zum Zweck fuͤhrt, hat Euler 
nicht. In beſondern Faͤllen kann man zuweilen fürzer ver: 
fahren, wenn man, auf ähnliche Are wie (11, 13.), aus 
dem Bruche für y die Ganzen durch Divifion ausſondert⸗ 


Iſt z. B. 
| yıreı+y49 
bie gegebene Gleichung; fo en man’ 
„zu—- + 26, 
Se — —— 1 
Alſo muß x— 3 ein — von 26 ſeyn. Die Theiler von 
26 find aber +1, +3, +13, +26. Dies Br 
> — 4 N y= 2175 





J 


s-3— +1; 


23* x=5 y-7_ 
x-23* Ein. —— 
x — 3 +13,% >16 ı y=-—-15 


32410 y=7; 


= x= 9 y=-29 


als Auflöfungen in in ganzen Zahlen. WIN man nur pofitive 
Zahlen; fo erhält man nur: | 
zu, 5jy= 231,7 e 
18. Sey nun 
reed 
die allgemeine Form einer Gleichung des zweiten Grades 
mit zwei unbefannten Größen. Man foll diefe UND 
in rationalen Zahlen auflöfen. 
Loͤſet man fie nach y wie eine quadratifche Gleichung 
auf; ſo erhaͤlt man fuͤr 
ce? — Affe, 2ee — 46f — 4, eꝰ —Adfimy: 
fy+ex+c= Ya + px + x 
Man fieht alfo, daß die Aufgabe darauf zurückfomme, x 
fo zu beftimmen, daß V “+ #x + yx® rational, oder 
& + Px + yx? ein vollfommnes Quadrat wird, weil 
dann offenbar y, weldes in obiger Öleihung nur in der 
erften Potenz vorfommt, ebenfalls durch einen rationalen 
Ausdruck beftimme wird. 


19. Man fetze alfo 
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a+ktnt= 2; 
fo erhält man. diefe Gleichung nach x ——— ir 
Yy=A,ß —dy=B: yı HP = Yav? £B, . 
fo daß alfo unſere Aufgabe ferner darauf reducire ift, v 
fo zu beſtimmen, daß Av? 4 B ein vollkommnes Qua⸗ 
drat wird. 
20. Hierbei iſt nun zumächft zu bemerfen, daß, wenn 
A oder B einen quadratiſchen Factor hat, derſelbe unbe: 
ſchadet der Allgemeinheit weggelaſſen werden Fann. Wäre 
| nämlic) A — m2A, B=n2B, und es wäre em Werth 
v’ von v gefunden, für welchen Av: +B’ ein vollfomm: 
nes Quadrat iftz fo fege man v—= —v‘. Dann ift Av? 
+ B=n2(A’v’2+B’) ebenfalls ein vollfommnes Qua: 
‚drat. Wir wollen alfo annehmen, daß A, B ſchon von 
ihren quadratifchen Fattoren befreit ſeyen. Dan braucht 
nur die Werthe von v’ mit = zu multiplieiren. 


21. Sest man nun v — gr WO Pr q ganze Zahlen 
find; fo wird 
A:2+B= SE, Sp FB. 


und Av? + Biift ein vollfommnes Quadrat, wenn Ap2 
+ Bq? esift. Demnach) ift die Aufgabe jest auf — 
reducirt: 
p und q in ganzen Zahlen fo zu beſtimmen, daß Ap? 
+ Bq? ein vollfommnes Quadrat wird, oder, was daſſel⸗ 
be fer die Gleichung 
. Apr 4 Bqꝗꝰ 2 

in ganzen Zahlen aufzuloͤſen. 

22, Man kann hierbei Folgendes annehmen: 

a) p, q, z haben feinen gemeinfchaftlichen Far: 
for, weil, füirp== hp’, q=hg’, z==hz', man dur) 
Divifion mit h2 leicht 

Ap? + Bf? =? 
als aufzulöfende Gleichung erhalten würde. 
b) Nicht zwei der Größen p, q, z haben einen 
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gemeinfchaftlichen Factor. Denn fürp=hp', q= Ba F 
‚wo h eine — ſeyn mag, erhielte man 
= (Ap’? + Bg’?)h?, 


> und eg wäre alfo, gegen (a), auch z durch h theilbar 


(Zahl.1.5.). Wäre dagegen z.B. z=—hz’ P= hp‘; fo wäre 
(2? — Ap’?)h? = Bgq?, 

und Bg? hätte folglich den quadratifchen Factor h?.. Aber 
q ift mit p, z relative Primpahl (a), kann alfo nicht den 
Sactor h, und folglid auch q? nicht den Factor h? haben 
(Zahl. J. 2.). Alſo muß h? ein Factor von B feyn (Zahl. 
17.), welches nicht möglih, da B als von allen feinen 

quadratifchen Factoren befreit vorausgefegt wird. 


c) Ferner ſind auch A, q relative Primzahlen. 
Denn fir A = hA’, q— hg’ wäre | 
| 2? = (A'p2 + Bhy’®)h. 

Folglich hätte z2 mit q den Factor h gemein, fo daß alfo 
offenbar auch z und q entweder h felbft, oder einen Divi: 
for von h, als Factor gemein haben würden, gegen (b). 

Eben fo überzeugt man fich, daß auch B, p relative Prim⸗ 
zahlen ſeyn muͤſſen. 

23. Man nehme nun an, daß der Eoefficient A nicht 
< Bfey, wobei, wie immer auch im Folgenden, nur die 
abfoluten Werthe der Größen berückfichtige werden, und 
gebe ver Gleihung die Form 

2? — Bq? = Ap?, 
welches offenbar verftatter ift, da die Gleichung in Bey 
auf p und q ganz einerlei Geftalt hat. 


24. Wäre un die Öleihung in ganzen Zahlen auflös- 
bar, fo daß ſich für z, q ein Paar ganzzahlige Werthe 
M, N finden-ließen; fo müßte, da A, q, d.i.A, N, re: 
lative Primzahlen ſind (22. 0.), auch die Gieichnug 

' M=Nn — Ag’ 
des erſten Grades mit zwei Unbekannten n, q’ in ganzen 
Zahlen auflösbar feyn (1.), welches für jede zwei Werthe 
M, Nvonz, q gilt. Man fege daher-überhaupt 
z=ng— Ag 


won, gq zwei neue unbeftimmte Größen, ebenfalls ganze 
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Zahlen, find. Setzt man dies i in unfere Gleihung; er er⸗ 
haͤlt man leicht: 


— 
I ZAT — 2ugg + Ag? pr. 





Es muß alfo azar „d. i., weil A, q relative Prim: 
zahlen find (22. c.), —— > eine ganze Zahl ſeyn. Waͤ—⸗ 
re ein Werth von n defünven , für welchen diefer Bruch 


eine ganze Zahl würde; fo.wäre 
2 = ng — Ag, 





wog willkuͤhrlich ift. 
25. Wir bemerfen hier‘ befonders, daß man für nm 
nur alledie ganzzahligen Werthe zu fegen braucht, welche LA 
nicht überfteigen. Sind nämlih n’, n”, n”, 1. * f. 
die Werthe von n, welche +A nicht aͤberſtegen und 
— B durch A theilbar maden;. fo find auch n’ + wA, 
n” + w”A,n”+w”A, x. Werthe vonn (14.). Dies, 

in die Formel 

(a? — B)gq? — 2Angg’ + Ar = ap’ » 

(ng — Ag)? = Be = Ap? 
geſetzt, giebt: | 
Ing — Ad’ F up]? — Bag? = Apt, 
welches, dag’ ganz willführlich, von 

I (ng — Ag)” — Bq? = Ap? 
nicht. unterfchiedenift. Man wird alfo fürn alle ganze Zahlen, 
welche 4A nicht uͤberſteigen, ſetzen, und verſuchen, ob 
eine ganze Zahl wird. Findet ſich unter dieſen 
Wathen kein genuͤgender; ſo iſt die gegebene Aufgabe in 
rationalen Zahlen nicht aufloͤsbar. Finden ſich aber im 
angegebenen Intervall genuͤgende Werthe von nz; ſo rech— 
net man fuͤr jeden derſelben auf folgende Art weiter. 


26. Syn? — B AA’z?, wo x? der größte in’ 
Ä ; ſo iſt 

Aæꝗꝰ - Angg + Aaꝙ pꝰ, 
woraus, wenn auf beiden Seiten mit A’? multiplicirt, 


u dann auf der linfen n?q’ addirt und wird; 
. e 
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Ag ng)? — “ — AA’r’)g? = A’x?p?, 
d. br für Az?2g—ng =z, pn 
“22 — Bg’? = A’p’? 
wo K, B ſchon von ihren quadratifchen — befreit 
ſind. Kann man letztere Gleichung in rationalen Zahlen 
aufloͤſen; ſo geben die Formeln 
p=p,Argong=r,zeng— Ag 


| auch rationale Werthe für p, q, z, wenn auch nicht im: 
mer ganzjahlige, welches aber auch die Aufgabe Bit jur 
- Bedingung madıt. 


\ 


| 27. Iſt der pofitive Werth des Coefficienten A’ 
eine Quadratzahl — A?; fo ift, für pP? — Ap' die 
Gleihung von der Form 
7%? — p”? = Bq’?. 


Iſt aber der pöfitive Werth von A’ Feine Duadratzahf, alfo 
ah >1; fo rechnet man, wenn derfelbe zugleich auch 
noch >B if, auf folgende Art weiter. Zunaͤchſt ift nam: 
lich ju merfen, daß immer AT A ift, weil, auch im 
ſchlimmſten Falle ,wenn B negativ, — — B, wäre 
n?— B = a +8 

Ax? Ar? 








— eier + Az? — 4) 
d. i. A< immer bloß in Bezug auf die poſitiven 
Werthe von A und A, Man wird alſo nach dem obigen 
Verfahren aus der transformirten Gleichung 


q’2 — Bq’? — A’p’? 


eine ganz ähnliche neue Gleichung ableiten Fönnen, fo daß 
man durch Daffelbe eine Reihe Gleichungen von der Form 


’ 
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22 — Bg? == Ap?, . 
2? — Bf? = A'p”, 
” — Bg’? = A”’p”?, 
2 — Bg? = A”p” 

| fee 

erhäft, in welchen A, A’, 7 WAR CR f. f. eine abneh—⸗ 
mende Reihe bilden. Dadurch muß man nothwendig ir: 
gend einmal auf eine Gleichung 

2,2 — Bg,? = Cp,? 

fommen, in welcher C<B if. Aus dieſer Gleichung 
leite man wie vorher wieder eine aͤhnliche von Glei⸗ 
chungen ab: 


Fi 
N 


2° - op: = Bgq,? Ri 

2,2 — Op? =Bidgi?, | 

z”,2 — Cp”,? = B’g”,?, 

272 — = Bd", ’,; 

uff uf. f- 
wo wieder B, B', B’, B”, u. ſ. f. eine abnehmende Reihe 
bilden, und man ao enf eine Gleihung 
=Dg,? 
fommen muß, in — D<C, woraus man dann wie: 
der ableitet; 


— Cp,? 


1 — Da.⸗ — Cp., 
2,? — Di,’ — CP’, 
⁊2 > Dg”,? — C’p”,? r 
— ⁊2 — Dg’””,? — C”’p’”,? 4 
u. ſ. f. u. ſ.f. 


wo auch C, C, C”, C”, u. ſ. f. eine abnehmende Reihe 
bilden, und man alfo endlich auf 
2,’ — Dg,’ = Ep,? 


| gefüßet werden muß, wo E<D. Sn den Steigungen 
z? — Bq? == Ap?, 


” — Cp,? 


“2 — Da,’ 


= Bqu’s 


= Cp,’5 


;” — Ep,? = Dg;2, 
u.ſ.f. u. fi f. 
. bilden nun auch A, B, C, D, B, u. ſ. f. eine abnehmen⸗ 
de Reihe ganzer Zahlen, fo daß man alfo "> diefe Ope⸗ 


\ 
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ration irgend einmal auf einen Coefficienten —= 1, d. i 
auf eine Gleihung von der Form 
— a GE Bu 


geführt werben muß, eben fo, wie in dem * Falle, 
wenn ein Coefficient eine vollkommene Quadratzahl iſt. 


28. Um nun letztere Gleichung in rationalen Zahlen 

aufzulöfen, zerlege man A in zwei Factoren a, , , , wel: 

de, da A, wie aus dem Obigen erhellet, Feinen quadrati= 

fehen Sactor enthalten kann, immer relative Primzahlen 

me werden. Setzt man nun auch p, — ne; fo man 
IE FIN 


* die Gleichung wird aufgelöfe feyn, wenn man z,q 
aus den Gleichungen 
& + zamın — = Pje* 
beftimmt, woraus: | | | 
= an? = ß,e? 


— 2 
, . ne 


se, e können willkuͤhrlich angenommen werden. Enthiel— 
ten die Brüche vielleicht den Bruch +, und wären alfo feine 
ganzen Zahlen; fo fee man 
rt ‚pP = 2m, 
weil dann | 
arg? = 2m 2er arßın (ame), 
d. 1. z,2 — q.? — Ap,? ift, wie verlangt wurde, 

29. Diefe Auflöfung der Gleichungen des zweiten Gra⸗ 
des mit zwei Unbekannten hat dem Weſentlichen nach eben 
fo Lagrangẽe gegeben (Mém. de Berlin. 1767. Elem. 
d’Algebre par L. Euler. Nouv. ed. Paris. 1807. 
T. II. p. 388. Addiinns. $. V.); fo wie auch Le⸗ 
gendre (Theorie des nombres. Sec. ed. Paris. 1808. 
$. III.) mit einigen Abweichungen. Methoden, dur) 
welche die Aufföfung noch vereinfacht wird, ließen fich hier 
in der Kürze nicht beibringen. 

30. Seyer 3. B. Zahlen von folcher Befchaffenheit zu 
finden, daß, wenn man von ihrem doppelten Quadrate 2 
ſubtrahirt, der Reſt ein vollkommnes Quadrat ſey. Es 
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muß in diefem Falle 202 — 2 ein-volfommnes Quadrat 
werden, und man hat für v— folglich die Gleichung 
| 2p— 249 22, 22 + 2q? = 2p?. 
Alfo muß Io eine ganze Zahl feyn, und mar braucht 
n’nicht > 1 zu nehmen. Demmdn—o, A —1, 
» 1, und folglich die transformirte Gleichung: 
Ä 22 > 2° =p?, 2? — p?=— 2g°. 

Da nun — 2 — — 2.15 fo fe no, =—?ı 
ß, =1, und man hat: E 


⸗ — 4 an! m eo? — 
— 


Aber (26.) — 
xp = p, A'xꝰq * ng =2,z=ng— Ag. 
Afop=p, az, di. 
m te  __m—e _Pp _ 2ntte 
, 2 ‚ I= — — — —o: ". 
Fuͤr — 1,0 — 1 iſt — 3, I? — 2—2.99 — 
— 16 ⸗42. Fuͤr —⸗2, 0 3 iſt ⸗¶ — 17 
202 2576 Mr, — 
31. Zwei Quadratzahlen zu ſinden, deren Summe ein 
Quaͤdrat iſt, ſetze man | | 
P?+?=2,2—g’=p*. nr ® 
Der Eoefficient vnp t—=1=1.1. Mo, =1, 
P;,=—1, und I 


BEER, z 
p=7%,]” 35 oder p=?2ne, g=n’—e. 


32. Sey x ſo zu beftimmen, daß 7 + 15x + 13x? 
ein vollkommnes Quadrat wird. Hier ift (19.) a = 17, 
B== 15, y=13, u 52 — 22 .13, B=—139. 
Alfo-i3v’? — 139 zu einem Duadrat zu machen, oder 
2? — 13p? = — 139g? 

die aufzulöfende Gleichung. Es muß alſo nz eine 
ganze Zahl feyn, wobei n nicht > >. Dies ift der Fall 

ie n — 4, wodurch obigr Bu — — 12 —=— 
3.2. Alſo A — —3, 22, und 

22 — 13p? — — 3gq’?, oder 2? + 3g? = 13p'*, 


no. 





> n 
An? te?’ ._ 
ee ——— — 
> ’ 
— 





— 
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bie neue ie Gleichung ‚ voo alfo, fürn’ nihe > N, der Bruch 
” eine ganze Zahl, feyn muß, welches der Sal für 
n"=6, wodurch dieſer Bruch — 3 — 3,12. Alfo 
A = 3, 2 — 1, und die neue Gleichung 
2" 2 + Ss == 3p”?, 
Folglich muß wieder —Z, fur n nicht >23, eine ganze 
sont feyn, welches der Fall für n"=o, wodurch dieſer 
Bruch — 1 1.512, d. i. a =, X *1, und 
folglich 
D =? 4 3g’"? = p"”"?, oder 7"? — p 39 
anın — 3— —3.1, alfo u=—3, 1 
iſt; fo ift 








ı” ut, ertnt, g=m. 
Fuͤr S 1 und 13. B. if 
2 =—1,p” = —2,g"=1. 


Die allgemeinen Gleichungen in (26.) 
pap,Arg—nf=ır,amng—Ag 
geben aber: 








P=pPr,=M, ="; 
= — 2, — = — 33 
'_p”, g=* „8 U r=6g - 139°; 
=—2, a =>—5 
ı=d, p= tur ‚2 =4p + 1395 
=}, =%5 =%. 
Folglich v — ⸗— 20 und y —⸗ 4v — 44. 


Es iſt 52v? — 139 = (7). Endlich ift 2yx + P 
=V Av’ + B B, d. i. 26x4 —53— GW, woraus x 
— — „5, ber x — — 443. Dies giebt 7 + 15x 
+ 13x? == (24)?. Setzt man fürn, g andere Werthe; 
fo erhält man auch für x andere Werthe. Lagrange be⸗ 
handelf dieſes Erempel nicht ganz eben fo. 

33. Sollte 2312 — 5 ein volftändiges Quadrat wer⸗ 
den; ſo hat man 

23p? — Ag? = 22, 22 + 5g? = 233pt. 
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Alſo muß 7 2* Zahl ſeyn, für n nicht > 2. Dies 
ift der Fall für n—8, wofür obiger Früh == 3 
3.1. Alſo A — 3, x—1, und zZ? + 5g’?=3p'?, 
2? — 3p'? = — 5g’? die neue Gleichung. Alſo muB 
— eine ganze Zahl ſeyn, für n nicht > $. Ein fol- 
cher Werth von n’ eriftire aber nicht, und daher kann 
23v2 — 5 nie ein vollkommnes Quadrat werden. 

34. Hat man. einen Werth 1. von x gefunden, für 
welchen © + Px + yx? ein vollfommnes Quadrat wird; 
fo laffen fi) daraus auf folgende Art leicht andere. Werther 
ableiten. "Man fege nämlib x — 14 y; fo.mwird 

e+ xt =e+tAl+t+ + @+UDy+tYY? 
‚=P+P+WDy+W° 

wenn wir «+ Pl-+y1?, welches ein vollfommnes Quadrat 

if, —f? fegen. Die — aus dem gefundenen 


Ausdrucke ſetze man — f+ —y; fo wird derſelbe 
r4 ey hr. | 
Alſo, wenn man ke auf beiden Seiten aufhebt, und durch 
y dividirt: 
At rl +n=% * Ey: 
hi2fg — h(# + 2yl) 
yat — g* ’ 
_ Ih? — 8°) + hi2fg — h@ +21. 
dh 
wog, h * voͤllig unbeſtimmte Groͤßen ſind, und 


t=- Ye tar pre 


1* 


iſt. | | 

35. Durch diefe Methoden laffen fih nun zivar alle 
Gfeihhungen des zweiten Grades mit zwei Unbefannten in 
rationalen Zahlen auflöfen ; fie find aber nicht ausreichend, 
wenn man nur ganze Zahlen verlangt. Die Unterſuchung 
über diefen Gegenftand hängt fo unmittelbar mit der Ent: 
wicelung irrationaler Duadratwurzeln. in. Kettenbrücde 
... 28.) zufammen, daß darüber hier zunaͤchſt 
noch Einiges vorausgeſchict werden u 


—⸗ 


me 0 ei, Pos 
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36. Die Aufgabe, irgend eine irrationale Quadrat— 


wurel VA in einen Kettenbruch zu entwickeln, — 


wenn die in den Groͤßen 
—— ER 
enthaltenen groͤßten Ganzen reſpective durch 


a, a, a“, a““, a —— 


bezeichnet werden, darauf zurück, bie Größen ** — 
Kr .r.. den —— | 


[73 1 [73 [273 1 
Yza+-,s=e Er rem — 
gemaͤß zu beſtimmen, weil dann 


a 4 2 
— 
a” + a7 E 
Man erhält aber leicht: 
— — 1 ——— 
777 * u —— m, — 7 u ee „I DE 


und, wenn man Zähler und Nenner des erften Bruchs mit 


VA a multiplicer: 


_a+yA _Q'+YA 
x— le: ae 


A — a?’ 





A— . 
1 
Sept man nun dieſen Werth von x in den Ausdruck 
für x’, und multiplicire immer Zähler und Nenner mit ei: 
nem folchen gemeinfchaftlihen Factor, daß der Menner ra= 
tional wird; fo erhält man leicht: 








YA=@P- Q') —— a Q” — — 0”? pP’ ? 
7 — u Bet. 
es O0 aP — (0, "p Fr u 
Sr np= P’QrA+Q”) —— 
= YA-(@P’0% 7 FAQ” = * I 
In Nat „ m ı A— Q”2 
für Q — mein 
je Je * — P’«(yA+Q””) HT, 


a Ta 
für —— ap’ 0”, P"” = a — F 
u. ſ. f. u. f f- 
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Bezeichnen wir num durch das zwiſchen zwei Groͤßen geſetzte 
Zeichen < , daß die erſte das groͤßte in der zweiten enthal- 
‚tene Ganze feyn ſolle, und ſetzen de =o,P=1;%f 
haben wir: 





Q' =o, pP =.1, a <yA 
A f i 
Q za, = B a u rg, 
er FR * 
Q’ =apı _gq, Pr =: u £- +0 j 





777 DL rn ’ u A A * 
* = a”p” — Q a P ’ = I, a < reg 


u. ſ. f. u. ſ. f. F 1 390 

Für A 45 erhält many. B. füra, al, a',,.. die Wer: 
Re 

37. Sey nun ne ER 


IE 


und bie den drei legten Nennern entfpreihenben Partial⸗ 
werthe des Kettenbruchs ſeyjen , , Prt1 fo ift (Rt: 





gn—1 ’ ’ gn+1 
tenbruch. 5.), da offenbar + — — va if: | 
ya Pi + Pn—4 
a ne ie 
Set man nun — 
"A 


multiplieirt auf — Seren mie dem Nenner, und fon: 


bert das Nationale und Irrationale von einander; ſo er⸗ 
haͤlt man; | 


PnQn+41 + Pn-ıPn+1 qui = +gq-1 Pati -p}yA. 
Das Nationale kann aber dein Irrationalen Pr 
feyn, ohne daß 

 PaQn+4 +Ppn—ıPn+1 -—GpA=0o, guQn+ +01 Pati <pa>0, 
woraus durch Elimination; 
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. !(Pufag — Pitgn) Qua "= giga-gA — Papn-ı ; 
(Bngn—1 — Pu-a In) Pa+3 = Papa = aea 
Aber (Kettenbruch. 6.) 
Pngn—ı1 — Pn—1 In = 71, 
wo das obere oder.untere Zeichen gilt, jenachdem n gerade 
oder ungerade ift. , Alſo 
+ Qn+1.= Yngu—4A — PnPn—ı 5, F Pn+1 = PnPn — GngnA . 
38. Aus dieſen beiden merfwürdigen Gleichungen er: 
helles zunaͤchſt, daß Pur,» Quny, immer ganze Zahlen find. 
Da num (Kettenbruh#2.) 7 S <SYA, pıPı SqugqnA, 
P;Pı — q.q.A negativ oder pofit tiv ", jenachdem n gerade 
oder ungerade iſt; fo iſt klar, daß P,,, immer pofitiv iſt. 
Da ferner (36.) überhaupt | 
PnPa+1 = A — Qn+iQn+i ; 
‚PaPa+ aber, wie wir fo eben gefehen haben, immer pofi: 
tiv iſt; fo iſt immer | 
Qn+1Qn+1 <A, ° 
oder der abfolute Werth von Q,,, <Y’A, fo daß alſo 
die Bruͤche 
ET, — MER; 


alle pofitiv find. 

Es läßt ſich aber auch leicht zeigen, daß alle durch Q be= 
zeichneten Größen felbft poficiv fi an: Sey Q, pofitiv; fo 
ift, weil a, das größte in LS te — enthaltene Ganze, ift, 
offenbar 
an * FE, 2anPa>YA + Qu. 

Aber nach dem Vorigen — Alſo 2a. P. > 20, 
a„P„ > Qu. Folglich auPn — Qu, d. i. Qny, Gb. ), 
ebenfalls pofitiv. Da nun Q’ = a pofitiv iſt; fo find es 
auch) 2 * 0”, u. ſ. f- 

39. Da nun immer Q,< VA; fo koͤnnen die durch 
Q bezeichneten Größen die Größe a nie überfteigen. Weil 
aber nad) (36.) 





On 4 Qu4 1 = an Pa 


Unbeftimmte Analytik, 443 
ift; fo kann a,P,, folglich auch ſowohl a, als P, die Größe 
2a nicht überfteigen. Alſo können die durch P, Q bezeich: 
neten Größen nur eine beftinmte endliche Anzahl von Wer: 
then haben, und aud vie Anzahl der Verbindungen je 
zweier diefer Werthe unter einander kann nur endlich ſeyn. 
Der Kettenbruc für die ierntionale Größe YA läuft aber 
natürlich ing Unendliche fort. Daher muß jederzeit irgend 
eine Combinafion der Werthe von P nnd Q, d, i. einer 
der Brüche | | — 

A F A r A * 

, DET MAL, . — — 5 

einmal wiederkehren. Dann kehrt aber, auch offenbar eine 
gewiſſe Anzahl vorhergehender Nenner in derſelben Ord⸗ 

nung immer wieder, ſo daß alſo jeder Kettenbruch, wel— 
cher eine irrationale Quadratwurjel darſtellt, periodiſch iſt. 


40. Um den Anfang der Periode näher zu beſtimmen, 
wollen wir fegen, daß he ſey, fo daß 
Anrı Z Anzirı? und folglich auh Q,,, —=Oülir 
Po Pu, if. Nunift@6) — 
Qn+1 = anPa — Qu; 
PnPn+1 = A — Qn+ıQn+15 
On+i+4 = an+iPan+i — Qa+is 
Pa+iPapirs = A — Qui Qntitt re 
Folglich nach der Annahme : Ä | 
PaPn+4 = A — Qn+1Qn+41, PntiPn+4 = A — On+4 Qn+1; “ 
woraus unmittelbar folgt, daß Ph, — P,+iift: Alſo iſt 
Qnti = an Pa — Qa, Qnt+ı = autiPa — Qatiy 
woraus durch Subtraction: | IN 


— Oh+i EN 
Sorten — Anti _ = 


oder, weil P, == Pı+i ft: 
QOn+i — On 
- Pa+i 

Es ift aber ferner (37.) 
= Gn=1QRa + Ga 2 Pu = Pı-1» Qu = — — —— 


Da nun EL ein Näherungswerth des gegebenen Ketten: 


— Anti — ur 


Mn — en 


bruchs iſtz fo fann man = — 
in vorige Greigung —— — 


In 2 —r 


welches, 





a ⸗ * 


In⸗i 
— vaffiie Größe, daQ,nie>a ift (38.). Da nut 
nach det. Natur der Kettenbrüche q,_, < gu iſt (Ket: 
tenbruch. 5.); fo iffa— Q,<P,, wobei nur zu bemer: 
fen, daß fürn = o dieſe Relation nicht mehr gilt, in: 
dem dann fein q_, flart finden kann, übrigens aber auch 
a — ? — a, Pz==1 (37.), alfo nicht allgemein 
IST. iſt. Sürn=1lifa—0Q'=o, alfo noch 
anz eben fo hat man auch) a — Rari 
< Pure —* d — 
a— On < Pati, a — Qn+i < Pr, 
Da nun nie 0 > >a, Qu a ift (38.); ſo hat man, 
jenachdem Q ZQ iſt; 
Qui — On< Pachis On — —* > Bi 
In den beiden obigen Bruͤchen: 
= ne ‚SH — On | 
n-+i *. 
iſt alſo immer — Zaͤhler kleiner als der Nenner. Dieſe 
Brüche find aber den ganzen Zahlen a, — any, Oder 
2,4 — a, gleich. Alſo muͤſſen dieſe ganzen Zahlen = 0, 
d.h. es muß in beiden Fällen a, —a,.; feyn, wovon aber 
der Sal, won — 0, ausgeſchloſſen. Iſt alſo a. = 
Anzir 5 ſo iſt auch a, — a,4;, und man hat alſo, wenn 
irgend ein Menner a,,, einmal wiedergefehrt if, durch 
forrgeferste Anwendung obiger Schlußart: 


a ma ,am=a , 
nti ur E nti 


a — 40 ⸗a 
n-1 nti—1 n-2 nti>2 


u. ſ. f. "=a,,; aber nach dem Obigen niche a 
— 3. Man fieht alſo hieraus, daß der erfte wieder- 
kehrende Menner immer a iſt, und daß alfo die Periode 
immer mit a’ anfängt. 


41. Der dem Nenner a;_, enffprecheniber Partialwerth 


—2 


des Kettenbruchs ſey = , ber vorhergehende = ;, — 
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Der vollftändige a; entfprechende Quotient ſey a + 25 
fo ift 5.) | 
Pi—4lai+ 2 Pi—2 
ci reg 
Da aber a; der legte Nenner in einer Periode iftz fo ift of: 
fenbar z= YA — a. Alſo 

Be cd ae 

— ———— 





woraus 
| Ag. — a, a, — hin, 
=(p ,=@-aq: I 
ip nach einer fchon oben - * Schlußart: 
u. — (a, — a)p;_ Pe = 0, — 
Pan (a; = — = 0, 
woraus leicht: > 
Bi g., 
=. — a . —2, 
— — 


Da nun nach der Natur der —— immer gi. < 
4 iſt; fo ifta; — a das groͤßte in — dm enthaltene Ganze. 


Das in jedem Partialwerthe, alfo fer in letzterem, ent= 
haltene größte Ganze ift aber —a. Folglich a —a==a, 
32a, fo daß alfo das legte Glied der Periode immer 
— 2a ift, wie auch leicht zu berechnende Beiſpiele lehren 
werden. 


42. Setzt man a; = 2a in bie Sfeihung - 


BP... — a 


und dividirt duch gi. 5 fo erhält mans 


= :q. 
euch — 


9. 4;_ 


1 


Laßt man nun a; die Graͤnze der erfien Periode ſeyn; fo if 


a” + ... + 4. 


4 * 
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Nun if aber (Kettenbruch. 5.) | 


EN 
q =a, 


J FT 

a ER 7% ,,% 

GT Ting © 
oder 


13 2 du 
We + Js 
g 3 'q - ® 
1.4 i24 
q * q’ | 
— — 4 * 
q Tr 
q” Pr o 1 
— A 
F * 7 
‘=i, 


woraus durch fucceffive Subftitutions 











una — 
rt 
a . Lu 
rt 
. erhalten wird. Folglich nad) dem Obigen 
Dr % 
‚ 1 
wa 
a” 4 “es + — 
1 
RE. 
m 1 
i1 + 
u t..+ — 1 
a + 7 
ſo daß alſo die beiden Reihen 
eu were a 23 


* * 
„Ra. ,‚ @.. „sd ,;, Ay 
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identifch feyn müffen. Daher ift immer die Reihe der Glie⸗ 
der der Periode, ohne das legte Glied, einerlei mit der 
umgekehrten Reihe diefer Glieder, oder die Reihe der Glie- 
ber der Periode ift ſymmetriſch. Bei Y’45 ift die Periode 
‚ohne das legte Glied; 1,2, 2, 2,1. Das legte Glied 
ft=12=2.6, und 6 die in v5 enthaltene gan⸗ 
ze Zahl. 

43. Da nun (39.) fuͤr den mr . einer 

Periode 

| HQ,, ‚P; 


und a, —2a (41.), Qu = ‚ Pi aber ganze poſitive Zah 
len find, deren zwei erftere nie > a werden Fönnen (38. 
39.); fo ift Flar, daß Q; =Qu= =a, und Pi =1:- 
feyn muß. Aber (37.) 


+E un * RR 


alfo Pi, Pi-ı — 4-14, A ==+1, wo * obere oder 

untere Zeichen gilt, jenachdem ĩ — 1 gerade oder ungera⸗ 

de iſt, d. i. jenachdem i ungerade oder gerade iſt, oder 
— 1,1 i—1 rd r 


jenachdem a > oder <VYıh iſt. 


4. Se nun bie unbeftimmte Gleichung des zweiten 
Grades x? — Ay?— +1, wo A eine ganze Zahl iſt, 
in ganzen Zahlen aufzulöfen.. Es erhellet zunaͤchſt, daß 
A nicht negativ ſeyn kann, weil die Gleichung x? + Ay? 
— — 1 offenbar unmöglih, die Gleichung x? + Ay? 
— 1 aber augenfheinlih nur die Auflöfungen x — 1, 
y==ogeftattet. Auch darf A fein vollfommneg Quadrat 
feyn, indem für A = a? und x? — Ay — +1, 
(x+ay)x—ay)=+1, alox+ay=1, x—ay 
— 1 feyn müßte, woraus x — 1, y==o als einzige 
Auflöfung folgte. Für x? — Ay? = —1, hätte man 
eben fo (x 4 ay)(x — ay) — — 1, alſo x+ay==1, 
x— y=—1, ver xty=—1, xs—ay=Ht 
Im erften Falle erhielee man x 0, y— +, im an 

1 


vemx=0, Jy=—-—. 
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45. Sey alſo A poſitiv und eine unvollkommne Qua- 
dratzahl, und zunaͤchſt x? — Ay?— 44. Man ent-⸗ 
wickele nun YA in: einen Kettenbruch, und bezeichne ir⸗ 
gend einen zu a;_, gehörenden Partialbruch mit = : If 
nun die Anzahl der Glieder einer Periode, alfo auch im— 
mer i gerade; fo ift immer (43) pP — A=+1, 
und alle einander entfprechenden Werthe von p, q find Auf: 
fingen unferer Gleichung in ganzen Zahlen. Iſt aber i, 
welches jest die Anzahl der Glieder einer einzelnen Periode 
bezeichnen fol, ungerade; fo find die vorletzten Glieder der 
einzelnen Perioden | | 


a „a ya 


— Rai 9 Pi Pa Pi 9 ur 
und es iſt — 1 gerade, ii — 1 ungerade, 3 — 1 ge⸗ 
rade, 4 —1 ungerade, Si — 1 gerade, u.f.f; Alſo 
find (43.) Zähler und Nenner der den Nennern a,; ,, 
Bsiır Ag, u. ſ. f. entſprechenden Partialwerthe, Auf: 
löfungen unferer Gleihung in ganzen Zahlen, Zähler und 
Nenner der den Nennerna;n, » Azizır ds —ır u.f. f. ent 
fprechenden Partialwerthe dagegen Auflöfungen der Glei— 
. hung x? — Ay? = — 1 in ganzen Zahlen, fo daß alfo 
auch legtere in dem Fall, wenn die Anzahl der Glieder eis 
ner einzelnen Periode des Kettenbruchs für YTA unges 
rade ift, immer auflösbar ift. 

Hat man z. B. die Sleihung x? — 31y?—= +1; 


ſo ift 


1 ' 
y3i=5+— 1 
— —— 
54* — 4 
———— 
10.+ ve däd 


Die Anzahl der Glieder der Periode ift gerade, folglich 
Zähler und Nenner. des Sten Partialbruhs eine Auflöfung 
anferer Gleihung. Diefer Partialwereh iſt — "Fr, 
und es ift wirklich 1520? — 31.273?.— + 15 eben 
fo geben auch Zähler und Nenner des 16ten, 24ften, 
32ſten, u. ſ. f. eine Auflöfung. | 
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Fuͤr x? — 53y? = +1 hat man | 
v3=7+ = . 
2 
1 
+. 
Die Periode hat 5 Glieder, alſo eine ungerade Anzahı. 
Der Ste Partialwereh ift — 282, und es ift wirklich 
182? — ‚53.25? — — 1, der 10te Partialwerth ift 
= 66249, und es ift wirflih 66249? — 53..91002 
—+1. Eben fo find nun der 15te, 2öfte, 35ſte u. f. 
| fs Partialwereh Auflöfungen von x? — Sy? — — 1, 
der 2Ofte, 3Ofte,. 4Ofte u. ſ. f. aber Auflöfungen von 
x? — S3y?—= +1. 

46. Man hat auch Tafeln der einfachften Werthe von- 
x, y, welche die Sleihung x? — Ay? = +1 in gan: 
zen rationalen Zahlen auflöfen, für die einzelnen Werthe 
von A berechnet. Euler (Algebra. IL. $. 111.) giebt 
eine Tafel für A — 2 bis A= 99. Die vollftändigfte , 
Tafel iſt: Canon Pellianus, sive tabula simplicis- 
simam aequationis celeb. y?, == ax? + 1 solu- 
tionem, pro singulis numeri dati valorıbus ab 
1 usque ad 1000 in numeris rat. iisdemque integris 
exhibens. Autore C. F. Degen. Hafniae. 1817. 
Man nennt nämlich die Aufgabe auch Pells Aufgabe (S 
diefen Art.). Legendre (Theorie des nombres; 
am Ende), giebt eine Tafel bis A — 135, welche die 
einfachften Auflöfungen von x? — Ay? — +1 enthält. 

47. Hat man nur eine Auflöfung der Gleichung 
x?— Ay?—=+1, foift es leicht, mehrere zu finden. Sey 
zuerft die Anzahl der Glieder der Periode des Kettenbruchs 
für VaA gerade; fo iſt nur x? — Ay?— 4 1 in gan— 
zen Zahlen auflösbar (45.). Der Kalle Näherungsbruch, 
welcher eine Auflöfung giebt, fey — i L, alfo p2 — Ag? 
— +1. rgend eine andere Auflöfung ſey P, Q, alfo 
auch P? — AQ? — +15 fo ift | 

pP? — A)? - AQ)= +1 — 
= p?P2 + A’q?Q? — Ap2Q? — AqꝰP⸗ 


V. Ff 


Ei 
1 
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= (pP +.AqQ)? — A(pQ + qP)?. 
Folglich überhaupt 
— =pQ + gP- | 
Sind nun £ — 2, nr u. f. f. Brüche, welche Auflöfungen 
unferer Gleichung geben; fo Fann man fegen: 
p =p g =9g; 
p =p’ +tAyd,  =2pg; 
p" = pp + Aqg, gq’ =py + pP 
pP” = pp" + Aqg’, g”’=pg’ + p’g; 
u.ſ.f. u. ſ. f. | 
wodurch man nach und nach mehrere Auflöfungen erhält. 
Independente Ausdrüce erhält man fo. Es ift 
+ yYA=pP+ qPyA +pQYA + AqQ 
=e+qA)PF+QN); 
alfo kann man auch fegen: 
p tyA =p+tyqrA, 
p +qgyYA =(p + qYA)°, 
— pP+’YiA=p+tard, 
'. p”+ q”yA=(p + qYA)®, 


u. ff. u. ſ. f. 
Folglich überhaupt 


xtyA=(p + qyYA), 


a er — 


_Pep+ Ar — (p— qrYA)» 

I= YA ; 
für jedes ganze pofitiven. Daf dies immer ganze ratio- 
nale Zahlen giebt, erhellee leicht, indem man mittelft des 
binomifchen Lehrſatzes erhält: 


x=p + — —* Apr—?gq? 
+ ne DD Damage AR 
y=npm—ig * — — 
„na — n (n _ ELLE u a 3) — 2) epmsgb.p,.. 


two, weiln eine pofitive ganze Zahl ift, dieBinomial-E oef- 
ficienten ebenfalls fole Zahlen find. Lagrange, in.den 
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Zufägenzu Eulers Algebra. 75. zeigt, daß man auf diefe 
Art alle möglichen Auflöfungen in ganzen Zahlen erhält. 
48. Iſt die Anzahl der Glieder der Periode des Ket— 
tenbruchs für YA ungerade; fo find die Gleichungen 
x? — Ay?=+1undx? — Ay? == —1 beide auf: 
lösbar (45.). Man habe, wenn en der einfachfte Nähe 
rungsbruch iſt, welcher die Gleihung x? — Ay?= +1 
aufloͤſet, 


pP? — Ag =—1, 
pP? — A =+1, 
p?’— A’”’=—1, 
pP”? Ad” +1, 
u ſ.f. uf. f: 
(p? — Ag?)(p? — Ad) = +1, 
(p? — Ag?)\(pf? — Ag?) = —1, 


(p? — Ag?)(p”? — Ad”) = +1, 
(p? — AQ?)p”?— A)=—1, 


nf f. u. ſ. f. 
Folglich find (47.) 
P» 95 
p? + Ag? „ 2pg; 
pp + Ag, pq + pi 
pp” + Agg’, pq’ + ps 
pp” + Agg”, pq” + p”gs 
nn uff u. ſ. f. 
abwechſelnd Aufloͤſungen der Gleichung x? — Ay? = 
— 1, mx? — Ay —=+l1. 
Wie vorher (47.) hat man nun wieder 
xt A=(p + A) + QYAM) 
woraus leicht | | 
x2 — Ay? = (p? — Ag?)(P? _ AQ’) = — 1.(+ 13 = 1, 
fo daß alfo x® — Ay? — +1, jenachdem P? — AQ? 
— —*31 iſt. Alfo fann man fegen: 
| p N =P rat, 
p tg =p+ YA’, 
pP + YA=e+ YdV, 
pPP+ "YRA=-ePp+ N 
u. ſ. f. u. ſ. f. | 
Ff2 
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d. i. allgemein 
xt yYA=(p + ara), 
wox, y der Gleichung x? — Ay? — +1, oder x? — 
Ay? — — 1 genuͤgen, jenachdem n gerade oder ungerade 
iſt. Alſo — man wieder 
_ P + Ar + (pP -— qYAr 
2 ’ 
_® - dr — (p — ayıa) 
| > a VE 7 Graz. 
zur Auflöfung von x? — Ay? =+1 in ganzen Zahlen, 
indem dag obere oder untere Zeichen zu nehmen ift, jenach- 
dem n gerade oder ungerade ift. 


Uebrigens find die einfachften Auflöfungen der Glei— 
ungen diefer Form doch oft fehr große Zahlen, wodurch 
die Nothwendigkeit einer Methode, wie die obige, welche 
das Reſultat ohne alles Verfuchen liefert, um fo fühlba- 
rer wird. Für die Gleihung x? — 99ly—1 iſt 3. D. 
die einfachfte Auflöfung: | 

x = 379516400906811930638014896080 
y= 12055735790331359447442538767 . 


49. Es giebt noch einen Fall, wo ſich eine unbeftimmte 
Gleichung des zweiten Grades. mit zwei Unbefannten un: 
mittelbar mittelft der Kettenbrüche in ganzen Zahlen auf- 
löfen läßt, nn folgende vorläufige Betrachtung erforder. 


lich ift. Sy- — ein Bruch, an deffen Unterfchied mit ir⸗ 
gend einer Größe x fe) = +> —. . Man fol die Bedin⸗ 


gung finden, unter welcher & T — der Naͤherungsbruͤche 
des die Groͤße x darſtellenden Kettenbruchs iſt. Zu dem 
Ende denke man ſich in einen Kettenbruch verwandelt. 
Die Quotienten ſeyen 
a,ß, Yı-«+«+ A, 
und die Näherungsbrüche: 
er pP > 
\ 1’ 7 ER g? ’ q . 


Sol nun F ein Naͤherungsbruch zu x ſeyn; ſo muͤſſen 
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| dieſelben Penner aus der Entwickelung von x in einen 
Kettenbruch hervorgehen. Sey dies der Fall, und alſo 
1 


x=o+_ 
het z 
p — 
Folglich x = — Rettenbeiih. 5) x 2 — 
e— ie — 5 (Kettenbruch. 6.). Dies muß 


—+ 5 ‚ und folglich das Zeichen von poq — pq® ei: 
nerlei mit dem Vorzeichen diefes Bruchs feyn. . Dies läßt 
fih aber immer annehmen. Man kann nämlich immer vor: 
ausfegen, daß u >1, weil für u 1 dag Ende des Ketten: 


1 
bruchs für F — wäre, wo +1>1. 


Umgefehrt Fann man fi ich alfo auch die Reihe ber Nenner 
und Näherungswerthe des Kettenbruche für < — * fol: 


gende zwei Arten beendigt denken: 
.2, 43 oder .., 4—1,1 








ſeyn muß, wenn 17 s den vor 2 ERROR Mähe: 


rungswerth —** —— nun 5 5 in beiden Faͤl⸗ 
fen diefen vorlegten Näherungewerth; fo Fann man alfo 
entweder pP — m, q’ =n, oder p" =p—m, g® 
—qg—n fegen. om erften Sale ift pg’ — pꝰq = 
pn — qm, im andern =p(q— n)— q(p— m)= 
pg—pn — pq +gqm=— (pn — qm), alfo der Werth 
von pg’—p°ginbeiden Fällen von verfchiedenem Zeichen, fo 
daß folglich auch der Differenz; pꝰq —Pqꝰ ein beliebiges; alfo 
immer einerlei Zeichen mit + F gegeben werden kann, und 
man alſo nach dem — ” BADER 


— — —E 
arm — 
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haben muß. Nun iſt or offenbar y> 1 und pofitiv. 
Alfo muß feyn d < - og — ,„„ wenn £ „ unter den Nähe: 
— — zu x vorkonmen ſoll. Iſt umgekehrt 
ö< = en zo + und poſitiv; fo ift ie y51. Set 
man nun 

s=0o +.__ es 
Br. 5 

+. 


7 


und entwickelt hieraus den Werth von y; fo wird man im- 
mer einen Werth erhalten, welcher pofi tiv ıw>1 if. 
er y==1 erhält man 


1 


zo + __ 4 
tr... — 1 
u ee 
| 1 
Für y > 1 fan man fegen 
yart+ — 
PET en 
folglich 
Er 2 
* Pt... — 4 
a 
“T— 
+. 


ſ daß alfo = immer unter den Mähermgswerthen ju x 
vorfommen muß, wobei für den Faliy==1 nur zu be 
. merfen, daß man dann den legten Nenner # +1, wel: 
cher ſich als eine ganze Zahl darbieten wird, in + + zer: 
legen — Nimmt man dieſe Zerlegung nicht vor, ſo 


iſt auch & nicht unter den Naͤherungswerthen ea 


und dann mir alfo nur die TR —E 


er⸗ 
q — gq’ 
fuͤllt ſeyn. 


50. ft nun die unbeſtimmte Gleichung x? — Ay? 
==TB, ii daß B<YA ift, in ganzen Zahlen 
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p, q auflösbar; fo muß = unter den Näherungsbrüchen 
‚zu Y A,enehalten ſeyn. Esift | 
' p?— Ag’ =+B, 
P+TVaE- WAV=HB, 


L._yn= +B 


qp + YA)’ 
p +B 
A— — = — oe, 
e q g(p + qYA) 
+8 | 
oder, fr ’A— = 
en — 


«= getan "ran 

Sey nun * der vor J vorausgehende Naͤherungsbruch 
zu — ſo kann immer fo beſtimmt werden, daß d mit B 
einerlei Zeichen hat, und es ift alfo nur noch zu zeigen, daß 


= Big + 4)) PqVA 


„BI — 

p+qyA ” g+rq’ | 
iſt. Seßt man p —qVA+r 2 fo verwandelt ſich 
diefe Bedingung in | 


3; 
.(g+ g’)YA—B) + a Wi Ce 


Da FAB, g>g’, und (g—q’)Y A minde: 
fing — YA, weldes > *, das ein echter Bruch iſt; 
ſo erhellet, daß obige Bedingung unmittelbar erfuͤllt iſt, und 
J alſo unter den Naͤherungsbruͤchen zu YA vorkommt. 
(49.). Da nun (37.) uͤberhaupt 

+ Phti = PnPn — In qIn A 
in dortiger Bezeichnung; ſo berechne man die Groͤßen P, 
pP, P”, u. f. f. (36.). Komme unter dieſen Größen 
eine P,,, vor, welche — Bz fo giebt - eine Auflö- 
fung der Gleichung | | 

xt — Ay? = + B, 

in Bezug auf das obere oder untere Zeichen, jenachdem 
m <oe>ya. | 
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Zeiffen man in ber erften Periode auf fein P, welches 
— B iſt; fo fann aud fernerhin feins vorfommen, und 
' die Gleichung läßt fih in ganzen Zahlen nicht auflöfen. 
Kommen in der erften Periode mehrere P vor, welche — 
B; fo giebt es au) mehrere entfprechende Auflöfungen ver 
Gleichung. Hat man fon eine Auflöfung gefunden, ae daß 

pP —A=+B, 
undt, u * zwei der Gleichung 
tꝰ — A= +1 

—— Zahlen; ſo hat man 

(p? — Ag’)? — Auꝰ — F B, 

(pt + Aqu)? — Aut + gt? 2 B, 
ſo daß alſo auch 

x=pt rAu, y=purg 
Auflöfungen von x? — Ay? — TB fin. 


51. Was ferner über die Auflöfung — unbeſtimmten 
Gleichungen des zweiten Grades zu ſagen waͤre, laͤßt ſich 
hier nur in einer kurzen Ueberſicht zuſammenfaſſen. Sey 
die quadratiſche Gleichung 

ax? — lax x 
gegeben, woa, &, x ganze Zahlen find, apofitiv ift, und, 
wenn der Coefficient des zweiten Gliedes Feine gerade Zahl 
wäre, dies leiht durch beiderfeitige Multiplication der 
Gleichung mit 2 erreicht werden koͤnnte. Es ift. 
a + Yax +0: 
ı= ———— 
Sind nun die Wurzeln moͤglich, aber irrational; ſo wer— 
den ſie ſich nach einer ganz aͤhnlichen Methode, wie in (36.) 
in einen Kettenbruch verwandeln laſſen, welcher, wie ſich 
ganz ſtreng zeigen läßt, alas immer periodifch feyn 


wird, Seyen nun * auf einander folgende 
Partialwerthe deffelben, —— I der Bruch, welchen man 


zu dem legten Nenner des — Bruche * entſprechenden 


Theils des Kettenbruchs noch hinzufügen muß, um den 
ganzen Kettenbruch zu erhalten; fo ift befanntlich immer 


— 


\ j h) 
a 
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at’ pe 
woraus, wenn man den Werth von x ſubſtituirt: 
je  pigluze, 
! | pa— ge + gYax + a: 
und wenn = und Nenner mit 
p—getgYfar+ a 

— wird: 4 

— —— — + (pg? + pPgq)e — pp’a Fa 
ap* — 2upg — xq? 


Segen wir für az +a?=A: N 
„+riirQ „Eod +0 —PdYA + EP —PDQ, 
p ee ne 

ſo iſt 
 A=a 4 42, 


(pq? — P)Q= (pq? + pPqQ)a — ppꝰa + gg’ 
(pꝗꝰ — pP = ap? — 2apq — xq?. 

52. Faffen wir nun der Kürze wegen bloß die Teste 
Gleichung ins Auge; fo ift Elar, daß, wegen pg‘ —p'q 
—+13;5p, q die Gleichung | 
ax’ — lay—-ıy?—+P 
in ganzen Zahlen auflöfen, wo das obere oder untere Zeichen 
zu nehmen, jenachdem e > oder < als der Werth des 
ganzen Kettenbruchs if. Giebt es mehrere vollftändige 
QDuotienten z, die den Menner P haben, wie dies immer 
ver Fall ift, wenn z in die Periode des Kertenbruchs fälltz 
fo giebt es auch mehrere Auflöfungen obiger Gleichung, 
Giebt man in Bezug auf die zweite Wurzel der quadrati: 
ſchen Gleichung dem volftändigen Quotienten die So 


4 „ige - re, 


fit 


ax? — 2axy— xy? = +P 
unter denſelben Bedingungen für — - 
53. Sen nun überhaupt die Suͤchung: : 


ax? + Wxy + cy =L 
in ganzen Zahlen aufzuloͤſen. ai kann offenbar immer 
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annehmen, daß a pofifiv, und auch, daß der Eoefficient von 
xy eine gerade Zahl ift, weil, wenn namentlich. leteres 
nicht der Fall wäre, man die Gleihung nur mit 2 zu mul: 
tipliciren brauchte. | 
1) Sb? — ac = 0; fo multiplieire man auf bei- 
den Seiten mit a: 
| a?x? + 2abxy + acy? = -aL, 
. (ax, + by)? — (b? — ac)y’ =alL, 
(ax + by)’ =al. 
Folglich muß aL ein vollfommnes Quadrat feyn, wenn bie 
Auflöfung möglich feyn fol. ft nunabL=—K?; fo hat man 
ax-+by=K, 
eine Gleichung des erften Grades mit zwei Unbefannten, in 
ganzen Zahlen aufzulöfen (1... Daß man x, y immer 
pofitiv und negativ nehmen Fann, ift Flat. 
2), Stb2 — ac<o, = —d; fo erhält man 


leicht: 
(ax + by)? + dy? =al, 
oder, für ax + by=t: 
t? + dy?’ =al. 

Alfo muß L, wenn die Gleihung auflösbar feyn fol, pofi: 
tiv ſeyn. Dan fege nun y=1,2,3, uf. f., und 
behalte für y nur die Werthe, für welche aL — dy? po: 
fitiv, und ein vollfommenes Quadrat if, Dadurch er: 
hält man eine Reihe Werche für . Won ven erhaltenen 
Werthen von y, t behält man dann ferner nur die, für 


welhe x = au eine ganze Zahl wird. 


3) Iſt b2 —ac ein vollfommnes Quadrat —1?, 
nnd pofitiv; fo hat man ; | 
(ax + by)? — 1y? = al, 

fax + (b + bylix+(b— byl = al. 
Sind nun k, g irgend zwei Fackoren von aL; fo fegeman 

ax + (b +l)y=f,x+(b—-Dy=3; 

EIER Fun £— (b + Dy. 
eros | 

Man zerlege alfo aL auf alle mögliche Arten in zwei Facs 
toren £, g, beftimme durch diefelben nad den vorigen 
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Zormeln y, x, und behalte bie — welche ganze | 
Zahlen find. 


4) Iſt endlich b2— ac pofi tiv Ar feine vollfomms 
ne Quabratzahl; fo fege man aa, b ==—0,c—= 
— x; fo wird die gegebene Gleihung: 

ax? — 2axy = xy” .=L. | 
Daaz + a? — b? — ac pofitiv und eine unvollfommne 
Quadratzahl iſt; fo find bie Wurzeln der IE Glei⸗ 
chung 

ax? euren 

möglich und irrational (51.). Daher entwicfele man diefe 
Wurzeln in Kertenbrüche, und beftimme vie vollſtaͤndigen 
Quotienten z (51.). Für jeden Nenner P eines ſolchen 
volftändigen Quotienten ift nun, wenn — der entſpre⸗ 
dende Naͤherungswerth iſt: 

ap? — 2dapq — »q =+P, 

ap? + 2bpg + eg’ = + Pr 
Sind nun in irgend einem Falle bei diefer Entwickelung 
die Groͤßen auf der rechten Seite der Gleichungen 

ax’ + 2bxy + cy?’ =L, 

ap? + 2bpg + cq’ = + pP; 
mit einander übereinftimmends fo geben p, q eine Auflö- 
fung der gegebenen Gleichung | 

ax? + 2bxy + cy? =L. 
Hat man}. DB. die Gleichung 

28 — 1äıy 4 177? = 55 
fo ift, für | 


2x? — 14x + 17=0o, x la 


Die Entwicelung ber Fleinern Wurzel in einen + Retten- 
bruch giebt: Ä 


ver, 
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u 3: Y15+3 1 
Bird 21.705 Yale ua EZ 
———————— 1 

“_ . uff u. ſ. f. 

RE IR U " 
I en 

1+r — 1 

+. 

2+. 


Der Nenner des volftändigen Quoklentin u Et 2 


5. Der — Partialwerth iſt = 1 4. Alſo 
iſt, da bier + 54* iſt (52.): 
2.2 — 44. 1.1 4 17. 2 2 5, 
fo daß alſo 1, 1 eine Aufloͤſung unſerer Gleichung iſt. 
| Für 2x2 — 14xy +17y? = — 3 erhält man dur) 
Entwicelung der größern Wurzel der Gleichung | 
KK — 14x +17=0o 

















in einen Kettenbruch 
| _Y5+7_ 1 
a — 7 =5+75; 
—— R En 15 +3 _ 4 
: = 75-3 ee 
._3 ._Ylö+3_ 4 
“775-3” a s 
2 _vr:s+3_ 4 
. mugo;7 3 =2+z > 
fh ef 
RT 1 
24— 
du 5, 
ee 
3+. 


Die Periode ift 2, 3. Die Partie, welche den 
vollftändigen Quotienten x’, x, x““, u. ſ. fr deren Nen⸗ 
ner alle — 3, entſprechen, fin nd "ode — Folglich geben 
alle dieſe Partialbruͤche }, ° 3, 222, u. ſ. f. eine Auflö- 
fung unferer Gfeihung in ganzen Zahlen, da 

2.5°—14.5.1+17.12°=— 3, 
2.382— 14.38.7 + 1.,7?=—3, 
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2.299? — 14.299.554 17.552 — 3, 

Ä u. ſ.f. u. ſ. f. | 
Sir 2x2? — idxy + 17y? = 3 findet man feine Auf: 
löfung in ganzen Zahlen, und für 2x? — 14xy + 17y? 
— 2 die Auflöfungen 1, 11, 87, 685, 5393,..., oder 
1, 3, 25, 197, 1551,... mit 0, 2,16, 126, 992,.., 


54. ft nun die allgemeinere Gleichung 
ay? 4 Wxy 4 &®®+dytrex+fi=o 
aufzulöfen, wo durch Multiplication mit 2 der Coefficient 
von xy immer zu einer geraden Zahl gemacht werden kann; 
fo fege man _ Ä J | | 
yzy' +e, x=lW+Bß, 
nd firche die Gleichung, um fie auf. diefelbe Form wie in 
(53.) zu bringen, von den Gliedern der erften Dimenfion 
zu befreien. Macht man die Subftitutionz fo find die 
Eoefficienten von y, x: | F 
(ac + 2b + d)x, (6e + 2ab + e)l. 


Man fereao . ,  . . 
22a >24 $d=o, 2460 + Rabe mo; 
' _.. ed — be _ ae— bd 
= Xb? — ac) ’ P=m ac)" 
Ferner fege man = 1= rg 3 fo wird 
_yY+ted— be — + ae — bd 
7 2b ao) 


Dies find zwei Gleichungen des erften Grades mit zwei Un- 
befannten, aus denen man y, x durch y’, x nad) befann- 
ten Methoden, wenn es möglich ift, fo beftimmen Fann, 
daß y, x ganze Zahlen werden (1.). Multiplicirt man 
nun die beiden obigen — o gefeßten Größen mit a, Pf, 
und addirtz fo erhält man leicht: 


— (aa? A 2bap pop) = Sehe et red edit 


4(b? — ac) ? 
und hieraus ‚, wenn man ben legten Bruch — IR fest, und 
die Subftitutionen in der gegebenen Gleichung wirklich 
ausführt: | 
ay'? * 2bx’y’ + cxꝰ FINE -MN= 0, 
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eine Gleihung von derfelben gorm, ‘wie in (53.), die 
man alfo auflöfen Fann. Für - 
| 75? — 2xy 4 3x? — 30y 4 10x 8 = 0 
iſt y= I ‚x= ti. 
Da nun y, x ganze ‚Zahlen feyn muͤſſen; ſo kann man — 
40y', — 40x für y’, x feßen. Dies giebt y—y’ +2, 
x—x—1. Die transformirte Gleihung ift; 
1? — xy + xt = 277. 
In derfelben tb — c—=1 — AU —%, alſo 
<o. Sie kann folglich nad (93. 2.) aufgelöfet werben. 
Man erhält — 4*0, +23; “—=+3, +1. Alfo 
N 4,05;x=?2, —4, 0, — 2. 
of b?2 — ac 0; foift obige Auflöfung nicht an⸗ 
wendbar. Man multiplicire in dieſem Falle die gegebene 
Gleichung mit a, und addire auf der linken Seite (b? — 
ac)x?; fo erhält man 
(ay + bx)? — — 0. 
Afo für ay+bx—z: | 
2? Lady bdx Paex — bdxhafm=o, 
2° + d(ay-+bx) + (ae — bd)x-Laf=o, 
2? 4 da + (ae — bd)x Laf=o, 
Dies ift eine Gleichung mit zwei Unbekannten, deren 
eine den erften Grad nicht uͤberſteigt. Man kann alfo diefe 
Gleichung in ganzen Zahlen auflöfen (14.), Da nun 
Ju 3 
fo ſetzt man fuͤr x, z nur die Werthe , für welche auch y 
eine ganze Zahl wird, wodurch dann auch y beftimmit ift. - 
99. Ueber ven zweiten Grad hinaus giebt es nicht fo 
allgemeine Methoden zur Auflöfung der unbeftimmten Gleis 
chungen, wie die vorhergehenden. Dur einzelne Fälle find 
bis jest von den Mathematifern behandelt worden. Hier: 
über nody mehr zu fagen verbietet ung bie Beſchraͤnktheit 
des Raumes, und wir ſchließen daher dieſen Artikel mit 
einigen hiſtoriſchen Bemerkungen. 
56. Fuͤr den Erfinder der unbeſtimmten Analytik halt 
man gewöhnlich den Alexandriner Diophantus, deſſen 
Zeitalter ſehr ungewiß iſt. Gewoͤhnlich ſetzt man ihn in den 
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Zeitraum von 200 v. Eh. bis 400 v. Ch. Einige machen 
ihn zu einem Zeitgenoffen des Nero, Bombelli läßt . 
ihn zur Zeit des Kaifers Antoninus Pius, und Abul- 
pharagius unter dem Kaifer Julianus Apoftata les ' 
ben; aber alle diefe Angaben find fehr unbeftimmt und 
zweideutig, worüber mit Mehrerem die fehr ſchaͤtzbare Vor⸗ 
rede zus Diophantus von Alerandria aritym. Aufgaben. 
A. d. Griedh. von Otto Schulz Berlin. 1822. nachzufe> 
hen ift. Diefes berühmte Werf des Diophantus ent 
hält eine treffliche Sammlung algebraifcher,, vorzüglich un» 
beftimmter, Aufgaben, die zu Erempeln der obigen allge= 
meinen Methoden fehr geeignet find. Indeß ift nah O. 
Schulz (a. a. O. S. XXIL) Diophantus nicht Er— 
finder dieſes Theils der Analyſis, ſondern bloß Sammler 
des ſchon fruͤher Entdeckten, und ſein Verdienſt beſteht 
vorzüglich in einer faßlichen Darſtellung. Die erſte Ueberſe⸗ 
gung veranſtaltete W. KRylander oder Holzmann von 
Augsburg (Basileae. 1575. fol.), die erfte Ausgabe des 
Zertes Claudius Caspar Bachet, Herr von Me— 
ziriac (Lutetiae Paris: 1691. fol.), wovon Tolosae. 
1760. fol. eine neue mit vielen Anmerfungen Fermats 
bereicherte, von Samuel Fermat, dem Sohne, vers 
anftaltete Ausgabe erfchien. Die neuefte Ueberfegung if 
die fehon oben angeführte deutſche v. O. Schulz, ein fehr 
verdienftliches Unternehmen. Das Werf enthält einen 
wahren Schatz fehr feharffinnig aufgelöfter Aufgaben, und 
iſt daher zur Uebung in der unbeftimmten Analytik fehr zu 
empfehlen. Das legte, fechfte, Buch befchäftige fich allein 
mit Aufgaben über fogenannte rationale Dreiecke (Vergl. 
Trig. 34.), und angehängt ift der deutſchen Heberfeßung eine 
früher fchon von Pofelger (Lpsg. 1810.) überfegte Schrift 
über die Polygonalzahlen. Auch die Indier haben die Auflö- 
fung der unbeftimmten Gleihungen des erften Grades ge— 
kannt; die CommentatorendesBhasfer oder Öhascaras 
Acharya (1150; aus der Stadt Bidder) legen diefe 
Erfindung dem Arya-Batta, den man für einen Zeit 
genoſſen des Diophant hält, bei. M. f. Algebra, 
with Arithmetic and Mensuration, from the Sans- 
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crit of Brahmegupta and Bhascara. Translated by 
Henry Thomas Colebrooke. London. 1817.; 
‚ auch vergl. m. Hutton mathematical Tracts etc. 

London. 1812. Nah O. Schulz (a. a. O. S. XXIV.) 
findet fein Zufammenhang zwiſchen ver Algebra der Indier 
und der Griechen flat. 

57. Wir müffen gleich hier bemerfen, daß die unbe: 
flimmte Analytik in unmittelbarer Verbindung fteht mit 
einem gewiffen.höhern Theile der Arichmerif, welchen man 
feit Legendre die Theorie der Zahlen nennt, der ſich 
einzig und allein mit der Unterſuchung der Eigenfchaf: 
ten der ganzen Zahlen befchäftigt, wodurch er fich wefentlich 
von dem eigentlich rechnenden Theile der Arichmetif unter: 
ſcheidet. Fer mat hat z. DB. gefunden, daß jede Primzahlvon 
der Form 4n+1 die Summe zweier Quadrate ift, welches 
daffelbe ift, als wenn man fagte, die unbeftimmte Gfei- 
hung ax? + y? ift, wenna eine Primzahl von der _ 
Sorm&n +1 bezeichnet, immer in ganzen Zahlen auflösbar. 
Daher braucht man die Ausdrüce unbeftimmte Analytif 
und Theorie der Zahlen jetzt gewöhnlich als gleichbedeutend, 
und wenn in diefem MWörterbuche der Beweis einiger merk— 
würdigen Eigenfchaften der ganzen Zahlen in den Art. Zahl 
verwiefen worden iſt; fo ift dies nur deshalb gefchehen, 
‚um vorliegenden Artikel nicht zu fehr auszudehnen, und 
weil eg zweckmäßig ſchien, jene Eigenfchaften abgefondert 
im Zufammenhange beifammen zu haben. Der Art. Zahl 
Fonn aber fehr zur Ergänzung des gegenwärtigen dienen. 

98 Nach Diophant ward die unbeftimmte Analy: 
tik nur erft wieder duch DBieta, mehr aber durch Ba: 
het durch feinen Commentar zum Diophant, und feine ' 
Schrift: Problemes plaisans et delectables sur les 
nombres. Lyon. 1612. gefördert, worin er auch eine 
fehr finnreihe Auflöfung der unbeftimmten Gleichungen 
des erften Grades gab. Der größte Meifter in diefem 
heile der Analnfis war aber Fermat, Parlamentsrath 
zu Toulouſe, über deſſen Entdeckungen der Artt. Fermats 
Lehrſaͤtze nachzuſehen iſt. Den engliſchen Geometern legte 
er die unbeſtimmte Gleichung x? — Ay?— 1 zur Auf: 
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(öfung in ganzen Zahlen vor. Lord Brounfer gab eine 
Auflöfung, die fih in Wallis Werfen (Algebra. Cap: 
XCVIII.), Eulers Algebra (Thl. II. Kap. VIL), und 
auch Ozanams Algebra, wo fie Fermat beigelegt wird, 
befindet. Indeß ſcheint Fer mat nie eine Auflöfung geges 
ben zu haben, und an Brounkers Aufloͤſung moͤchte 
vorzuͤglich auszuſetzen ſeyn, daß fie nicht auf eine ganz deut: 
liche Art zeigt, daß die Aufgabe immer moͤglich iſt. Die 
oben (35. ff.) mitgetheilte Aufloͤſung mittelſt der Ketten: 
brüche gab Sagrange (Melanges de Turin, T. IV. 
Mem. de Berlin. 1767.), und fie genügt gewiß allen An: 
forderungen. Nach Fermat ift, nebft Euler, Lagrange 
‚ der Mathematifer, welchem die unbeftimmte Analytik of: 
fenbar am Meiften verdanft; und trat er au) in Eulerg 
Sußtapfen, fo hat er doc) allein die Merhoden, welche oft 
auf einem bloßen Probiren beruheten, zu völliger Allge: 
meinheit und Beftimmtheif erhoben. Eulers und La— 
granges Abhandlungen findet man ziemlich ausführ: 
lich verzeichnet in Reuss Repertorium Commen- 
tationum a Societat. litt. editarum, T. VII. Gott. 
1808. p.107. sqg. worauf wir hier der Kürze wegen ver: 
weifen. Im zweiten Theile feiner Algebra lieferte Euler 
den erften einigermaßen vollftändigen Lehrbegriff diefer 
MWiffenfchaft, deffen Brauchbarfeit durh Lagrange’s 
Zufäge außerordentlich gewann. Als die befte Ausgabe 
‚ift zu empfehlen: Elemens d’Algebre par L. Euler, 
trad. de l’All. Nouv. ed. revue et augmentee de no- 
tes, par Garnier. T.I. I. Paris. 1607. Die Zufäge 
von Lagrange T. IL. p.281 — 485. Den vollftändigs 
ften Lehrbegriff lieferte Legendre (Essai sur.la Theo- 
'rie des nombres. ?ieme ed. Paris. 1808. #.), welcher 
nicht bloß die Merhoden ver unbeftimmten Analytif, fons 
dern auch eine große Menge der merfwürdigften Eigen— 
ſchaften ver Zahlen enthält. Auch Trembley, Lagny, 
Leslie, Fontana und Kausler haben ſich nicht ohne 
Erfolg diefen Unterfuchungen gewidmet. Ihre Arbeiten 
find bei Neuß a. a. O. verzeichnet. Kausler hat die 
Zufäge von Lagrange zu Eulers Algebra befonders - 


V. | | Gg 
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überfegt (Franfft. 1796.). Für den erften Unterricht kann 
dienen: Hellwig Anfangsgründe der unbeft. Anal. 
Benfhwg. 1803. - Gauß allein hat die unbeftimmte 
Analytif und Zahlenlehre mehr. gefördert, als viele 
feiner Vorgänger. Sein berühmtes Werft Disqui- 
sitiones arithmeticae, Lips. 1801. ‚enthält einen 
überaus großen Schag der feharffinnigften Methoden, ei: 
ne Menge neuer hoͤchſt merfwärdiger Säge, und muß 
den Liebhabern zum Studium eifrigft empfohlen wer: 
den, da die Methoden vem Bf. fo eigenthümlich find, daß 
von demfelben ohne größere Weitläufigfeit, als der Kaum 
bier erlaubte, nicht Gebrauch gemacht werden Fonnte. Das 
Werk muß ganz und im Zufammenhange ſtudirt werden. 
Es geht ge: von ganz einfachen En und Princi- 
pien aus. ©. Zahl. 


Unbeftimmte Aufgaben find ſolche, welche eine 
ganz unbeſtimmte Anzahl von Aufloͤſungen zulaſſen. Eine 
Aufgabe, welche auf eine Gleichung des vierten Grades 
führe, fann, wenn alle Wurzeln ver Gleichung reell find, 
- auf vier verfchiedene Arten aufgelöfet werden, -ift aber 
deflenungeachtet doch eine beftimmte Aufgabe, weil die An: 
zahl der möglichen Auflöfungen beftimmte iſt. Cine unbe: 
ſtimmte Aufgabe führe immer auf weniger Öleihungen, 
als unbekannte Größen zu beftimmen find, welches in dem 
Art. Unbeftimmte Analytik weiter auseinander geſetzt wor: 
den ift, worauf wir überhaupt in Bezug auf die Auf: 
löfung unbeftimmter arithmetifcher Aufgaben verweiſen. 
Gegenwaͤrtiger Artikel ſoll der Aufloͤſung einiger unbe— 
ſtimmten geometriſchen Probleme gewidmet ſeyn. 


1. Zwiſchen den Schenkeln eines gegebenen Winkels 
BAC = o (Fig. 87.) einen Punkt P von folder Befchaf: 
fenheit zu finden, daß die Summe der mit den Schenfeln 
des Winfels parallel gezogenen Linien PQ + PQ’ = a 
fey, d. h. eine gegebene Größe habe. 

Man nehme A als Anfang, AC als Are der — 
an, und ſetze AR— x, PR=y; fo iſt 


Unbeftimmte Aufgabe. 467 


PQ =.x — PQ’.cosa, y= PQ'.sina; 
— x — ycota, PQ’ = ycoseca, 
x + y(coseca — cota) = a, 
1 — cosa 


xt y. — =a, 
woraus leicht 


® 





x=a— ytangia. 

Dies ift eine Gleichung zwifchen zwei unbefannten Grö- 
fen. Eine diefer Größen laͤßt fich alfo immer willkuͤhrlich 
annehmen, und beſtimmt man dann nur die andere Coor: 
dinate mittelft der gefundenen Gleihung; fo wird immer 
der durch diefe beiden Coordinaten beftinnmte Punkt der 
Aufgabe Genüge leiften. Man fieht alfo, daß es unend» 
lich viele Ausfläfungen unferer Aufgabe giebt, und diefe alfo zu 
den unbeftimmten gehört. Bekanntlich (ſ. Krumme Linie) 
ftele jede Gleichung zwifchen zwei veränderlihen Größen 
eine Eurve von einfacher Krümmung dar. Alle Punfte 
diefer Curve erfüllen alfo die Bedingungen der Aufgabe, 
und diefe Curve ift folglich der geometrifhe Ort (f. diefen 
Art.) diefer Punkte. In unfern Falle ftelle die Gleichung 


eine gerade Linie dar (Linie, gerade. 13.), welche con: | 


ſtruirt wird, wenn man AD— a, und den Winfel y — 
90° — 460 macht, wo dann jeder Punft in DE der Auf: 
gabe Genüge leiſtet. Denn die Gleichung diefer Linie if: 

y= xtang (180%, — 7) + A = xtang(90° + 4e) + A | 

= — xcotla-A. . 
Danınz=afir yo; fo erhält man leibt A— 
acott«, und folglich, wenn man auf beiden Seiten mit 
tangt« multiplicirt: 
 ytangja=—x+ta, x=a— ytangje, 

die obige Gleihung, fo daß alfo DE der geometrifche Ort 
des gefuchten Punftes ift. ö 


Ueberhaupt find alle Aufgaben über geometrifhe Derter 
unbeftimmte Aufgaben, und dieſer und jener Artifel wer: 
den ſich alfo gegenfeitig ergänzen. Hier haben wir es in- 
deß immer bloß mit der analytiſchen Auflöfung zu thun. 


2. Durch zwei gegebene Punfte A, B (De 88.) zwei 
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Linien AP, BP zu ziehen, welche einen ‚gegebenen Winkel 
einfchließen. 

Man nehme A als Anfang, AB als Are der Abfciffen, 
und fege AB = «a. Die Tangente des gegebenen Win: 
flsfy — t. Die Gleichungen der geraden Linien AP, 
BP fm y=ax, y=ax+b, $ür letztere wird 
y=o, weınx==a. Dies giebt b — — aa, und 
die Gleichungen find alfo: 

yzıx,y=alx—e). 


Folglich (Linie, gerade. 16): 


Sind nun x, y’ die Coordinaten von P5 fo hat man; 
yza,y=«( tel; 

und, wenn mana, a’ eliminire: 

ay’ 


eh 


in) | u 


4772.54) 


K-D+r-D3lH) 
d. i. für 


‘=: y -ı=Y% = Ae + 3) * 
ehren, ., | 
die Gleichung des Kreiſes. Alſo iſt der geometriſche Ort 
der Spitzen aller Winkel, welche der Aufgabe genuͤgen, ein 
Kreis, wie auch ſogleich aus Eucl, Elem. III. 33. folgt. 


3. Einen Kreis zu beſchreiben, welcher zwei gegebene 
Kreiſe beruͤhrt. 

Die Mittelpunkte der gegebenen Kreiſe ſeyen A, 
(Fig. 89.), die Halbmeſſer r, x, die Linie AB==a. * 
Mittelpunkt des gefuchten Kreiſes ſey C, und AP=x, 
PC = y, der Halbmeſſer des geſuchten Kreiſes = 05 
fo erhellee augenblicklich die Nichtigkeit folgender Glei⸗ 
chungen: 
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Aare tinte, 
a—- + ?=-r+0)'=Sr’+are te; 
woraus dur Subtraction: | 

ax — ®=r—r’+2ror)e 

2ax — a - hr 
a 2(r —r) 
Setzt man dies in die erjte Gleichung; fo erhält man nach 
einigen Reductionen: | 
IQx — 3* — (r — r?2!ja® — (r — N} 

| dr — r)? Ä 
welches die Gleichung des Orts des Mittelpunftes des 
geſuchten Kreiſes iſt. Für die Punkte, in welden die 
Eurve die Abfciffenare fhneider, muß ſeyn: 

(x- a? =(r— r), X—-a=+tr—r) 

at+trry+r . 








e = 





—— 
——— 


x= 


| - 
Alfo ſchneidet die Curve die Abfeiffenare in zwei Punkten | 
A, 3, für welche — 








AU = — , 
| B=r-—r 
if. Da 
pair +2, tt22t 0 Fo ;DE, 





⸗ 


iſt; ſo findet man die Punkte A und B, wenn man die Li⸗ 
nien DE und FG halbirt. ft C der Mittelpunkt von 
AB, ud EP = x; fo if 
| añ 4 ac 4 - it Tre, 
d. i. x—ta+ x, woraus auch zugleich erhellet, daß 
AC— ta, und folglich E die Mitte von AB iſt. Setzt 
man nun 2x — a 2x’ in die gefundene Öleihung; 


fo wird | 
ee - 


und der Ort ift folglich eine Hyperbel, deren Hauptare — 
x — 7, Rebengye = Var — (r — r)?, Scheitel 
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A, B, Mittelpunkt CE (Hyperbel. 3.). Iſt e die Ercen- 
tricitätz; fo ift (Hyperbel. 10.) | 
je? haꝰ — - ryI + a2. 

Folglich find, vn AC— EB — Ja iſt, A und B die bei: 


den Brennpunfte. Hierdurch ift die Hyperbel vollfommen 
beftimmt. | 


Stam=(r—r)Y2; fo find die beiden Aren) ein: 
ander gleich, und die Hyperbel ift gleichfeitig. 

Iſt der eine Kreis ein Punkt, alfo ein Kreis zu be: 
ſchreiben, welcher einen gegebenen Kreis beruͤhrt, und 
durch einen gegebenen Punkt geht; ſo iſt — o, und 


6 I 
die Gleichung der Hyperbel 


4. Einen Kreis zu befchreiben, welcher eine gegebene 
„gerade Linie berührt, und durch einen gegebenen’ Punkt 
hindurch geht. 

Sey (Fig.90.) Per gegebene Punft, AB diegegebene 
Linie. Manfege APa, nehme AP als Abfciffenare, AB als 
Drdinatenare an, fo daß alſo AB— y, BE—x Da 
PC=BC=x; fo erhellee augenblicklich die Nichtigfeit 
der Gleichung 

= +@- ey tele, 

o=y?—2axta’, yP =alx—a), ' 
‚welches die Gleichung des Orts des Mittelpunftes des ge: 
ſuchten Kreiſes iſt. y wird — o, für x — ao, 
x — 4a, ſo daß alſo, wenn E der Mittelpunkt von AP, 
E ein Punkt ber Curve if. Nimmt man E als Anfang 
der Abfciffen x’; ſe if x— la + x, 25 am %, 
und folglich y? — 2ax’ die Gleihung der Curve, welche 
alfo eine Parabel if, deren Scheitel E, und Parameter 

—2a DaEP a 1.2; fo ift der gegebene 

Punfe der Brennpunft diefer Parabel. 

5. Einen Kreis zu befchreiben, welcher einen gegebe: 

nen Kreis und eine gegebene gerade Linie berührt. 


Sey A (Fig. 91.) der Mitkelpunft, r der Radius 
deg gegebenen Kreifes, BP die gegebene Linie, C der Mit: 
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telpunkt des geſuchten Kreiſes, AB= a, CP=x, BP 
= y; fo ift | 
AC? = AD? + CD?, + x? =(a— sn)’ + 52, 
woraus man leicht erhält: De 
"?’=?2!’(ar+rns- (ar): 
a — Tr 
= xa+n)|x- 5 | f 


y wird =ofürx= >=, fo daß alfo, wenn F der 
Mittefpunfe von BE ift, diefer Punft der. Eurve angehö- 
ren wird. Nimmt man F als Anfang der Abfeiffen x’; 


ſo iſt 





x 





s ei — 
und folglich y? — 2(a + r)x, der Ort alfo eine Para⸗ 
bel, deren Scheitel F, Parameter — M(a 4). Die 
Entfernung des Brennpunftes vom Scheitel iſt — 

2@ +2 FH, und der Focus wird alfo gefunden, 
wenn man die Linie GB halbirt, 


6. Die Grundlinie eines Dreiecks, und der Unterfchied 
der Winfel an derfelben find gegeben; man foll den Ort 
der Spiße finden. Ä Ä 


Sey AC (Fig. 92.) = ainD halbirt, A— C 0, 
und D’der Anfang der Coordinaten, DP=x, BP=y; 
fit AA=4a—x, CP=zar%. Alfo 


— 22 u X 
tangA = —— = EN — TE Tr more 





+a — a — 2x 
— — 2xy 
tang (A — C)=tangi= wu Ey’ 
woraus: 
N — Aycotd— x? + 4a?=0. 
Um nun zu irgend einem andern rechtwinfligen Coordina⸗ 
tenſyſteme, ohne den Anfang zu verlegen, uͤberzugehen, 
muß man, wie leicht aus dem Art. Coordinate gefunden 
wird, allgemein | 
x=mu+-t nt, y=nu— mit 


fegen, wodurch man erhält: 
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(n? — ma — mm cot ö)u? — (n? — m? — 2mn cotd)t? =; 
— 2tu{2mn 4(n⸗ — m?)cotö} 4442 

Beſtimmt man hun m, n fo, daß. | 


n® — m? — 2mncotd — 0, 
fo ift die Gleichung 
— 2ta)2mn 4 (n? — m?)cotd} = 442, 


die Gleichung einer gleichfeitigen (da die Coordinaten fenk: 
recht auf einander angenommen find) Hyperbel zwifchen ih: 
ven Aſymptoten (Hyperbel. 8.). Der Mittelpunfe verfel- 
ben ift ver Punft D, Da, wie ebenfalls aus dem Art. 
Eoordinate leicht gefchloffen wird, indem hier die Coordi— 
naten fenfrecht auf einander find, n®+ m? — 1, um 
nach obiger Bedingung n? — m? — Imncotd iftz fo 
wird, wenn man den Unterfchied der Quadrate nimmt; 

Am?n?cosecö? = 1, 2mncosecö = + 1. 
Die Gleichung der Hyperbel aber wird: 
2tuj?mn + 2mncotd?| = 4a?, 

oder Amntucosec d? — 4a?, d. i,, wenn man 

mn cosecd — + 1 fest, 
2tucosecö = Ja?, ftu=La?’sind, 
ft der Winfel der Are der t mit der Are der x am der 
Seite der negativen y; fo it m=sina, n — cosa; 
alſo 

2sina'cosa cosecd —= 1, sine = sind, 

e=140d. Dadurd) ift die Lage der Aſymptoten beftimmt. 
Man mache nämlid den Winfel ADE — 40, und er: 
richre auf EF durch D dag Perpendikel GH; fo find EF, 
GH die Afympeoten der Hyperbel, welche nun, da ſie, wie 
aus der Gleichung tu == a sind, wenn mant=+t 
zacos4d, u=+ +asinzd fest, fogleic erheflet, 
durch A und C gehen muß, leicht beſchrieben werden kann. 
Setzte man Amncosecd — —1; fo erhielte man auf‘ 
ganz ahnliche Art sin 2a = — sindzmsin (180° +0), 
e—=90° +46, d, h. den Winfel ADG, und Ra 
feine neue Aurlöfung, 


T. Zwiſchen den Schenfeln eines gegebenen Winfels 
BAGC (Fig. 95.) — « bewege fich eine Linie MN von be— 
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ſtimmter Laͤnge, ſo daß ihre Endpunkte immer die Schen⸗ 
kel des Winkels beruͤhren. Man ſucht den Ort eines in 
ver Linie MN gegebenen Punktes K, für — MK — 
m, NK=n if. 

Nimmt man A als Anfang, ACT als Axe der Abfciffen, 
a als Eoordinatenwinfel an, und ſetzt AL—x, LK — 


y; jo iſt 


m:mpp=x:AN,AN= mEND%, 


n:m+n=y:AM, am , 
MN? = AM? + AN? — 2AM.AN.cose 


Trigonometrie. 7.). en wenn man mit mn = 
MN aufhebt: 


ı=(5)+(@@)' Br ale 


y 
oder, für x’ =-, y—-: 


1=x’+y?: — ıycosa 


bie Gleichung der geſuchten Curve, woraus man leicht 
erhält; - 

yz=xcoosart Erw. Ä 
Fuͤr x sin *1 wird y’imaginär, und für x’ sin —1, 
x = cosece, iſt alſo die Drvinafe eine Berührende, da 
fie nur ven einen Werth y’ — x’ cos a —coseca.cosq 
— cotehat. Gey nun 


AE=x = mcosec#«a,EF=y=ncota, 


two EF.der Ordinatenare parallel iſt. Man ziehe AF, neh: 
me dieſe Linie als Are der Abfciffen an, und fege AF— x, 
ADzex, DRKY ſo iſt 

AE:AL=AF: AD, AB: EF — AL: LD; 
mx” eosec@ | 


mcoseca :x—= x: X, X = - = > 


nxX Cosa 
— — 
m 


Danın LD + y’=y; fo hat man: 


my’"cosee « ny’ — 


*8— ,j=y+— 


mceosece:ncotte = x:LD,LD = 
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a —— x cosa 
sinn’ y at xsina " 
Dies in die gefundene Gleichung geſetzt, giebt: 
1 Ho "2 x”? cosa? 
D z?sina? + n? "x? sına? ’ 
d. i. “ 
x ya 
1=—- +7 


Alſo ift ber Ort eine Ellipfe, deren zwei conjugirte Dia- 
meter AF—x, AG=n find (Eflipfe. 17.), woraus 
fih, da Lage und Größe diefer Diamerer gegeben find, die 
Ellipfe immer befchreiben läßt. 


8. Durch zwei gegebene Punkte ‚, M’ im Raume 
zwei Linien MP, M’P zu ziehen, welche einen ne 
Winfel MPM’ — a einfließen. 


‚Die Coordinaten der Punkte M, M’, P ſeyen a, 3 
c;a,b,cz;x,y, 2; bie Gleichungen der Linien MP, 
M’P (Linie f gerade, 20.): 

y=4Ax+%, z=Bx +8; 
=Ax+-WV, z=Bı+%. 
Da diefe Linien aber durch M, M’ gehen; fo ift 
b=Aa+%, c=Ba+ß; 
b=Ad+Y%, c=Ba+ß; 
y—b zAk—a), 2 —c=B(x-— a); 
y-b’=Akxk—a) 2 - B - *). 
Alſo (Linie, gerade. 32.): 
050 = ——— 
YA + A? + BP) + Ar + B®) 
Nimmt man aber ver Kürze wegen M als Anfang der Co: 
ordinaten 7 MM’ als Are ver z an; fit ab —.c 
zo.=b=o Wo 
y=ık, 2 * Br; v 
yzAzx, 2 — ce = Bx. 
| Beftimnit man nun hieraus A, B, A’, B durch x, y, 
2, entwickelt aus dem Ausdrude für cos« die Ausdrüde: 
Ya — AB)? + (A — A? + (B- (BB)? 

YaFaF+Bya HAB) 

YraB’ — AB)? + (A — A)! + (B- 57? 
THAN BB ; 


sine = 











tage = 
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bie man Teiche mittelſt bekannter goniometrifcher Formeln 
— und ſetzt in letztern die gefundenen Werthe von A, 
B, A, B'; fo erhält a 
tang a = a ’ 
Far Fe 


e 454 re +9), 


fo daß alfo ver Ort des Punktes P eine Bu bis zweiten 
Grades ift. 


Durch eine einfache geometrifche Serratung über- 
zeugt man fich fogleih, daß diefe Flaͤche erzeugt werden 
muß, wenn ſich ein über der Linie MM’ — c’ als Seh— 
ne befchriebener, des Winfels « fähiger, Kreisabfehnitt 
um feine Sehne bewegt, welches ſich auch leicht aus der 
gefundenen Gleichung ableiten läßt. Denkt man fi 
nämlich durch MM’ und P eine Ebene gelegt, und in der: 
felben auf die Are des z ein Perpendifel u von P gefällt; - 
fo ift Elar, daß u? —= x? +y?2, alfo, 

(u? + 22 — c’z)? = ’ 


cu 
2 + 2 = + 
ba  tauga — 


woraus, verglichen mit (2.), das Geſagte erhellet. 





9. Seyen mehrere Punkte im Raume gegeben; man 
ſoll die Lage einer Ebene beſtimmen, ſo daß die Summen 
der von den gegebenen Punkten auf die Ebene gefaͤllten 
Een“ auf beiden Seiten derfelben einander, gleich 
eyen 

Die —— der — Punkte y = —n, und 
ihre —— Die Gleichung der Ebene fey (Krum: 
me Slähe. 4): I | 

Ax+By+Cz+D=o, 
* der Kuͤrze wegen | 
'zs=axtby-tc. 
Folglich die von den gegebenen Punften auf diefe Ebene 
gefällten Perpendifel (Linie und Ebene. 51. 52.): 
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— —— 
ee A 
Betrachtet man nun die auf der einen Seite der Ebene lie: 
genden Perpendifel als pofitiv, die auf der andern als ne- 
gativ; fo ergiebe ſich aus der Bedingung der. Aufgabe fo: 
gleich folgende Gleichung: 3 
! —ıuaxr — by —c 
+ z’ — ax’ — by’ —c 
+ 2” — ax“ — by” — c 
Forces conerenne I: SE 
a 
FR n ⸗ 


= 0 


woraus fi zwiſchen a, b, c, den Coefficienten in ber 
Gleihung der Ebene; alfo nur eine Gleichung ergiebt, 
fo daß es alfo auch unzählige Ebenen giebt, die der Auf: 
gabe genügen, und diefelbe alfo unbeftimmt iſt. Setzt 
man den erhaltenen Werth von c in die Gleihung 

Ä Ä z=ax-tby- c; 

fo wird diefelbe: | 
— — — x * * +b IH tl 


welches offenbar die Gleichung -einer Ebene ift, die durch 
den, durch die Coordinaten 


KH. YıIyty th. . 
| n‘ : on er n 
beftimmten Punkt geht, fo daß alfo alle durch diefen Punfe 
gehenden Ebenen der Aufgabe genügen, Diefer Punfe ift 
aber der Punkt der mittlern Entfernungen der gegebenen 
Punkte (Vergl. Viele. 10.). 


10. Seyen mehrere Punkte im Raume gegeben; man 
fol einen Punkt von folcher Befbaffenheit finden, daß die 
- Summe der Quadrate aller von demſelben an die gegebe- 
nen Punfte gezogenen geraden Linien einem gegebenen 
Quadrate p? gleich fey. 

Die Coordinaten der gegebenen Punfte feyen wie vorher: 

EC SE EEE Er MEET 


und x, y, 2 die Coordinaten des gefuhten Punktes. Die 


— 
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Entfernungen deſſelben von dem gegebenen Punkten ſeyen 
Eee ſo iſt, wie leicht aus dem Art. — und 
Ebene (50.) geſchloſſen wird: — 

e? = (ar)? +) + @ — —* 

‚"=(a—r) ——-y, 

er « AL ER FR: A — za 

ie "et et 
Folglich/ wenn man, die Quadrate: icelt— — A 
Kürze wegen A H+x+x” +... duch x, x 2% 
KU HR... durch Ex’? beeißnit, die ah ber 
‚gegebenen Punfte aber —n fegtt::: 
p?=nx? +. ny? + n2? „2x2 — 2yZy 2227 * 4 * Kun 


s=ew+ypy+a nz — Fam. : 


— =) Pr’ — (2x2 + zn]. 


Verlegt man nun den Anfang der Coordinaten in einen 
Punft, veffen ——— Coordinaten 


Zr, a, 2 


s 


find; fo muß man, wenn übrigens beide Sofieme als pa⸗ 


raflel angenommen werden, indem man die neuen Coordi. 
naten durch x  Yır z BIN ee: 


1 
zox, +4, yz=y, + Z2y, 2 2 2,4 2: 
fegen, wodurch man erhält: 


————— * 2124 J 
5 + A law +(Zy)?+(Z7’)? is ZY+y,Zy+tz ‚zu | 
— Ale MAR 1 [per + 2y 423] 


Mn le ie 
— { ray - — Kay) Hart s 
Sest man nun die conftante Größe ml 
- rar + 2124273 + [ent] 44 
fo wird unjere Gleichung | 


— — 2 2 
oz’ y’ rt rn, Bay’ try’ tn 
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welches offenbar die Gleichung einer Kugelfläche ift, deren 
Mittelpunft der: Anfang: ber ——— MR und duch 
die primitiven Coordinaten 

4 


4 4 
ma; 27, Ze 2 


beſtimmt wird Gunm⸗ glade. 40.). Der Halbmeſſer 

iſt — x. Unſere Aufgabe ift alſo eine unbeſtimmte, und 
der 5* des geſucheen. Punftes die ſo eben betimm⸗ Ku⸗ 

| g aͤche. 
44. Der Mietelpunkt der Kugel iſt wieder der Punkt 

der mittlern Entfernungen der gegebenen Punkte. Man 
erhaͤlt hieraus folgenden merkwuͤrdigen Gag! i 


Wenn aus dem Punfte der mittlern Entfernungen ge: 
gebener Punkte im — — durch die Coordinaten 


zz, —* 2 


beſtimmt wird, mit einem willkuͤhrlichen Kadius ı r eine 
Kugel beſchrieben wird; fo ift die Summe der Quadrate 
aller von irgend einem Punkte in ihrer Oberfläche an die 
gegebenen Punfte gezogenen geraden Linien eine conftänte 
‚Größe, und zwar, wie aus dem Dbigen leicht folgt, — 


p’= — Sy 9 +(2y')?+ (Z7)* | i 


12. Dies mag hinreichen, die Natur unbeftimmter 
J geometriſcher Aufgaben zu erlaͤutern. Jeder geometriſche 
Ort giebt ein Beiſpiel einer ſolchen Aufgabe, ſo daß alſo 
hiermit dieſer Artikel zu vergleichen iſt, fo wie auch Die analyti— 
ſche Behandlung der in dem großen Werfedes Apollonius 
über die ebenen Derter enthaltenen Aufgaben eine freffliche 
Hebung feyn wird. Außerdem findet man Beifpiele genug 
in den meiften Werfen über.die Kegelfchnitte (f. diefen Art.), 
Newtons Arithmetica universalis, Tempelhoff 
Analnfis endl. Größen. Berl. 1769. ©. 514., Segneri 
Elementa Anal. finit. Halae. 1758. p. 357, Bran- 
- des nöhere Geometrie. I. Lpzg. 1822. S. 25. 5.114. 
Puissant Recueilde diverses propositions de Geo- 
metrie. Paris. 1809. p. 158. 301., fo wie in den meis 
fien Werfen über analgtifihe Geometrie überhaupr. Auf: 
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gaben, welche auf höhere Curven führen, haben mir. bier 
nicht mitgerheilt, weil die Ableitung der Gleichung einer 
Eurve aus einer Eigenſchaft derfelben alle Mal ein hierher 
gehörendes Beifpiel liefert, und in diefer Beziehung alfo 
die einzelnen Artifel diefes Woͤrterbuchs, welche. fpecielle 
Formen der Eurven betreffen, nachgefehen werden Fönnen. 


Unbeftinnmte Are einer Curve (Axis curvae 
indeterminatus) heißt zuweilen die Axe einer Curve, wenn 
durch die Natur berfelben bloß die Lage, nicht die Länge 
der Are. beftimme wird, wie z.B. beider Parabel. Die Aren 
der Ellipfe find beftimme, da beide von der Ellipfe in zwei. 
Punkten gefhnitten wird. Bei der Hnperbel heiße zumeis 
len die zweite Ape die unbeftimmte Are, weil fie von der j 
Hyperbel nicht gefchnitten, und ihre Länge, wie befannt, 
eigentlich nur fingirt wird. 


Unbeftimmte Coefficienten, Coefficientes fi- 
cti oder assumti, find überhaupt, wenn eine gegebene _ 
Function unter einer andern beftimmten Form dargeftelle 
werden fol, die noch unbeftimmten Eoefficienten der Po⸗ 
tenzen ber veränderlichen Größen der Function in dem all» 
gemeinen fombolifchen Ausdruck der gefuchten Form, und 
werden zuerft, als noch unbeftimmee oder gefuchte Größen, 
durch willführliche allgemeine Zeichen bezeichnet, dann 
aber der Natur der gegebenen Function und den durch die 
Sorm, auf welche diefelbe gebracht werden fol, gegebenen 
Bedingungen gemäß beftimmt. Durch zweckmaͤßige Bei: 
fpiele wird diefe Methode, welche man gewöhnlich die Me: 
thode der unbeftimmten Coefficienten nennt, am beften 
erläutert, und in völliges Licht gefegt. Zur Bezeichnung 
der unbeftimmten Eoefficienten bedient man fich gemwöhn- 
lich der lateinifchen Verſal-Buchſtaben; in der combinato= 
rifhen Analyfis dagegen nach der Hindenbürgifchen Cha: 
rofteriftif, werden fie immer durch willkuͤhrliche Buchſta⸗ 


ben mit daruͤber geſetzten Punkten wie z. B. a, b, c, * u 
A, B, EC; — 3 a,b, c, ef. f. von den ge⸗ 
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gebenen Coefficienten a, b, c, d,...; A,B, C,D,..3 
a, b, C, —59 u. f. f. unterfchieden. 

1. Gute Dienfte leiftet diefe Methode z. B. bei der 
‘Zerlegung der gebrochenen Functionen in einfache Brüche 
Gunction. 16.). Sey z. B. die gebrochene Function 
xty 

(x —a)(x —b) 
in zwei einfache Brüche mie den Nennern x — a, x— b 
zu zerlegen; fo feße man 


ek ABA 4 Men ab Be) 
:&—a)(x—b) — = (x — a)(x — b) : 


und die Aufgabe ift aufgelöft, wenn A, B fo beftimmt 
‚werden, daß für jedes x 

ee Br +.Ba) 
ft, welcher Bedingung. offenbar genügt wird, wenn A, 
B fo beftimme werden, daß 

re Bine 

Loͤſet man nun diefe beiden Gleichungen nach A, B auf; 
” erhält m mans. 








b=-a b—a 
wodurch alfo A, B den Bedingungen der Aufgabe geniß 
beſtimmt ſind. 

2. Kann die gegebene Function nicht auf die verlangte 
Form gebracht werden; ſo wird dies die Aufloͤſung ſelbſt 
immer anzeigen. Fuͤr | 
| ER \ B 

Werte In 
erhielte man, wenn die beiden Brüche auf gleiche Benen- 
nung gebracht werden: 

1 Aa? + Bx — Ar 

za) Kon)! 
Ä 1= Aa? 4 Bx — Ax, . 
und, um dieſer Bedingung allgemein, für jedes x, zu 9® 
nügen, ſi nd A, B fo zu beſtimmen, daß die Gleichungen 
Aa =1,B=0,—A=o 
erfülle werden, welches offenbar nicht möglich if. Setzt 
man aber 
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1 1 Be: 
"a? — x) x(a—x)(atx) x + * atx?’ 
fo erhält nn leicht: va = 
Aa? Laßt C)x+(B— A — C)x? 
won" — — — —— ; 
1=Aa? Pa(B4 0) x4 (B— A — x⸗, 

Aa2— 1, aB+C)=o, B—-A—C=0o; 
woraus, wenn dieſe drei —— nah A, B, C auf 
BER MRTERN: 


2 


*7 75 
ſo daß ſich — nun der angenommenen Form genuͤgen laͤßt. 
Fuͤr 
x»3tx?+2 _A B E 


— irtremt trennt 
erhält man nad) einem ganz ähnlichen Berfahren: 
A=2,B=—-4,C0=—3,D=1,E=-— 
Algemeinere Unterfuchungen über diefen Gegenftand f. im 
Art. Function a. a. O. 


3. Auch bei der Summirung der Reihen wird dieſe 
Methode zuweilen mit Vortheil angewandt. Sey z. B. 
die Summe der Potenzen der natuͤrlichen Zahlen zu finden. 
Man bezeichne die Summe 

pP 42 4 30 4 40 4-·... po 
überhaupt durch Sx", und ſetze, ba dieſe Summe fie x x 
oo offenbar verſchwindet, 
. Bm == Ax Br. Ge? 4 Dei U un e3 
alſo 
SC = Alx +1) # Bx+1)? F Ck +1)? + DierNt+.. 
S(x+ 1% —Sm = (x +1 = Al +1)—x] + BIx+D’—x?} | 
+C/x+1?—x’} + Dix + DI —x?]| tee 
Die unbeftimmten Eoefficienten A, B, C, D,... müffen 
nun fo beflimmt werden, daß biefer Sleichung ganz allge: 
mein für jedes x genügt wird. ft dies möglich; fo iſt 
wie angenommen wurde, wirklich 
Su = Ax + Br? + Cx® + Dxt +. 
weil, wegen jener Gleihung, indem für x die natürlichen 
Zahlen nach der Ordnung von o an gefeßt er 
v — —7 


an | 
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1 23... 44 ie 
= Afi-o + Bf12 - + CO} +... 
+A2—1) + BI? —1?) + CS? —1] +... 
+AS—2] +3 — 22) + 0° —21 +... 
+ Alx—ix—1} + Bix®?— — )2 + Ch —x—N’} +... 
+Alx + —x} + Bix + D?—x’} + Ci +VD’—x’! +. 
d. i., wenn man auf der rechten ‚Seite aufhebt, was fi ch 
aufheben läßt, für jedes x: 
Sk+1) = Ax+1)+BAR +? + CK +1)’ +DER+ —* +. 
und folglich auch 

Sın = Ax + Bx? + Cx? + Dx +. 
wie behauptee wurde. Mach diefen — Bemer: 
Fungen ſeh, für die Summe der erften Potenzen der na- 
türlichen Zahlen, zuerſt n — 1; fo wird obige Gleichung: 
1+x = Ali4n—x| + B|u+N? —x®} + clu+9°—x] Fun 


welcher für jedes x genügt werden muß. Da aber der erfte 
Theil dieſer Gleihung nur zwei Glieder enthält; fo Fann 
man die Eoefficienten aller Glieder des zweiten Theils, in 
welchen hoͤhere Potenzen von x als die zweite vorkommen, 
— o ſetzen, woraus 

1+ x= Alu ———— x| + Bl + 2° * x.) —A+B+2Bx 


Um diefer Gleichung für jedes x zu genügen, hat man al: 
fo A, B aus den Gleichungen 
A+B=1, B=1 
zu beftimmen, woraus A=B=4, und folglich 





wie befannt. 
Sür n = 2% hat man: 


(+ W=1+%+ x all — — J 4 X +2) — 
c ja + x)? _ 2) +D u +9 =] +. 

oder, wenn man, da der erfte Theil nur drei Gtieher ent: 

hält, die unbeſtimmten Coefficienten von-D an == 0 ſetzt: 

142x422 = A a4} + B [492 x2} [u40° me) 
=A+B+CH+ (2B +3C)x + 30x°, 
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und A,B, C muͤſſen nun fo beſtimmt werden, daß ſie den 
drei Gleichungen 
A+B+C=1, B+-3=2, 50=1 
genügen. Dies giebt Ä 
Amt, Bet, 643 
St =4x + 4x 4 4x = x + 1)(2X +1) nz un — 
Fuͤr die Summe der Cubikzahlen erhaͤlt man auf aͤhnliche 


Art: 
14 38 + 3 +! = 
A+B+C+D+ (2B+3C + 4D)x + (36 + 6D)x2 + 4Dw, 
und die Coefficienten müffen fo beftimmet werden, daß fi e 
den vier Gleichungen 
A+B+C+D=1,3+3C+4D=3, 
sc+6D=3, w=1 | 
genügen, woraus 
A=0,; B=3, C=4, D=4; 
‚St =4x? +42 - ir’ NN, 


Sir die Summe der Biquadratzahlen erhält mait eben fo: 
8x* — — IX 4 ix? + 4x* + 4x® = x (x ——— St 3x—1) , 


- Dies wird zur Erläuterung der Methode hinreichen. Wie 
man weiter gehen Fann, fällt in die Augen. In dem Art. 
Potenz. III. ift ausführlich von diefem Gegenftande gehan- 
delt, dabei aber ein anderer Weg eingefhlagen worden. 


: 4. Mit ganz befonderm Vortheil wird aber dieſe Me— 
— angewandt, wenft eine Function in eine nach Poren: 
zen ihrer veränderlichen Größe fortſchreitende Reihe ents 
wickelt werden ſoll, und fie erhaͤlt in dieſer Beziehung vor: 
zugsweiſe den Namen der Methode der unbeftimmten Coef⸗ 
ficienten. Um mit ‚gang, einfachen Beifpielen anzufangen ; 
fo ſey der Bruch ——, in eine nach den pofitiven ganzen 
Potenzen von x fortfhreitende Babe zu entwicdeln, und 
man feße Daher; 

1 
j 1—ox u 
Die Coefficienten A, A,, Ay, Az,... find nun fo. zu be— 
552 


=A+Ax+ A,x? PA Ast. “ 


— 
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fimmen, daß biefer Gleihung im Allgemeinen für jedes 
x genügt wird. Dies wird aber der Fall feyn, wenn man 
diefe Coefficienten fo beſtimmt, daß im Allgemeinen tür 
jedes x der Gleihung 
1=(d-aH Ar A A  Artıh. ..) 
‚genügt wird, indem erftere eine unmittelbare Folge aus 
diefer if. Man muß die Eoefficienten alfo fo ara 
daß für jedes x die Gleichung 
1=AHA, Ela, ee, * +. 
— aA — aAl,) — 44, 
erfüllt wird. Iſt diefe Beſtimmung ausfuͤhrbar; ſo wird 
auch die Entwickelung des gegebenen Bruchs in eine Reihe 
von obiger Form moͤglich ſeyn. Fuͤhrte aber dieſe Beſtim⸗ 
mung auf widerſprechende Reſultate; ſo muͤßte in der An— 
nahme gefehlt, und die Entwickelung unſers Bruchs in 
eine Reihe von obiger Form demnach unmoͤglich ſeyn. 
Obige Gleichung wird aber fuͤr jedes x erfuͤllt; wenn die 
unbeſtimmten Cdefficienten fo beſtimmt werden, af fie 
folgender Reihe von Öleihungen genügen: | 
21, 
A. — oA = Dy 
A,—aA,=0, 
A, — aA, = 0, 
‚A, — aA, = 0, 
| u. ſ.f. wtf 
eine Beſtimmung, welche offenbar immer moͤglich iſt, ins 
dem ſich aus denſelben unmittelbar folgende Werthe der 
Coefficienten ergeben: 
A, 1, 4, , Au 08, — Aue a8 2..3,. 
wo auch das Gefes ganz deutlich erhellet. Alfoift 
— ax ta’? 4 oαν Lat .· ·4 


und die geſuchte Entwickelung folglich gefunden. 
5. Soll die —— Function 


— 


in eine Reihe von aͤhnlicher is entwickelt werden ſo 
ſetze man 
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t j | 
er x I = A + Ax-}+ A,x? + A, x -ARL.,., 


und beſtimme wieder die Coefficienten ſo, daß ſie dieſer 
Gleichung fuͤr jedes x genuͤgen. Dieſe Gleichung iſt aber 
eine unmittelbare Folge aus der Gleichung 

1S C - + mA HA + AN HA...) 








=A+A)Ix+A 9,9” + A "tr. 
— oA — aA, — aA, 
+yA +rAı 


fo daß alfo der erften Gleichung für jedes x genügt feyn 
wird, wenn die Eoefficienten der zweiten gemäß beſtimmt 
werden. Dies giebt die Gleichungen: " 
"A=1, 
A. — 4cAM =a, 
A,—aA, -yA =o0, 
A, —aA, + yA, =0, 
Ay— aA, + YA, =o, 


uff ef 


alfe 
 =4, 
A,=cA, 
A, =al, —yA; 
A; = eh, — YA, 
A, = ul, — 7425 | 
" uff. | 


und daß diefen Gleichungen durch eine fucceffive Beftim- 
mung der Coefficienten immer genügt werden fann, die 
Entwicelung des gegebenen Bruchs in eine Reihe von 
obiger Form alfo möglich iſt, faͤllt fogleih in die Augen. 
Man erhält | 


A =141, 
A=e, 
A,=z. —y; 
A, = ua’ — 2ay, 
A,=zet— 342 4 7*, 
A, mad — Aady + 3ay?; 
A, = 06 — 5aty + 6a’y? — y?, 


A, = a! — 6a5y + 102’y2 — Aay?, 
A, ad — 7064 +.150%Y7? — 100°y? + y'; 


u. ſ. f. u. ſ. f. 
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Das’ allgemeine Gefer erhellet leicht. Es ift nämlich, 


„Aanmetı — — — — my 


— — 2 8 — 3) 








— a — ———— 
u. | 1.2.3, 

— ir amd, 

_ .(2n = 1)(2n = 2) 0.3 

+ 1.2.3 — 

BER Brunn. EEE ERRE 

1.2.3 
„ (n+2 (n+1)n F 42*4 
1.2.3 mer — 


6. Nicht immer iſt die Anwendung dieſer Methode ſo 
einfach, wie in den vorigen Beiſpielen, und erfordert oft 
beſondere Kunſtgriffe. Von beſonderer Wichtigkeit iſt es, 
die Form der Reihe richtig anzunehmen, weil man ſonſt 
entweder gar keine Beſtimmung der Coefficienten erhaͤlt, 
oder zu widerſprechenden Reſultaten gelangt, welches dann 
ein Zeichen ift, daß die Entwicfelung der gegebenen Fun— 
ction in eine Keihe von der angenommenen Form unmöglic) 
ift. Es wird doher nicht unnüß feyn, bevor wir zuandern 
Beifpielen übergehen, einige allgemeine Bemerfungen in 
diefer Beziehung vorauszufchicken. 


7. Die einfachfte, am häufigften in der Analyfig gefor- 
berte, Meihenform ift die der nach den pofltiven ganzen 
Potenzen der yeränderlichen Größe fortfchreitenden Reiben, 
und von ganz befonvderer Wichtigfeit erfcheint die Frage, 
ob alte Functionen fi) in Reihen diefer Art entwickeln 
laffen, und, wenn dies nicht der Fall feyn follte, woran 
man im Allgemeinen erfennen fann, wann diefe Entwicke— 
lung moͤglich oder unmöglich ift. Das Folgende enthäle 
einen Verſuch, tirfe Frage zu beantworten. Der Werth 
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einer Function px, welchen fie erhaͤlt, wenn man x = E 
fest, fol durch Yo bezeichnet werden... - . 

8. Unter einer, Junction einer veränderlichen Größe 
veriteht man bekanntlich jede von derfelben auf irgend eine 
Art abhängende Größe, fo daß. verfchiedenen beſtimmten 
Werthen der veränderlichen Größe auch gewiſſe beftimmte 
Merthe der Function entfprehen, woruͤber der ‚Art. 
Function mit Mehrerem zu vergleichen. 

Sey nun px das allgemeine Symbol irgend einer 
Function von x, und man fee, da die Entwicfelung die: 
fer Function in eine nad) den pofitiven ganzen Potenzen 
von x fortfchreitende Reihe verlangt wird, 

gx = A'+ Bx + Cx? + Dx® + Er + ...; 
wo es nun auf die Beftimmung der Epefficienten A, B, 
C, D, E,.... anfommt, Setzt man x = 0; fo erhält 
man fogleich 
| A= oo; 
REES 
| PFZE 84 Det 4. Ex 4... 


wo offenbar FE wigder eine Function von x ift, die 


wir durch p,x bezeichnen wollen, fo daß alfo 
a 9,x=B+Cxs + Dx® EX - Ft +..., 
woraus, Wenn man x == 0 fest, wie vorher: 
B= 9,0? 
'9,x=904+Cx + Dx? +Ex® +- Fx? + ..., 
C DE Et HR ....; 


x 

wo wiederum FZ— eine Zunetion von x ft, die durch 
p,x bezeichnet werden fol, fo daß 

9% =C-+Dx + Ex? - Fr? + Gx’ + ...;, 
woraus, wenn man x — o fegt, ferner. 

G= 9.0; 
9% = 9,0 + Dx + Ex? - Fx? + Gxt + ...; 
ATI DLEIHEFR HG H..; 


x 


wo die Function I = p;x gefegt werben foll. 
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Setzt man dieſes Verfahren weiter fort, ſo erhaͤlt man zur 
Beſtimmung der Functionen | 


P.X, PX; 9%) 948; =» 


folgende Gleichungen: 
ae > Ge 
TEN = 90 
— px = p,0 
gr = , 
Pax — —— 


und die Coefficienten find: | 
A=yo,B=yo, C=9,.0,D=90;:. 
bie gefuchte Reihe alfo 

px = 90 + 9,9.Xx + 920.22 4 9,0.xX° + go. t.. 

9. Ueber diefe Beftinnmung der Coefficienten find vr 
folgende Bemerkungen zu machen, und einige Zweifel zu 
heben. Betrachter man nämlich die beiden Aus druͤcke 

gr PURE, ga FH —. Mm 
näher; fo ift Flar, daß die Beftimmung von p.,,% fi) 
auf die Beftimmung des befondern Werthes 9,0 von ꝙ,x 
gründet. Setzt man aber in dem Ausdrude von p.x die 
veränderliche Größe — 0; fo erhält man 


_ Pn—410 7 Pn—ı0 o 


dag Symbol der Unbeftimmtheit (S. Function. 50. ff.), 
fo daß hierdurch offenbar der Zweifel, daß ſich durch die 
obige Methode gar Feine Beftimmung der einzelnen FZunctio- 
nen, und folglich auch der Eoefficienten, ergebe, Raum 
gewinnt. Meberlege man aber, daß. 


Yn—1X = Pn—10 


nx = 
y x 
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offenbar eine Function von x ift, und daß folglich, nad) 
dem oben (8.) von Meuem feftgeftellten. allgemeinen: Be— 
geiffe der Function, nothwendig jedem beftimmten Werthe 
von x, alfo auch dem Werthe x — o, ein beftimmter' 
Werth von px entfprechen muß; fo fälle leicht in die Au— 
gen, daß obige Unbeftimmtheit nur fheinbar, und bloß 


durch die ganz allgemeine Form der Function px herbeige- 


* 


fuͤhrt iſt, indem es keinem Zweifel unterworfen iſt, daß 
dem beſtimmten Werthe x — o auch ein beſtimmter Werth 


‚von ꝙ,x entfprechen muß, wenn er ſich auch unter der un= 


beftimmten Form 2 darftelle, welches ja überhaupt nicht 

felten der Fall iſt. So wird z.B. der Bruch . 

£ Oo x3 — ax? — a%x + _a® 
x? — a3 


— 
— 


dv | 
denn man x — a ſetzt. Bemerkt man aber, daß fo wohl 


der Zähler, als auch der Nenner, fih in Fackoren zerlegen 
läßt, wodurch 


x3 — ax? — ax + a? (x—a)x + a), 
mn Te arhn’ 


d. i., wenn man die gleichen Sactoren aufhebt, — x—a 
wird; fo ift Elar, daß für x—a der Werth obigen Bruchs 
— oift, und foin andern Fällen, worüber auch. der Art. 
Function. (50. ff) nachzufehen if. Es ift alfo Feinem _ 
Zweifel unterworfen, daß es für x — o aud) gewiffe bes 
ftimmte Werthe der durch. ꝙ bezeichneten Sunctionen geben 
muß, wenn fie ſich auch hier unter unbeflimmten Formen 
darftellen. Im Allgemeinen giebt es alfo auch immer be= 
ſtimmte Werthe der Goefficienten A, B, C, D,..., 
und die Entwicfelung der Function px in eine nach den 
pofitiven ganzen Potenzen von x fortfchreitende Reihe ift 
alfo im Allgemeinen immer möglich, fo daß namlich 
yX = 90 + 90.X + 9,0.X + 90.2 + 90.,X +... 

10. Tritt aber, welches offenbar auch möglich feyn 
Fann, der Sal ein, daß für x — o der Zähler einer der. 
obigen Functionen einen beftimmten conftanten Werth a 
erhält, ver Menner aber verſchwindet; fo erhält man im: 
mer für irgend einen Eoefficienten einen Ausdrud von der 


Form —, welches bekanntlich (f. den Art. Unendlich.) 
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das analytifhe Symbol des Unendlichen if. So mwenig 

aber einem folchen Ausdruck bei allgemeinen analyrifchen 

Entwickelungen ein. beſtimmter Werch beigelegt: werden 

kann; fo wenig kann aud) eine Reihe, deren Eoefficienten 

mit folhen Ausdruͤcken behaftet find, als der Aufgabe ge: 
nuͤgend befrachtef werden, und man har hierin vielmehr ein 
Zeichen, daß die Entwirkelung der gegebenen Function in 

eine Reihe von der zum Grunde gelegten Form, wenn nämlich) 
‚alle Eoefficienten ganz beſtimmte numerifhe Werthe haben, - 
und von Ausdräden, wie —, befreit feyn foflen, nicht 
"möglih if. Nur dann alfo, wenn man bei der obigen 
Beftimmung der Eoefficienten nie auf Ausdrücfe von der 
Form — kommt, ift die Entwicelung der Function px 
in eine nach ven poſiitiven ganzen Potenzen von x fort: 
fehreitende Reihe möglich, wobei zugleich. die Norhwendig: 
keit erhellet, in jedem Falle immer das allgemeine Gefeh 
der Eoefficienten aufzuſuchen, um fich zu überzeugen, daß, 
auch wenn die Reihe bis ins Unendliche fortgefert wird, 
doch nie Ausdrüce von der Form — erfcheinen. 


11. Vorhergehende analytiſche Betrachtung läßt ſich 
nun auch leicht in einen foneherifchen Beweis umwandeln. 
Sey nämlich Yx die gegebene Function, und man beftim: 
me die-Functionen P,X, 2X, PzX,r uf. fe, welches, 
wie aus dem Dbigen (9.) erhellet, immer möglich ift, aus 
den Gleichungen: | 





| yx = yx 
"PX ,— 90 

dr 

p,X— 9,0 

—— — 

_ PpıX — 9,0 

9, : x 2 ’ 

„X — (PnO 

pn+ıx = I ’ 


X 
| ae 
fo läßt fi, wenn man bei diefer Beftimmung in der Reihe 
PO, PO, P2Or Pz9r..-PnOz ... mie auf ein Glied von 
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der Form — kommt, die Function px immer in eine 


nach den pofitiven ganzen -Potenzen von x fortfehreitende 
Reihe entwicfeln, fo daß alle Eoefficienten beſtimmte nu⸗ 
meriſche Werthe, deren keiner — > iſt, — Denn 
wordt Gleichungen geben: | 
* AT PR — 0, 

Par, Sm PX 2 9,0 

va — P;X.X 9:0, | 
X — m. an 

— ya Pnx. __ = Pn—10, 
- — Pn+41X:Xı= Pn05 


oder 


PxX —- PX, 90, 
PıX-X — 9,.X.,X°7. = 9,0.X%, 
P.X. x — pSx. xꝰ = 9,0.%, 
P, x. x — ꝙ.x.x*᷑ = 9,0,%, 
pn—ixX.Xri nx. xn = n—40.mmt, 
YnX.x" — (pn+1X%.xnt1Z pn0.x", 


alfo, wenn man addirt; Ä 
ꝙx .X. x + 2x. xꝰ 4, x. xꝰ +... + y0X. xx +. 
— |yıx.x T yıX.X” + PX. x⸗ + yıx.X’! +... + yax.ant..| 
= g0+ y,0:x + y,0.2°” + 950.0 +...+ mo. thin. 
Die beiden” unendlihen Reihen auf der linken Seite des 
Gleichheitszeichens find offenbar ganz übereinftimmend mit 
einander, und nur darin unterfchieden, daß die erfte das 
Glied px mehr enthält, fo daß alſo ihr Unterfchied eben 
diefes Glied, und folglich 
ꝙx = YO + Y,0.,X + 0.x°? + 130. 4... #ogmo.xui+. 
if. Dies ift aber, wegen ber obigen Vorausſetung in in 
Bezug auf Yo, P,Ö, 20, P507:...7 eine Reihe von 
der verlangten Form. 
12. Die Möglichkeit der Entwicfelung von px In * 
Reihe nach den poſitiven ganzen Potenzen von x, hängt 
alfo davon ab, daß feine der Funetionen PXyı x, PaXı 


Pz%r... fuͤr x = o die Form — annimmt. Es fragt 
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ſich nun, ob ſich dies nicht vielleicht aus der gegebenen 
Function px ſelbſt unmittelbar entſcheiden laͤßt. Hierzu 
dienen folgende Betrachtungen. 

13. Zunaͤchſt bemerken wir, daß eine Function, wel— 
che für x = o die Form — erhält, inſofern es nur einzig 
und allein auf diefen fpeciellen Werth verfelben anfommt, 
allgemein durch — dargeftellt werden Fann, wo San ſich mitx 
völlig einerlei ift, und nur deshalb durch den griechifchen Buch: 
ftaben unterfchieden wird, um anzudeuten, daß immer —o 
gefent werden muß, weil offenbar nur unter diefer Bedingung 


— jede Function yon x, melde für x = o den Werth 
— enthält, vepräfentiren Fann, und nur da die Einfüh: 


rung diefes Ausdrucks verſtattet ift, wo es bloß auf den 
Werth der Function für x — 0 anfommt. Leicht erhellet 
nun die Richtigkeit folgender Säße. | 


14. Wenn px; für x = 0, = - wird; fo wird 
Immer pu4ı%, fur x 0, = — * Dennesift(11.): 


(nX — (nd 
pn+ıx a — 
a 


oder, Da nach. der Vorausſetzung pP Zi 


a 


— 





x — — 
gar = = -: Se 


unter der Borausfegung, daß x —= So — wird. 
Alſo 


15. Iſt umgekehrt .244x, für x—o Fer =, won 
nibt—o;5 fo ift auch Par firx=o,=-. Denn es 
it (11): 

Pnx — der 


Pu+iX = 
oder, unter der Borausfegung, daß x — —5 o gefeht 
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wird, da nach der Annahme Parı%, für x =o0,— 


lie 


nX — (nd 


wei E an fi FR mit x völlig einerlei ift, nur unter der Vor⸗ 

ausſetzung, daß x = e gefegt wird. Wäre nun p,x für 

x oo, nicht =, fondern häfte einen -beftimmten 

numerifchen Werth «5 fo folgte aus ber Gleihung 
a= (nX — no, 

wenn man, wie erfordert wird, und nach dem Obigen 'ge- 

ſchehen muß, x = ſetzt: 


am md - pmpm=ma—ammo0, 
da doch nach der Boransfegung a nicht — 0. feyn fol. - 
Alſo ift es falſch, daß yo nit = wäre, und es ift 
folglich — = —. In der That implicirt, wenn man 
gg, — * 2* feet, unter der Bedingung, daß am 
Schluſſe ber Kebnung 50 gefeßt wird; die Gleichung 
a = pn0 — uo 


| feine Ungereimtheit, weil dann 


ee 


L) & E ’ 
oder ‚, wenn man mit 5 multiplicire, 
aß — a — a, 
alſo, für $, ivie erforderlich ift, — 0: 
vza —3a 


Die Gleihung 
F 


| a= 7 —g = — gm E 


| kann als aus der Gleichung 


afs — a — a, 
aber unter der Vorausfegung, daß = 0 gefent werden 
muß, entftanden gedacht werden. 


16. Aus diefen Sägen folge nun: 
1, Wenn die gegebene Function px für x—=0,— 


wirds; fo iſt auch 9x = 7, folglich auch p2x = 
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. 87 folglich quch pr u. fi fi, wie ſich aus (14.) 
augenblicklich ergiebt. Wird alfo die gegebene Function 
y=-, für x 65 fo werden für- biefen Werth von 
x dle folgenden Sunctionen | 
Yıks Pr%s Pix Ar Se 

— —, und. die Entwicelung von px in eine nach den 
pofi eiven ganzen sei von x ——— Reihe iſt 
unmoͤglich. 

2, Wird irgend eine der obigen Functionen, z.B. 
pn, 8 = = für x 0; ſo iſt nach (15.) auch 9.8, 
alfo auch 9.-,x, alſo auch P.-,%, und folglich, wenn 
man fo weiter geht, auch yx felbft — £, für x — 0. 

3, Iſt folglich px, fürx— oo, = 75 pif 

auch Feine der. Functionen 
(iX, PaXs Pr%s 2 u 
für dieſen Werth vonx, —, weil, wenn dies bei ir— 
gend einer, z. B. ParıX * Fall waͤre, nach dem ſo 
eben Bewieſenen, auch px ſeyn müßte, für x=o, 
welches gegen die Borausfegung iſt. 


4, Hieraus ſhueßt man nun ferner leicht Sofgendes: 


- Wirdpx = — fürx— 05 fo ift die Entwidelung 
von px.in eine nad) den pofitiven ganzen Potenzen von x x 
fortſchreitende Reihe unmoͤglich; iſt aber px nicht — 

— für x = 0, ſondern erhält für x— o einen völlig 
beftimmten Werth; fo haben auch alle folgenden Functionen 
für x = o völlig beſtimmte Werthe, und die Entwide: 
lung von px in eine Reihe von der angegebenen Befchaffen- 
heit ift alfo möglich. 


7. Betrachtet man, x+i für xfegßend, p (x + 1) als 
eine Function von iz fo wirddiefe Function, wenn man io 
fett, = px, und erhält alfo, fo lange nämlich x als allge: 


Unbeftimmte Coefficienten. 495 


meines Symbol einer veränderlihen Größe betrachtet wird, 
und man ihm Feine befondern Werthe beilegt, einen völlig be: 
ſtimmten Werth, welcher im Allgemeinen niht = ifl. 


Folglich läßt fich, fo lange dem x feine befondern Werthe bei⸗ 
gelegt werden, (x + 1) immer in eine nach den pofiti- 
ven ganzen Potenzen von i fortſchreitende Reihe entwickeln. 
In dem Art. Taylors Lehrſatz. (3.) iſt ein anderer Beweis 
dieſes fuͤr die ganze Analyſis hoͤchſt wichtigen Satzes nach 
Lagrange gegeben worden. Ich habe in den vorherge— 
henden Nummern einen Verſuch gewagt, denſelben auf 
eine vielleicht genuͤgendere Art zu begruͤnden, und unter— 
werfe dieſe Betrachtungen dem nachſichtigen Urtheil der 
Kenner. Jede Belehrung über dieſen ſchwierigen Gegen- 
ſtand wird mir erwuͤnſcht ſeyn. Auch ſcheint nur auf dieſe 
Weiſe der Methode der unbeſtimmten Coefficienten ein 
völlig feſtes Fundament untergelegt zu werden, weshalb 
obige Betrachtungen in diefem Artikel nicht fehlen durften. 

18. Endlich laͤßt ſich noch im Allgemeinen die Frage 
aufwerfen, wie in dem Sale, wo x —=— fürx = 0, 
und die Entwicelung in eine Neihe nach ben pofitiven gan- 
zen Potenzen von x alfo nicht möglich ift, die Form der 
Meihe gefunden werden kann. Allgemeine Borfchriften 
laffen fich offenbar hier nicht geben. Am beften wird man 
die Function px entweder felbft fo umzuformen fuchen, 
daß fie niht — — wird, fürx — o, die transformirte 
Function in eine Keibe nad) den pofitiven ganzen Potenzen 
von x entwickeln, und daraus für px felbft eine Reihe ab: 
zuleiten fuchen; oder man verwandelt, welches immer mög: 
lich it (17.), px + 1) in eine Reihe nach den pofitiven 
ganzen Potenzen von ı (am leichteften freilich mittelft der 
Differentialrechnung. Taylors Lehrfag. 12.),. und fucht 
dann für x einen folhen beſtimmten Werth einzuführen, 
daß Fein. Eoefficient der erhaltenen Reihe — — wird. Bei⸗ 
fpiele werden diefes deutlicher machen. 


19. Noch beruher ‚die Methode der unbeftimmten Co- 
efficienten, wenn fie mit Leichtigkeit und Sicherheit ange: 


- 
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wande werden fol, auf folgendem leicht au beweiſenden 


Lehrſatze: | | 
Wenn für jedes x zwei Neihen, die nach. det pofitiven 


ganzen Potenzen von x fortſchreiten, einander gleich find, 


fo daß alfo für jedes x z. B. | 
©  A+Bxi+Cx + De 4 Ex +... 
=U+Bx + &® + De ++... 


iſt; ſo iſt 


A=-Y,B=8,0=-6,D=-9d,wLf 
Da nämlich obige Gleichung für jeden Werth von x gilt; 
fo gilt fie auch für x = 0, woraus augenblicklich folge: 
' A=%, 
Bx + Cx? + Dr? + Ext»... 0. vw 
— Bx + Ex? + Dr? Ext ...3 
B+Cx + Dx +ErR +... 
eEB8B+6&%x + DR 4 Exs +...; 
ebenfalls für jedes x, alfo auch fürx — 0. Folglich) 
Zr B=38, 

Cx + Di? 4 EX? +...=6&x + De + & 4..., 
C+Dx + ER +... .= € +D%x + Ex? +...: 
für jedes x, alfo auch fuͤrx — o. Wie man auf diefe 

Art weiter gehen kann, erhellee nun ſchon. 
20. Sey, um nun zu Beifpielen überzugehen, zuerſt 
ꝓx — (I 4x)y, ſo iſt 0 1, und es kann alſo ꝙx in 


* 


eine nach den poſitiven ganzen Potenzen von x fortfärei: 


tende Reihe entwickelte werden (16.4). Man ift alfo bes 


rechtigt, zu ſetzen: 
((1+x)e=A + Bx + x? + Dr’ + Ex? # ...75 


oder, da man für x — o fogleih A— 1 erhält, Fürzer: 


(+ xa=14Ax + Bx? + Cxs + Di +... 

Setzt man nun x + u fürxz fo wird, wenn man die po- 
fitiven ganzen Potenzen von x + u entwidelt: 
(++ W=1+ARtW+B@HtuW’+ C&k+uÜ? +. 

=1 + Ax + Bx? 4 Cox? + Dit -... | 

4 [A -k2Bx + 30x? 4 4Dx? rh... jur... 

' i u zn ' 

= a4 fr | 
u hast ana Wi 
=44 +2; rligt tel 


| 
4 


Unbeftimmte: Coefficienten | 497 


US HA + Sn Bl + tn 
—1-+Ax + Br HC + Dr +. 
Ad HmurBiH+ ** + u + 9"u’t. 
und folglich für jedes u: | 
{A + 2Bx 4 30x? 4 4Dx? + ‘Ju+. 
— Ali + x)r—iu + BA + Du? r cu + ort — 
Alſo nach (19.): | 
A + 2Bx + 30x? + 4Dx? +. — All + xt, 
(1 ++ x)[A + 2Bx + 30x? + De 4yr. j=Al+xr, 
d. i. nad) der Annahme, wenn man n zugleich die Product 
entwickelt: — X | 
; A+ Bıx + 3ß x" + -4N | ır.. r 
LA +2B) "+ 3C 
— A Alk HABE? 4 AO 4.... 
fo für jedes x * (19): “ 
mA ; Amis 


28 4 AZ AA B-2a=N, | 


sc+ Bea; oA D, 
4D + 30 = AC; p- u 


SE + 4D = ADj: Bra 29, 4) 


| u. ſ.f. weh. 
und es erhellet aus dieſen Gleichungen ſogleich, daß mit⸗ 
telſt derſelben alle Coefficienten beſtimmt ſind, wenn nur 
A beftimme iſt. Zur Beſtimmung von A gelangt man 
aber auf folgende Art. Sy A—f m; " ift 
Ad+S=1+fßn.x+. | 
"are (4 SftHr@.xt- 1- 214 —ER 
=1+fia+1).x +. 
und folglich . 2 
. Sa +1)=f@o)+1. 
Nun ift offenbar fürn — 1: 
()=1; al 
IQ)=f(1) +1=3 
f(6) * = f(2) +1=3; 
f)=fß)+1=45 
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ae wenn ni eine pofitive ganze Zahl iſt, uberhauyt 
f(n) — Fra 
dFrpziri+. 


Zernet ift, wenn n noch eine pofitive son Bu "A 
en 

| | = irn 

und fra: | | | . 

1= HEn)x+..} — = 1 + [t—n)+n she, 
Alſo f—n)+tn=o, f—n)—=—n. Iſt end: 

lic) der Erponent ein Bruh—, won und m ganze Zah: 


len find, m pofitiv ift, n aber ſobohl poſitiv als negativ 
ſeyn kann; ſo iſt 


4 9" 21 . — 
— D——— — 


und folglich, weiln, m ganze Zahlen find, nad dem 
Vorhergehenden: 


1* nx.. ‚=1+Hm/t(2) + fr 


—=1+ m. S). x * 
wo alle ri Glieder höhere Daran von x enthal⸗ 


ten. 
"=m.i(2), f —) = - 
Es ift alfo, wie auch der Erponent n befhaffen feyn mag, 
immer u 
| In)=A=n, 
und folglich nach den obigen Gleichungen : 


An, 





1 

| 
* 
» 


c—P?em— 29 aa 0-9 
3 "> ER Pe. 
— C(n ur) ana am) 
4 en 1.2.3.4 
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Eo II GR Ä ns) 2 — 3m —M) 
EXCY rn 
MER 7 
Alfo 
Gt =14+ rer E— a a2, 
a — 
— EXT ee 


- wie befannt (f. Binomifcher Lehrſatz.) 


21. Sey ferner ↄx — 2%; fe wird, für x — 0, 
px a’ —1, alfo nicht = —, und man ift folglich 
berechtigt, zu feßen: | 
ax — 1 + Ax + Br? + Cx + Dit +... 
‚Man fege wieder x + u fürxz fo wird: 
at = 1+AK + um) 4 B(æ + Wi 4 Ci +0) +... 
z1+Ax + Ber + Cas + Der... ne 
+ ja + 28x + 300° + 4De +... ur nes 
ax + [A + 282 + 3082 +40 +...Jur... 


Er axX,at u ax | + Au + Bu? + Cu? +Du®? + — | 
matt Aatu+ Bam? + Carxus +... 
für jedes u. Alſo (19.)% | 
A + 2Bx + 3Cx? + 4Dx? +... 
— Aax A +AAx + ABx- + ACH +. 0 


für jedes x. Folglich 
AA AmAy 


2, 
2B = AA; B= 5: 
are 
36 = AB; = 73? 
A 
4D = ACz D=.,5 3° . 
— 
SE= AD; ES ara? 
ae 


fo daß alfo auch hier wieder alle Koefficienten beſtimmt | 
find, wenn nur A beſtimmt iſt. Es iſt cr i | 
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A?x? Aix? . ‚Arzt: 

12 Tr 123 1.23. — 123.4 er 

Wir werden —8* auf die Beſtimmung von A — 
kommen. 


e=1+2 + 





22. Sey ferner 9x —logx, für die Baſis — b. 
Fir x = o muß ſeyn o bles· = — :0lfe 
lego — — or -, fo daß alfo logx nicht in eine 
nad) den pofltiven ganzen Potenzen von x fortfchreitende 
Reihe entwickelt. werden Fann (16.4). Man entwicele 
‚Daher, der in (18.) angedeuteten Methode gemäß, log(x+u) 
in eine Reihe nach ven’ pofi tiven ganzen Potenzen von u, 
und fege folglich 
log ;xX— u) = A + Bu + Cu? + Du? + Eu? +,.., 
wo aber jetzt die Eoeffieienten felbft Functionen von x fi nd. 
Setzt man z für u; fo'wird 
lgx F) =A + Bz + Ca? — Dz’ 4 Ez +. 
und. folglich 
a log (x + u) — log(x # 3) = 
= B(u — 2) + C(u?® — 2?) + D(u? — 2?) + E(u⸗ — + 


3 x + u: 7 x(u— z) 
log = — = log er — a) 


= log + og x + 2), 





x+ z 
= x(u — — 2) x? (u — z)? x (u 2) 
ABI te rn te 

— logx 

Sest man aber u — o; fo erhält man augenblicklich 

logx —=A, fo daß diefe Gleichuug ſich alfo in folgende 

verwandelt: 

B(u — 2) + C(u? — 22) + D(u? — 2?) > E(ut — 2) +... 
_ pru—2) x? (u — z)? x? (u =. 
2x +7 (x + 2)? (x + 2) — 

und, wenn man mit u — z dividirt: 

B+C(u + z) + D(u? + uz + 2?) + E(u? £u?z +uz? + z°) 

+ F(u? + u?z + u?z2? > uz? + z’?) +... 
x? (u — z) x’ (u — z)? 
tee art 


für jedes uundz. Setzt man alſo u—23 foerhält man: 
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B + 2Cz 4 3Dz? +} AEz? + 5F22 | 
Sagp-dji=3 rg a: AL 


wie man Teiche findet, wenn. man den Bruch 


-in eine Reihe nach Potenzen von z entwickelt, wozu man 
ſich audy der gemeinen Divifion bedienen Fann. Da nun 
obige Gleihung für jedes z gilt; fo ift 





B= BB; B=.B; 
I B * B 
—— — = — 
B B 
aD = u; D=- 53 
B B 
B B 
If XT 
und folglich, wenn man A für B ſetzt: 
u? u* — 
log (x Pu) = logx paſa + ee == + 22 


Nach der in (18. ) angedeuteren Methode muß man nun für 
x einen beftimmten Werth fegen; für welchen Fein Coeffi— 


cient einer Potenz von u, — — wird. In dieſer Bes 
ziehung bietet ſich fogleich, und am einfachften, x—1 


dar, wodurch: / 
ei) Ein — in wm ut pı..}; 
los +) ⸗ Ahx — ı 4 4x t...1; 


wo nun natürlich A eine conftante Größe ift, die noch be: 
June werden. muß. 


233. Die Logarichnien, für welche A—=1 ift, heißen 


‚natürliche oder hyperboliſche , und ihre Baſis wird an e 


bezeichnet. Alſo ift immer 

log nat (1 4 x) — x — It IN —ix 4 .... 
Ueberhaupt iſt alſo 
log (14x) — A logn (1+x),A= hs 
und folglich, für 1 +x=b, alfo log (1 +x)=1, da 
b die Baſis: | 








— 
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1 
* lognatb’ 


log — — * — 1x2 4 4x2 — 4 x⸗ +, er 


wo befannelih —ua5 — der Modulus des Syſtems ge- 


nannt wird, deffen Bafis — b ift. Sept man b=1+ 

(b—1); ſo iſt klar, daß 

log natb = (b—1) — + (b—1)? + +4(b—1) + 

Setzt man nun in (21.)a=1+.e; fo wird nach 20) 

“—=1+To + nn 1) 4 E28 — 
Ze .:)x+. 

wie erhellet. Alfo die in (21.) durch. A Sepiönte 


ar kr | 
= (a1) — 4 (a1) + 4 (a1 (a1 +..., 
b. i. nach dem Oblgen 
= lognata, 
und folglih, wenn die "natirlihen Logarichmen bloß durch 
1 ‚bezeichnet werden, nach (21.)5 
xla a 2 '(xla )? 
‚-“=1+7 +77 ur + rt 
folglich, für ae, la = —1, da e die Baſis der 
natuͤrlichen Logarichmen: 


x3 
ER 


R 1 
12 # 173 


24. Se — yx = sinx, pyo==o, fo daß ſich 
alfo px in eine Reihe nach den pofitiven ganzen Potenzen 
von x entwiceln läßt (16. 4.). ab feße ia 
sinx = Ax + Bx? + Cx’ + Dx? +. > 
sinz = Az + Bz? + Ca’ + Dz*? + A 
sinx — sinz = An) + B(ix?—2?) + C(x’—-z2’) +. 
= 2sin 4 (x—z) cos 4 (x + z) (Goniometrie. 28.) 

= JA (x—2)+4B (x—2)?+4 0 (x-2)’+3D (x—2)’+.. ‚| cos 4(x+2), 
und, wenn man durch x — 2 dipidirt ı 
A +B(x+z) + C(x®+xz+z?) + D(x? suchte 2°?) 
+ E(ix’+x’z+x?z? . ... 
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—| A+4 Bam) +42)? +4 Damm) +.. „eos 4 (x+2). 


Zolglih, wenn man nun x— ſetzt: 
Acosx—=A + 2Bx + 3Cx? + 4Dx3 + 5Ex* £..., 
Acosz=A + 2Bz + 3C2? +4Dz? + 5Ea* J · · · 
A (cosx —cos2) = 2B(x—2) + 3C(x®—z?) +4DR—z’) +... 
— 2A sint(x+z) sint x—z) (a. a. ©.) 


=— Aliens +B(x— 2)? +3C(x—2)’ +... | sin 2 (x-+ 2). 

. Alfo, wie vorher: ' | 

" 2B + 3C(x+z) + AD (ih +2) + SE (x + +rıtz’ +3) 

+ 6F(x!+xIzHR?z2? Hx2’ Zt) + ..... 

= —A|A+ 41B(x—2z) + ;C(x=2)? Fee. | sin + (x+2); 

und für x—zi 

— A:sinx=2B + 2. 3Cx +3. 4Dx? + 4.5Ex3 FE 
=— A? | Ax + Br? + (x + Dı* + Ex’ + .enfe 


Tolglich 





Bm 03% | B= 03 
, A: 
are Sofa s G=— 12,353 
3.4D=— AB; -D=o; 
a0; E A 
ee ern, 
5.6 = — A’D; F=o; 
2E; G — 
—— 
u. fl uf 
Alfo | | 
j A A?’x? A5x°® A’x? 
BERTERR TR ee ad 
wo nur noch A zu beftimmen. 
a hiernach 
sin x A 
NS TI, 


Aiſt; 0 erhellet, — x abnimmt, dieſes Verhaͤltniß ſich 
der Größe A immer mehr und mehr nähert, und A alfo die 
Gränze diefes Verhaͤltniſſes ift. Diefe Graͤnze ift aber, 
wie augenblicflid) aus der Matur des Sinus folgt, das 
Verhaͤltniß der Gleichheit, alſo — 1. Solgtih Al, 
und demnach. 
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x5 ıxT._ u 
+ 1.5 — —J— * 29 
woraus, mittelſt der oben für Acos x gefundenen Reihe, 
ſogleich: = . 
x? x? | x° 


a ED 7 + 1.47 ze Er a 


— xð 
le —— 








25. Datangx=—o für x — 0; ſo muß ſich tangx 
in eine nach den poſitiven ganzen Potenzen von x fortfehrei- 
tende Reihe entwickeln laffen (Cyclometrie 17.) Da 
aber cot x =— für x = 0; fo ift die Entwickelung 


der Cotangente in eine folche Reihe nicht möglich (16. 4.). 
Es ift aber ! | 


cosx 1— ix? iu, ... 
simx x— art + IR — ... 


1— 4x + Art ,.., 
* 1— 4x: ——x— .... 
eine Function, welche, firx—o, — 1 wird, und fih 
demnach in eine Reihe von obiger Form entwideln läßt. 
Man ift alfo berechrige zu fegen: | " 


xcotx= 1 -+ Ax + Bx? £...u 


xcotx=— 





woraus | 
cotx I +AH+ Br + On 2.0.0. 


Dies ſtimmt überein mit Eyclometrie (15.). Bey der 
wirklichen Entwidelung verweilen wir nicht. | 


26. Die gegebene Function fey x’ — Arc tang x; 
fo wird, wenn wir den Fleinften Werth von Arc tang x 
in’s Auge faffen, x — o für x — 0), und x’ Ändert 
befanntlich fein Zeichen zugleich mit x. Daher ift man 
berechtigt, zu ſetzen — 
x =Ax + Br? + Cxs + Dx’ 4...., 
und die Entwicfelung felbft wird zeigen, ob diefe Form 
die richtige ift. Für 2 — Arc tang z if 





z =Az + Bz2? + (2° + De’ + ....; 
— = A+B(x’+xz4z2) + C(x’+xiz+x?z? paar 2r) 
+ D(x® + x’z put? -x’23 parat ana ze) + ... ... 


| Aber 
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—z x x —z ı @—7) cosx’ 'cosz 
x—z — tangx—tangz ° — sin(xX—z) 
* (—- eos x cos e⸗x cos 2°.: 
= 7) ran. IN + 
und folglich wenn man auf beiden Seiten in — Glei— 
hung 2, alſo auch x = z ſetzt: as 
cosx?=A + 3Bx? + 5Cx* -+ 7Dx® +... 














Aber 
08 X? * —— — 
RE Ta 1+ ta tang x? 
1 
= IT” »in® + xt x‘ FR 
fo daß alfo 


1-x!+xt— x bb... 
= A + nt 4 50x04 7D de. x 
woraus unmittelbar: | 
A=1,B= DEE ZI 


alfo 
Arctangx—=x — 33 Fix — 4x be... 
(Cyclometrie 10.). u 
27. Für y’ — Arcsiny, w = Arc sinu feße 
man, wie vorher! 
y=Ay+Byp +Cy+Dy+. 
w— Au + Bu? + Cu® + Du’ +. 
— =A4+B(y’+yutu?)+ BR zu? +u) 
‚+ D(y° +y%ur y’u? + +yw+ytutryur +u‘)+..... . 
y-u x — u ie —_ u 


— 4 


Se I(y-W)— Als) +i..» . cost (y +u') 
_ 4 
u 1-3 -W)’ + Er a. ı(y+u) j 

Setzt man nun wieder Y — u, alſo auch — u; 


ſo wird 
1 
mr. 
1 


ri * 








= — 


.3.55 
— — 7* 








mins 
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woraus unmittelbar; J | 

Be ehe — 
— de ei Da 77 
und folglich, x für y geſetzt: 


1 x? 1.3 xs 1.3. 
Ai=ı+ 55 +34 5 +55 67 + PERERTIP 





-  (Epclometrie 1.) 


28. Diefe Beifpiele mögen hinreichen, das Wefen 
der wichtigen Methode der unbeftimmten Coefficienten 
zu erläutern, und ihre Anwendung zu zeigen. Vorzuͤglich 
v. m. auch den Art. Umfehrung der Reihen, wo diefe Me: 
thode ganz befonders ihre Anwendung finder. Ich glaubte 
mich über diefelbe, wegen ihrer großen Wichtigfeit, in die: 
fem Art. etwas weiter verbreiten zu müffen. Der Erfin- 
der diefer Methode ift Descartes (Geometria p. 49,); 
fie ift aber durch die fpätern Mathematifer fehr erweitert, 
vervollfommnet, und auf viele Fälle angewandt worden. 
Vorzüglich verdanfe ihr die Theorie der Meihen, ingbe- 
fondere die Entwicfelung der Zunctionen in Reihen, viele 
Erweiterungen und Vereinfachungen der Methoden. 


Unbeſtimmte Groͤße iſt eine Groͤße, deren Werth 
willkuͤhrlich angenommen werden kann. Eine Groͤße kann 
unbeſtimmt ſeyn, und ihr Werth doch durch die Werthe 
anderer Unbeſtimmten beſtimmt werden, von denſelben 
abhaͤngig ſeyn, welches bei allen Functionen veraͤnderlicher 
Größen der Fall iſt. In der Analyfis iſt der Ausdruck 
unbeſtimmte Groͤße im Allgemeinen gleichbedeutend mit 
dem Ausdruck veraͤnderliche Groͤße (ſ. dieſen Artikel.). 
Was man in der Integralrechnung Sonderung der Unbe⸗ 
ſtimmten (Indeterminatas separare. Separation des 
Indetermindes.) oder Sonderung der veränderlichen 
Größen nerme, f. in dem Artikel Ipntegralgleichung. I. 


Unbejtimmte Quadratur einer Curve ift die Be: 
flimmung des Fläcbeninhalts eines willführlichen, der unbe: 
ſtimmten Abfciffe x entfprechenden, Segmentes derfelben. 
Dagegen iſt 3. B. die Beftimmung des Flächeninhalts des 
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ganzen Kreifes durch die Formel r?.rein einfaches Bei: 


fpiel einer beftimmten Quadratur einer Eurve. Vergl. 
auch den folgenden Artikel. 


Unbeſtimmte Rectification einer Curve iſt die 
Beſtimmung der Laͤnge eines Bogens derſelben, welcher 
einer unbeſtimmten willkuͤhrlichen Abſeiſſe entſpricht. So 
iſt es z. B. eine unbeſtimmte Rectification der Ellipſe, wenn 
überhaupt die Laͤnge eines der unbeſtimmten Abſciſſe x ent: 
fprechenden Bogens beftimmt wird; die Beftimmung des 
ganzen ober halben Umfanges der Ellipfe, oder der Länge 
eines elliptifhen Quadranten dagegen ift eine beftimmte 
Rectification der Ellipſe. S. z. B. Rectification (11.). 


Unbeſtimmte Werthe der Functionen, ſ. | 
Function (50, ff.). | 


Uncia, gleichbedeutend mit Coefficient, vorzüglich 
unciae binomiales, die Binomial: Eoefficienten.. Das 
Wort wird von Dugtred (Clavis mathematica. C. 
Xu. $. 6.) zuerſt gebraucht -feyn. Aber auch Euler 
bedient ſich deffelben in zwei Abhandlungen über die Bino- 
mial: Goefficienten. Acta Petropol. 1781. P. I. II. 


Undecagonum, Eilfeck, eine ebene geradlinige 
Figur mit eilf Seiten. | 


Undeterminirt, f. Unbeftimmt, 


Unechter Bruch, gleichbedeutend mit unelgentli— 
cher Bruch. 


Uneigentlicher Bruch, ſ. Bruch. 


Unendlich. 1. Schon in Stifels Arithmetica 
integra. Norib. 1544. Appendix libri secundi: 
De quadratura circuli fol. 224. finden fic) folgende 
drei Saͤtze: Triangulus est polygoniarum omnium 
prima. Omnium polygoniarum ultima est circulus. 
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Recte igitur describitur circulus mathematicus esse 
polygonia infinitorum lateram, An dieſem 
Orte fcheint daher der Begriff, oder vielmehr die Idee 
des Unendlichen zuerft vorzufommen, da die Alten bey 
llen Beweifen in der Elementargeometrie fih immer der 
Erhauftionsmerhohe bedienten, worüber diefer Artikel nach- 
zufehen if. Stifel macht aber in der Folge feine wei— 
teren Anwendungen von dem Unendlichen, und in der 
That. ſcheint auch diefer Begriff zuerft von Kepler in 
feiner Nova Stereometria doliorum vinariorum etc. 
Accessit Stereometriae Archimedeae supplementum. 
Lincii 1615. eigentlich in die Mathematif eingeführe 
worden zu feyn. Um ein Beifpiel feiner. Methode zu ge: 
ben, fege ich, da mir das Werk felbft nicht zur Hand ift, 
aus Carnots Betrachtungen über die Theorie der 
Infinitesimalrechnung, übers. von J. K. F. Hauff. 
Frankfurt 1800. S. 62. den Beweis von Archim.',de 
eirculi dimensione. Prop. I., daß der Kreis einem 
Zriangel gleich ift, deffen Grundlinie der Peripherie, die 
Höhe aber dem Radius des Kreifes gleich ift, hierher. 


„Archimedes, fagt Kepler (P.I. Theor. II.), 
bedient fich des indirecten Beweifes, der auf eine Unmoͤg— 
lichfeit führe, worüber von Vielen Vieles gefagt worden 
if. Mir fcheine der Sinn der zu ſeyn: die Peripherie 
‚des Kreifes BG (Fig. 94.) hat: eben fo viele Theile, als 
Punfte, d. 5. unendlich viele, deren jeder betrachtet wer- 
ven kann als die Grundlinie eines gleichfchenklichten Drei: 
ecks, deſſen Schenfel der Linie AB gleich find, daß alfo 
die Kreisflähe unendlih viele Dreiecfe enthält, deren 
Spigen alle in den Punft A zufammen fallen. Man 
firecfe nun die Peripherie des Kreifes BG in eine gerade 
Linie aus, und eg fey BC ihr glei, und AB auf ihr loch: 
recht, fo werden alle Grundlinien jener unendlichen vielen 
Dreiecke oder Ausfchnitte, in einer geraden Linie an 
einander liegen. Es fen eine dieſer Grundlinien BF fo 
flein, als man will, und die CE ihr gleich, und man ver: 
binde die Punkte F, E, CmitA. Da nun auf der ge: 
vaden Linie BC fo viele Dreiecke ABF, AEC find, als 
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in der Kreisfiãche Ausſchnitte, und ſie gleiche Grundlinien 
BF,.EC, und,einerlei Höhe BA haben, die auch zu den 
Ausfchnitten gehört, :fo werben die Dreiefe BAC,' BAF _ 
einander, und: jedes wird auch; einem Kreisausfchnirte 
gleich feyn, ‚und alle Dreiecke zuſammen, deren Grund⸗ 
uͤnien in der Linie BC liegen, d. ii das Dreieck Bac, das. 
aus ihnen allen beſteht, wird allen Kreisausfchnitten, d. h. 
der-aus allen beftehenden Kreisfläche; gleich feyn. Das 
will der indirecte Beweis deg Archimedes fagen. 


Eben fo betrachtet Kepler den Kegel ale zuſammen— 
geſetzt aus unendlich vielen Pyramiden, welche auf den 
unendlich kleinen Dreiecken, in die er die Grundflaͤche zer— 
legt, ſtehen, und mit dem Kegel eine gemeinſchaftliche 
Spitze haben; den Cylinder auf ähnliche Weiſe zuſammen- 
geſetzt aus unendlich: vielen kleinen Prismen über einerlei | 
Grundfläche und von, einerlei Höhe. 


2. Wie wenig diefe Sprache, ' welche ‘auch “ viele 
neuere Lehrbücher der Geometrie übergegangen ift, went 
fie auch allerdings bie Beweife abkuͤrzt, den Verſtand bei 
friedigt, wie wenig fie der fonft in der Geometrie gewoͤhn⸗ 
lichen Evidenz. und Strenge gemaͤß iſt, erhellet von ſelbſt; 
und gewiß iſt es als ein beſonderer Borzug mehrerer. der 
neueſten geometrifchen Werke, als ein vorzüglicher Sort: 
fchriet der Lehrmethode zu betrachten, daß jene, unwiſſen⸗ 
fhaftlihe Sprache immer mehr und. mehr verbannt, die 
Erhauftionsmechode der griechiſchen Geometer wieder in 
ihre alten Mechte eingefegt, oder ſtatt derfelben die Me— 
thode der Gränzen, welche jener an Strenge nichts. nach—⸗ 
giebt, und dabei in den meiften Fällen Fürzer ift, befonderg 
‚ weil fie leicht auf. einige allgemeine Säge gebracht werden 
kann, in die Lehrbücher eingeführte wird. Bon der Me: 
thode der Graͤnzen iſt im Are. Verhaͤltniß (76. ff.) ein, 
wie ich glaube, genügender Abriß gegeben. - Sehr: wichrig 
für die Anwendung in der Geometrie ift der dort in: (81.) 
bewiefene allgemeine Lehrfaß. Der obige Sat vom Kreife 
Fann mittelft der Theorie der Gränzen leicht und völlig 
ſtreng auf folgende Art bewiefen werden. Inhalt, Umfang 
und (Eleiner) Radius irgend eines. inden Kreis befchriebenen 
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regulären Vielecks feyen P, u, _, bie entfprechenden 
Größen beim Kreife k, p, r; Gränzen im Wachfen be: 
. jeichne man durch Lc., Graͤnzen im Abnehmen durch Lid. ; 
fo erhellet durch einfache geomerrifche Betrachtungen : fo: 
glei, daß n ve m 
— Pat ang 

Le. P =K, L.oe=r, le.u= p3 


fo wie auch eben fü leicht, daß 1d. = iſt. Folglich ift 
Le. (g:1 )=r;1 (VBerhäftniß. 78.); La. er =>: 1° 
| (Berhältniß.78.); Le. (1: :CGerhaͤltniß. 83.)3 
Lo. (0: 4) = r: CVerhaͤltniß. 88.)3 d. i. da 


Be 
' 07 =gouil, 1: 2 :1 iſt, 


| Le. (u:l)=rp:1; 

Alſo Le. gu =rp, welches auch leicht für ſich erhellet, 
ohne die obigen Säge von den Verhältniffen anzuwenden, 
da, wennr, p refpective die Gränzen im Wachfen von o, 
u find, offenbar auch rp die Gränze im Wachfen von 

. guifl. Dun ift aber immer ” | 

f | P:4wm=1:1,P:me1:% 
Alſo auch (Verhaͤltniß. 81.) | 
Le. P: Lu u=1:2,. 
d. i. nach dem Obigen 
a ' Kıyp=1:2, Kirn, 
welche Formel den zu beweifenden Sag enthält. 


3. In noch größerer Ausdehnung als von Kepler 
ward die “dee des Unendlichen von Cavalert in feiner 
Geometria indivisibilibus continuorum nova qua- 
dam ratione promota. Bonon. 1635. (1653.) ange: 
wandte. Bon diefer Methode ift in diefem MWörterbuche 
in dem ihr befonders gewidmeten Artikel (Thl. I. ©. 415.) 
ausführlich gehandele. Daß Cavaleri nicht duch 
Kepler auf feine Methode geleitet worden ift. (Thl. I. 
©. 416.), hat er felbft in einem fpätern Werfe (Exerti- _ 
tationes geometricae. Bonon. 1647.) aus der Ber: 
fhiedenheit der. Gründe beider Methoden, und aus der 
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DVerfhiedenheit des Ganges, den beide bei den Anwendun⸗ 
gen derfelben Vorftelungsart genommen haben, darzuthun 
gefucht. Auch vergl. man Friſi's Elogi di Galileo 

Galilei e di Bonaventura Cavaleri, Milano. 1778: 


4. Die Arithmetica infinitorum von Wallis (Jo- 
annis Wallisii Opera math.,;tribus volumin. com- 
prehensa. Oxonii: T. I. 1665.) enthält die erften 
Spuren der Anwendung des algebraifchen Calculs auf die 
Duadratur der Raͤume. Er fieht die Flächen als aug Li— 
nien beftehend an, die nad) einem beftimmten Gefege 
zu = oder abnehmen, und finder den Ausdruck. für den In— 
‚. halt ver Flächen durh Summirung der Reihen der Linien, 
aus denen fie zufammengefegt find. Seine Methode ift 
eine Erweiterung der Cavaleri'ſchen Merhode des Untheil- 
baren. Mehr über diefes in der Gefchichte ver Mathema⸗ 
a8 wichtige Werk f. m. im Ark. Quadratur (5.) 


5. Auch Fontenelle hat Elemens de la Geome- | 
tuie de Pinfini. Paris. 1727. gefchrieben.. Er glaubt, 
daß‘ die Differentialrechnung nothwendig unendlich größe 
und unendlich Fleine Größen voräusfege, und ftellt daher 
gleich zu Anfange ven Sag auf, daß man eine jede Größe 
wirflich bis in’s Unendliche vermehrt oder vermindert an: 
nehmen fünne, und auf diefem Sape beruhet dag ganze 
Werk. D’Alembert erflärt ſich in ziemlich ſtarken Aus: 
drücken gegen dieſes Princip in der Encyclopedie me- 
thodique.. Art. Infini., fo wie aubh Mäclaurin im 
zweiten Theile des Treatise of Fluxions, und Buffon 
in der DVorrede zu der franzöfifchen Ueberfegung von 
Newtons Methodus fluxionum. 

6. Die wichtigfte Erfindung, zu welcher die Idee des Un: 
enblichen geleitet hat, ift die Dirferentialrechnung, wor: 
über ich mich aber hier um fo eher weiterer Augeinanderfegun- 


gen, wegen Befchränftheit des Raumes, enthalten kann, 


da diefer Gegenftand fhon in den Artt. Differenriale und 
Differentialtehnung ausführlich behandelt worden iſt, auf 
welche ich,daher, fo wie auf den Arte. Berührende Linie, 
bier verweife. Wir wollen vielmehr nun, nach diefen hi— 
ftorifchen Bemerkungen, ‚die wichtigften Säle, wo das Un: 
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endliche in der Marhematif vorkommt, —— und 
Alles auf moͤglichſt deutliche Begriffe zuruͤckzufuͤhren ſuchen, 
indem wir bei den allgemeinen Begriffen und Saͤtzen von 
den unendlichen Größen vorzüglich drei wichtige Abhand⸗ 
lungen von Cauchy: Cours d’Analyse de l'école ro- 
yale polytechnique. ‚I. Partie. Analyse algebrique, 
Ä Paris. "1821. p. 26. sqg. : Resume des ‚lecons don- 
ndes A l’ecole polytechnique sur le caleul infinite- 
simal. Paris. 1823. p. 161. Addition., und den 
Auffag sur les divers ordres de quantites infiniment 
petites in den Exercices de Mathematiques par Cau- 
chy. 6me Livraison. Paris. 1826. p. 146. benugen, 
weilung Cauch yꝰs Darftellung der mathematifchen Stren⸗ 
ge und Evidenz am meiften zu genügen feheint. 


7. Man ſagt daß eine veränderliche Größe unend⸗ 
lich klein werde, wenn ihr numeriſcher Werth unbe— 
graͤnzt abnimmt, ſo daß er kleiner werden kann als jede 
egebene noch ſo kleine Groͤße, und folglich der Null ſich 

mer mehr und mehr naͤhert, der Abnahme keine andere 
Graͤnze, als Null ſelbſt, geſetzt werden kann. | 
Cauchy bemerfe ganz richfig, daß eine unbegränzte 
Abnahme wohl von einer hortmäßezuben Abnahme ju uns 
terfcheiden fey. Die Fläche eines regulären Vielecks nimmt, 
wenn die Seitenzahl wächft, fortwährend ab, aber niche 
unbegränzt, da der Kreis die Gränze if, über. welche hinz 
aus die genannte veränderliche Größe nicht abnehmen-Eann. 
Die Bruͤche 
hd 4* 
nehmen fortwaͤhrend ab, aber nicht unbegr anzt ‚ da hie 
Einheit die Gränze ift. Dagegen nehmen die Brüche 
uhr dt Far dee” r 

nicht fortwährend ab, weil der Unterfchied soifipen isn 
aufeinander folgenden abwechfelnd pofitiv und negativ ift, die 
Abnahme ift aber deffen ungeachtet unbegraͤnzt, da jene Brüche 
offenbar willkuͤhrlich Elein werden fönnen, und der Null fi 
immer mehr und mehr nähern. Die Gränze einer unbegränz- 
ten Abnahme ift allerdings die Null felbft, und es [heine uns 
hierin Fein Widerfpruch zu liegen. Was unbegränzt ab- 


Unendlich. 13 


nimmt, nähere fich immer mehr und mehr dem Zuſtande 
des wirklichen Verſchwindens, d. h. der Null, und dieſe 
iſt ſeine Graͤnze. 


8. Man ſagt, daß eine veraͤnderliche Größe unend— 
lich groß werde, wenn ihr numeriſcher Werth unbe— 
graͤnzt waͤchſt, und folglich groͤßer werden kann als jede 
gegebene noch fo große Größe, wobei wieder ein unbegraͤnz— 
tes MWachfen von einem fortwährenden Wachſen wohl zu 
unterfcheiden ift. Die Fläche einesin den Kreis befchriebenen 
regulären Vielecks wächft fortwährend, wenn die Seiten: 
zahl zunimme, aber nicht unbegränzt, da der Kreis vie 
Gränze if. Die natürliche Zahlenreihe — 

1, u, 8 Tara 
waͤchſt fortwährend und unbegränzt. - 


Die Gränze einer unbegränzten Abnahme nannten wir 
vorher Null, und das Symbol diefer Gränze ift 05 das 
Symbol der Gränze einer unbegränzten Zunahme ift ©, 
welches fo wenig, wie jenes, etwas Reelles bezeichner. 
Die Zeichen o und co fiheinen uns völlig in eine Kategorie 
zu gehören; .fo wenig jenes Schwierigfeit macht, eben fo 
wenig wird diefes Hinderniffe in den Weg legen. o ift 
die Gränze des Abnehmens, > die Gränze des Wachfens. 


9. Die alten Metaphnfifer.unterfhiedendas actuale 
oder Fategorematifhe Unenvliche (Infinitum actu) 
von dem potentialen oder fynfategorematifihen 
Unendlichen (Infinitum potentia), und verftanden unter 
dem erftern das, was wirklich Unendlichfeit in ſich hat, 
unter dem legtern das, was zwar nicht wirflich unendlich, 
aber doch eines ing Unendliche, d. h. ohne Ende fortgehen: 
den Wachsthums fähig ift (Hauffa. a. O. S. 105. Chau- 
vini Lexicon philosoph. Leovard. 1713. Art, Inh- 
nitum). Den Größen kann hiernad nur potentiale Unend⸗ 
lichkeit zukommen, denn wer will dem Wachfen einer Größe, 
wenn fie nicht vielleicht befondern Bedingungen unferwor: 
fen ift, wie 3. B. die: Fläche eines in den Kreis be: 
fehriebenen regulären Polygons , fondern eines unbe: 
graͤnzten Wahsthums fähig iſt, im Sinne 

V. | Kk 
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eine Graͤnze feren. . Eine folche Gränze laͤßt ſich gewiſ— 
ſermaßen nur fingiren, wenn ich fo fagen darf, welches 
, aber’ mit der Null ganz eben fo ver Fall if. Wir haben 
jene Graͤnze durch co bezeichnet, und co bedeutet alfo das 
actuafe oder Fategorematifche Unendfiche der Metaphnfifer. 
Eine Größe, die. einer unbegränzten Abnahme fähig ift, 
haben wir unendlich Flein, ihre Gränze Nullgenannt; gewiß 
wäre es ein Vortheil, auch in Bezug auf das Unendlichgroße 
hierin einen Unterfchied zu machen, und dag Zeichen , die 
Gränze, welcher fi) eine unbegränzt wachfende Größe, die 
oben unendlich groß genannt worden ift, fortwährend naͤ— 
hert, nicht fchlechrhin unendlich groß zu nennen, fondern 
auch im Ausdruck von den unendlich großen Größen zu 
unterfcheiden, wie es die alten Metaphnfifer wirklich tha— 
ten; und auch in der Mathematik bei dem Unendlichkleinen 
ſchon wirftich gefehieht. L’Huilier (Exposition elemen- 
taire des Principes des calculs superieurs. -. Berlin. 
1786. €. LXVI. Scholie 2.) hat zu diefem Zweck fehon 
die Ausdrücke infini für das actuale, infinible für das 
. potentiale Unendliche vorgefchlagen, ein Sprachgebrauch, 
“ der aber, fo viel ich weiß, bei franzöfifchen Schrift: 
ftelleen, mit Unrecht, Feinen Eingang gefunden hat. 
v. Buſſe (Bündige und reine Darstellung des wahr- 
haften Infinitesimal-Calculs. Thl.I. Dresden. 1825.) 
bedient ſich für das Zeichen oo der Benennung vollgroß. 
In diefem Artifel wird das bloße Zeichen hinreichen. 
10. Megative Größen, deren abfolute Werthe ent: 
weder immer Fleiner oder immer größer werden, nähern 
fih immer mehr und mehr den Gränzen —o und — =. 


11. Ein Bruch, deflen Zähler ungeändert bleibt, 
deffen Nenner aber fortwährend abnimmt, d. h. ſich im: 
mer mehr und mehr der Gränze o nähert, wird immer 
größer, und nähert fich immer mehr und mehr der Gränze 
©. Eben fo wird ein Bruch, deffen Zähler ungeändert 
bleibt, deſſen Nenner aber fortwährend zunimmt und fi) 
der Gränze oo nähert, immer Fleiner, und nähert ſich der- 
Gränzeo. Stellt man ſich nun vor, daß der Nenner die 
Graͤnzen o und oo wirflich erreicht Habe, fo wird der Bruch 


\ 


* 
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ſelbſt natürlich die Graͤnzen co oder o erreichrhaben. Dies 


iſt der Sinn der ſymboliſchen Ausdruͤcke 


1 1 
o ’— 0 

12. So on. man fich eine Größe als eine Zahl dar: 
geſtellt denkt, ift es, wie eg fcheint,, feinem Zweifel unter: 
worfen, daß. diefe Größemweder beim Abnehmen o, noch 
beim Zunehmen © wirftich erreichen, fondern diefen bei: 





— — 0% 





den Graͤnzen ſich nur immer mehr nähern kann. Bei ftetis 


gen Groͤßen aber iſt dies anders, welches wir durch einige 
Beiſpiele, die hier mehr, als allgemeine Betrachtungen, zu 
nuͤtzen ſcheinen, erlaͤutern wollen. 

13. Bekanntlich iſt tang & — eine Formel; deren 


cos ꝙ 
Beweis, ſtreng genommen nur fuͤr den Fall gilt, wo die 
Linien, durch welche die Tangente und Secante des Win— 





kels ꝙ geometriſch dargeſtellt werden, ſich wirklich ſchneiden. 


Denkt man ſich die Tangente von 900 durch eine Linie geo= 
metriſch dargeftelle, fo kann man fie fich nicht anders, als 
unbegränzt, ohne Ende, vorftellen, da fie von der Se— 
cante nicht mehr gefchnitten wird. Wendet man nun 


‚ obige Formel auch auf diefen Fall an, und läßt zuerft ꝙ 


von o an immer mehr und mehr zunehmen, fo wird sin 
immer größer, cos immer Fleiner, ver obige Brudy, 
d. i. tangꝙ, alfo immer größer, ganz der Matur ver 
Sache gemäß. Denkt man ſich jest aber, daß p wirffich 


. —90° geworden iftz fo gilt, ſtreng genommen, vie 


obige Formel nicht mehr, fie geht aber, da für biefen Fall 
sinp=1, cosp=oift, in das Symbol - — 
über, wodurch nun eben angedeutet wird, daß in  biefem 
Fall die Tangente, als fterige Größe, unbegränit, obne 
Ende, im eigentlihen Sinne unendlich, vollgroß nach 
Duf fe, gedacht werden muß. 

Aehnliche Betrachtungen laſſen fich über die Formel 


_tangy + tang 
tang( +yv)= 1— tangy tang 


für den Fall, wo y = 90! — 6,  alfo 


tangp tangy = tangp coty— 1 


Kf2 











iſt, anftellen. 
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14. Die Gleichung der- geraden Linie iſt bekanntlich 


y=Ax+B, 

wo, rechtwinflige Coordinaten vorausgefeßt, A die trigo— 
nometriſche Tangente des Winfels, unter welchem die ge: 
gebene Linie die Abſciſſenaxe fehneidet, B die Entfernung 
ihres Durchſchnittspunktes mit der Ordinatenare vom An: 
fangspunfte der Eoordinaten ift. Geht man auf den Be: 
weis diefer, Gleihung, welcher doch, wie die Natur der 
Sache es fordert, nur aug einer geometrifcben Betrachtung 
abgeleitet werden kann, zurück; fo erhellet, daß er, ftreng 
genommen, nur für den Fall gilt, wenn beide Aren 
von der gegebenen Linie gefhhnitten werden. Die Alge- 
meinheit der analytifhen Rechnung fordert aber, unter 
obiger Gleichung auch die File, wo die gegebene Linie 
entweder der Abfeiffen =, oder der Ordinatenaxe parallel ift, 
zu fubfumiren. Im erſten Falle ift, den geometriſchen 
Geſichtspunkt feftgehalten, für alle Abfciffen y = B. 
Daher muß, fol diefer Fall auch durch obige Gleichung 
dargeftelle werden, das erfte Glied Ax für alle x verfchwin- 
den. Man ftelle fi) daher vor, daß der von der geges 
benen geraden Linie mie der Abfciffenare eingefchloffene 
Winfel, obgleich es in der That eigentlich gar Feinen fol- 
chen Winfel giebt, — o oder 180°, feine trigonometri- 
fhe Tangente alfo, d. i. A, = o werde, wodurch ſich 
die allgemeine Gleichnng auf y — B reducirt, wie es ſeyn 
muß. ft die gegebene gerade Linie der Ordinatenare pa- 
rallel, fo wird legtere nicht mehr von erfterer gefchnitten, 
und man muß fich alfo die Linie, durch welche B dargeftelle 
wird, in der That als unbegränzt, ohne Ende venfen, 


und daher nach dem Obigen dutch das Symbol + + bei 
der arithmetiſchen Darftellung, da die genannte Linie über 
und unter der Abfeiffenare liegen Fann, bezeichnen. Führt 
- man nun dies in die allgemeine Gleichung ein; fo wird 
diieſelbe 
‚- zn. .x +3 7 


Wendet man hierauf die —*8 ———— an; 
ſo erhaͤlt man 
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x 1 o.x+1.o o+o 
a Fre Tu 
das Symbol des Unbeftimmeen (f. Function 90.), wel: 
ches ganz der Natur der Sache gemäß ift, da im der 
That im vorliegenden Fall die Eoordinate feinen (geomes 
triſch) beſtimmten Werth hat, weil es feinen Durch— 
ſchnitispunkt der Coordinate mit der ‚gegebenen Linie mehr 
giebt. | * 
15. Sind die Gleichungen zweier geraden Linien 
y=Ax+B,y=Ax+PB 
und diefe beide Linien fchneiden einander; fo erhält mar 


leicht die Coordinaten des Durchſchnittspunktes 
| B—B " AB’ — BA’ 





—0 








TA—A A—L 
Sind die beiden Linien einander parallel; ſo iſt A=A)}, 
und man erhält | 
B—B AB’ — BA’ 
7 


xX — — = 
‚Im * 





d. h. beide Coordinaten — ſo daß alſo auch hier dieſes 
Symbol wieder dem Parallelismus der beiden Linien ent: 
fpricht. Fallen beide Linien zufammen; fo it A= Ar 
BB, und man ahältx =y — =, das Symbol 
des Unbeftimmten, wie es erforderlich ift. 

16. Die Gleihung der Hyperbel zwiſchen ihren Aſymp⸗ 
toten iſt sy ⸗a, y=;: Fuͤr x — 0 wird 
— —, und man muß fi in der That auch die durch den 
Mittelpunkt gehende Ordinate, die nothwendig mit in 
das ganze Syſtem der Coordinaten gehört, ein Glied 
deffelben ift, als unbegraͤnzt oder unendlich vorftellen. So 
fommen auch an vielen andern Frummen Linien unendlich 
große Coordinaten zwiſchen endlichen .vor. | 

17. Die Gleihung der Ellipſe ausden Scheitel ift 


Sep—-E. 


| 2a 
Se größer a wird, defto mehr nimmt das Glied — ab, be⸗ 
ſonders in der Naͤhe des Scheitels, fuͤr kleine x, deſto 
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mehr nähert ſich alfo auch die Gleichung der Ellipſe ber 
Gleihung y?.= px, weldes die Gleichung der Parabel 
iſt. Setzt man fuͤr a das Symbol —, und wendet die 
Regeln der gemeinen Bruchrechnung an; ſo wird die 








Gleichung der Ellipſe 
A ae 
F 


d.i.y? — px, fo daß alſo, wenn man ſich denft, daß a 
die Graͤnze wirklich erreicht haͤtte, die Ellipſe in der 
That und voͤllig in die Parabel uͤbergegangen waͤre. Ge— 
woͤhnlich ſagt man, die Parabel ſey eine Ellipſe, deren 
Hauptaxe unendlich iſt. Der wahre Sinn dieſes Aus: 

drucks iſt aus dem Obigen klar. 


18. Man habe zwei aus einerlei Mittelpunkt beſchrie— 
bene Ellipſen, deren Hauptaxen zuſammenfallen und deren 
en, 


2. * 4, u, .=1 
find. Beſtimat man se die Coordinaten der Durch⸗ 
ſchnittspunkte dieſer beiden — ſo erhaͤlt man aus 
dieſen re | 
Sind nun die ie Eivfen — bull, fo doß 
a: b— a“: b', ab=ab' iſt; ſo erhaͤlt man x — 4, 


y —S, und diefe Austrüce deuten hier offenbar an, 


daß die beiden Ellipfen in diefem Falle einander nicht fchnei: 
den fönnen, fondern ‚einander parallel find. 


19. Wer fih nur ein beſtimmtes Stüd einer Parabel, 
einer Hyperbel oder einer Kegelfläche vorftellt, hat noch feinen 
vollftändigen Begriff davon. Um ſich diefelbe, ich möchte 
fagen, in ihrer Ganzheit vorzuftellen, muß man fie fih in 
ihrer unendlichen Ausdehnung, immer nad einem und 
demfelben Gefege gekruͤmmt und gebildet denfen. Dies 
find andere Beifpiele, wo fletige Größen wirklich als un: 
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endlich gedacht werden müffen. Etwas Aehnlicheg finder 

ſtatt, wenn man beim Kreife die ihn befchreibende gerade 
Linie, nachdem fie einen Umlauf vollendet, nicht ftille ſtehen, 
fondern ihre Umläufe willführlich oft fortfegen und wieder: 
holen läßt. In der analytifchen Zrigonometrie gebraucht 
man in der That diefe Borftellung durchgängig. Auf ähne 
liche Art kann man fi) auch die Ellipfe und jede andere ges 

fchloffene Eurve als unendlich denfen. : 

20. Die Eycloive und Epicycloide, welche durch Um: 
wälzung eines Kreifes entftehen, find ebenfalls unendliche 
Größen. Wenn der Kreis feine Umwaͤlzung einmal voll: 
endet haf, muß man ihn nicht ftille ftehen laffen; man Fann 
die Umwälzung willführlich oft wiederholen. | 

21. Eine Reihe, deren Glieder, nad) einem beftimnı: 
ten allgemeinen Geſetze gebildet, nie abbredhen, muß man 
fi) ebenfalls, wenn man fie fih in ihrer Ganzheit, um fo 
‚zu ſagen, vorſtellen will, in der That als unendlich denfen, 
und nennt fie daher auch eine unenpdliche Neihe, welches 
fi aber hier bloß theils auf das niemalige Abbrechen ihrer 
Glieder, theils auf das überall in ihr obwaltende Geſetz der 
Glieder bezieht, deſſen allgemeinen analytifhen Ausoruc 
man. befanntlich das allgemeine Glied (terminus gene- 
ralis) der Reihe nennt. Etwas Aehnliches finder bei ven 
Kettenbrüchen und bei Producten mit unendlich vielen 
Factoren ſtatt, deren Glieder, ohne jemals abzubrechen, 
einem beſtimmten allgemeinen Geſetze unterworfen ſind. 

22. Wir gehen nun zu der Erklaͤrung der verſchiedenen 
Ordnungen des Unendlichen, vorzüglich des unendlich Klei- 
nen, über, welches von ganz befonderer Wichtigkeit ift. 
Iſt nämlich i eine unendlich Fleine oder unendlich große 
Größe, d. 5. eine veränderliche Größe, welche entweder 
unbegrängt ab= oder zunimmt (7. 8. )5 e nenne man die 
Potenzen 


j2, i8, 18, 3°,. 

im erften Falle ——— kleine, im zweiten unendlich 
große Groͤßen der erſten, zweiten, dritten, vierten, fuͤnf— 
ten Ordnung, u. ſ. f., welches anf der Borftelhung beruht, 
daß. 1? gewiffermaßen unendlichmal Fleiner oder größer 


als i, 3? unendlihmal Fleiner oder größer als i? iſt, u. ſ. f. 
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immer gleiche Grade der Ab— ober x Zunahme von i vor- 
ausgefest. 


Cauchy hat in den Exercices de Mathematiques. 
Livraison 6. p. 146. folgende allgemeine Definition un- 
“endlich Fleiner Größen verfchiedener Ordnungen, welche 
auch den Fall begreift, wo bie Drdnungszahl Feine ‚ganze 
"Zahl ift, gegeben. 


| Wenn a eine conftante, rationale oder irrationale, nur. 
pofitive Zahl, i eine unendlich Fleine Größe, r eine ver: 

änderliche Zahl bezeichnet; fo ift indem Syſtem unendlih 

kleiner Größen, deffen Bafis ı ift, irgend eine Function 

f(i) voni eine unendlich Fleine Größe der aten Ordnung, 
"wenn die Gränze des Bruchs | 

| FG) Ä 

für — r, welches < a, Null, ir jedes ı r dagegen). 

weldes > a, > ift. 

Um den Sinn diefer Definition deutlicher zu machen, 
wollen wir zeigen, daß der obige eingefchränftere ältere 
Begriff unendlich Fleiner Größen verſchiedener Ordnungen 
unter derfelben enthalten if. Sey nämlich i eine unend- 
lich Fleine Größe; fo heiße, wenn n eine ganze pofitive. 
Zahl ift, in eine unendlich Fleine Größe der nten Ordnung, 
und es ift alfo für diefen Fall fF(ĩ) — in, a n. Gy 
nun zuerfir <nz fo ift 

ti) ie _ ner 


won —r pofitiv ift, fo daß fi ch alſo offenbar, wenn i 
ſich der Graͤnze o naͤhert, auch 2 dieſer Graͤnze — 
ft aber > n, fo iſ 
=; — ” G 
 wor—n pofi tiv iſt. Nahnm ſich nun ĩ der Graͤnze o, ſo 
nähert ſich —, alſo auch (4) 7, d. i. , der Graͤnze 
>, wie es ſeyn ſoll. | 
Sürr=nmwird. 
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und erhält alfo einen endlichen beftimmren Werth. Ueber⸗ 

haupt un für r—ader Bruch Ä 
f(i) 

ſich jeder beliebigen Gränze, welde endlich, o oder oo 

ſeyn kann, naͤhern. 


Obige allgemeine Definition zum Grunde gelegt, kann 


man mehrere elegante Theoreme uͤber die unendlich kleinen 
Groͤßen beweiſen, von denen wir folgende ausheben. 


23. Man habe in einem beliebigen Syſteme zwei un— 
endlich kleine Groͤßen verſchiedener Ordnungen, ſo wird, 
waͤhrend ſich dieſe beiden Groͤßen der o naͤhern, diejenige, 
deren Ordnungszahl am groͤßten iſt, immer endlich einmal 
beſtaͤndig den kleinſten numeriſchen Werth haben. 

Die Baſis des Syſtems ſey i, und I—f{i), ’—F{i) 
zwei unendlich kleine Größen, die erfte von der Drönunga, 
die zweite von der Ordnung b, fo daß a << b. Legt man 
der veränderlichen Zahl r einen Werth bei, der zwifchen a ° 
und b liegt, d.h. >, a und < b iſt; fo find die Gränzen 
der Brüde ; — und nad obiger Definition (22.) refpectiz 
ve o undo. Folglich ift die Gränze des Quotienten 

2 I r’ 

F’FrTT 
wie leicht — Null. Alſo muß der numeriſche Werth 
des Zaͤhlers dieſes Bruchs weit ſchneller abnehmen, als 
der numerifche Werth des Menners, und leterer wird 
alſo endlich einmal erftern beftändig übertreffen. 

24. Bezeihhnen a, b, c, .... in irgend einem Syſteme 
die Ordnungszahlen der unendlich Fleinen Größen I, T, 
l’, ...., fo daß a die Fleinfte Ordnungszahl iſt; fo iſt 
die Summe A? 

I+T+rUH+..... 
eine unendlich kleine Größe der afen Ordnung. 

Sey immer i die Bafis des angenommenen Syſtems. 

Da die Graͤnze eines jeden der Bruͤche 
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E08 
ERTaT- yıııan 
a (23.) Null iſt; fo ift die he des Bruce 
—141414 
— —— 


wie leicht erhellet, die Einheit. Alſo hat das Product 
ui Hp +r4 [pe den 


ir 
mit — I einerlei Gränze. Da nun nad) der Vorausſetzung, 


weil n eine unendlich Fleine Größe der aten Ordnung feyn 
fol, diefer. Bruch für r < a fi der Oränze o, fürr>a 
ar fi) der Graͤnze © nähert, fo nähert ſich auch 
— — 4 
für r < a der Graͤnze o, far r — a der Graͤnze co, 
und die Summe 
PERF. 

ift alfo eine unendlich, Fleine Größe der aten Ordnung (22.). 

25. In irgend einem Syfteme feyen wieder I und! | 
unendlich Eleine ‚Größen von der Ordnung a und b; fo ift 
das Product IT eine unendlich Eleine Größe von der Ord—⸗ 
nunga + b. 

Die — 
naͤhern ſich für r r<a,s< b over Graͤnze o, fürr>a, 
s > b dagegen der Gränze o. Alſo nähert ſich offenbar 
auch das Product 

3 I — — 

fuͤrr < a, s Pr der Gränzeo, für 2 a,s>b 
der Graͤnze ©. Sekt man nun überhaupt + s= 0; 
fo ift Elar, daß, fire <a+ b, o immer in zivei Theile 
r + 5 zerlegt werden fann, ſo daß <a, s< b, und 
eben fo, daß, fire >a+b, o immer in zwei Theile 
r +5 zerlegt werden Fann, fo daß r >. a, 8 = b ift. 
Hieraus erhellet alfo, daß 


— 


ið 
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füro<aH+ bfih der Graͤnze o, fire >a+bfih 
der Gränze co nähert, und folglich II eine unendlich Fleine 
Größe von der Ordnung a + b ift. 
26. Durch mehrmalige Anwendung diefes Satzes zeigt 
man leicht, daß, menn in irgend einem Syſteme I, Y, 
1’, I”, .... unendlich Fleine Größen der aten, bten, 
cten, dten, .... Ordnung find, das Product IT 2 
immer eine unendlich kleine Größe von der Ordnung 
arb+c+d+... if. | 
Wäre ein Factor eine endliche Größe; fo wäre offen: 
bar deren Ordnungszahl — o zu fegen. | 
27. Sind drei unendlich Fleine Größen fo befchaffen, 
daß, für die erfte als Bafls, die zweite von der Ordnung 
a, für die zweite als Bafis, die dritte von der Ordnung b 
iſt; fo iſt, für die erfte als Baſis, die dritte von der Ord⸗ 
nung ab. — 
Die drei unendlich kleinen Größen ſeyen i, J, T, fo 
daß alfo die Brüche 
— — 
ir 18 | f 
firr <a, s < b ſich der Graͤnze o, fürr>a,s>b. 
dagegen fich der Gränze co nähern (22.)5 fo wird offenbar 


“auch das Product j | 
a 
fürr <a, s< b ſich der Gränge o, fůt r a, s>b 
Dagegen ſich der Gränze o nähern. Gebt man num 
1730, foift flar, daß, jenachdem g < oder > ab ift, 
e immer in zwei Factoren r, s zerlegt werden Fann, fo 
daß im erften Faller <a, s <b, im andern r >a, 
s > bift, woraus alſo mittelft des Obigen folgt, daß 
b r 
F | 
für o < ab ſich der Graͤnze o, für eo > ab dagegen ſich 
der Gränze o nähert, und folglich eine unendlich Fleine 
Größe der Ordnung ab ift (22.). 
28. Für die Baſis i ſeyen die Ordnungszahlen der 
unendlich Eleinen Größen I, T in dieſem Syfteme a, #, 
für eine andere Bafis # dagegen a, a’, und b fey Oro: 
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hungs ahl von T in Bezug gr * Baſis }; fo ift nad) 
Q7.)a —ab, ob. 
| Kalab,a: dma:rı, 


+ fo daß alfo das Verhältnig der Ordnungszahlen unendlich 


Fleiner Größen für jede Bafıs ungeaͤndert bleibt, oder con— 
ſtant iſt. Iſt « ar, fo iſt auch ed — all, und die 
Ordnungszahlen unendlich Fleiner Größen in Bezug auf 
eine beftimmte Baſis, werden alfo, wenn die Baſis ge: 
ändert wird, ale in einem beſtimmten Verhaͤltniſſe zu: 
oder abnehmen. | 


29. Sest man in 1 27. )l=is fo iſt natürlich 
abi, b== — .Iſt alſo I von der Ordnung a für 
die Baſis iz; fo ift i von der Drönung = für die Baſis J. 
Wenn daher I, als Function von i, eine unendlich kleine 


Größe der erſten Ordnung iſt; fo iſt auch i, als Function 
von J, eine unendlich kleine Groͤße der erſten Ordnung. 


30. Seyen I, T zwei unendlich kleine Größen von 
ſolcher Befebaffenbeit, daß, wenn man die eine als Baſis 
nimmt, die andere von der erſten Ordnung ift (29.); fo 
wird die Ordnungszahl irgend einer Größe in den beiden 
Syſtemen, welche eine der beiden obigen unendlich Fleinen 
Größen zur Bafis haben, diefelbe bleiben. Sey nämlich) 
Ü von der Ordnung a in Bezug auf I, von der Ordnung 
a’, in Bezug auf I’ als Bafisz fo ift, dal’ in Bezug auf I 
von der erften Ordnung iſt, nach M)azma.immd. 

31. Aus den bisherigen Sägen laſſen fi mehrere 
wichtige Säge von Polynomien ableiten, unter denen wir 
folgende ausheben. Ä | 

Das Polynnomium | | 

aia 4 bie + ci?" Kde” L...., 
wo die Erponenten eine fteigende Reihe bilden, wird, 
wenn i ſich der Graͤnze o nähert, endlich einmal mit ſei— 
nem erften Gliede ai” gleiches Zeichen behalten? | 
Denn 
bin 4 ein” 4. di”” .. . ... 


* 
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ift eine —* kleine Groͤße der n’sen Ordnung (24.), 
und wird daher, weiln’ >n, immer einmal fortwährend 
einen Fleinern numeriſchen Werth haben, als die unendlich 
kleine Größe ain der nten Ordnung (23.), wo denn alſo 
auch das gegebene Polynomium mit ſeinem erſten Gliede 
ai" immer einerlei Zeichen haben witd. Die Erponenten 

nehmen wir hier immer als pofitive ganze Zahlen an, ob— 

gleich fich diefe Säge auch noch erweitern al würden. 


32. Iſt in dem Polmom 
wir + cin” 4 din” .. 
der Erponent n’ des- zweiten Gliedes = ungerabe Zahl; 
fo wird für fehr Fleine i der Werth diefes Polynome größer 
oder Fleiner als der Werth feines erften Gliedes feyn, 
jenachdem die veränderliche Größe i und der Eoefficiene b 
gleiche oder ungleiche Zeichen haben. 


Denn für fehr Fleine i hängt das Zeichen des Polynoms 
bin 4 cin’ 4 du”... 
von dem Gliede bir’ ab (31.), und ift alfo + oder —, 
jenachdem i und b gleiche ‚oder ungleiche Zeichen haben, 
unter welcher Bedingung alfo auch 
ain + biv ein” - din” h....Z aie 

ſeyn wird. immer wird angenommen, daß das Polynom 
nach fteigenden Potenzen von i geordnet ſey, welches offen: 
bar immer. möglich ift. 


33. Iſt in dem Polynom 
ain 4 bin’ + cin” din” 4.. ... 
der Erponent n’ deg zweiten Gliedes eine gerade Zahl; fo 
ift für fehr Eleine Werche von ı der Werth viefes Poly: 
noms größer oder Fleiner als der Werth feines erften Glie— 
des, jenachdem der Coefficient b des zweiten Gliedes 
poſitiv oder negativ iſt. 

Denn für ſehr kleine Werthe voni hängt das Zeichen 
u bin 4 cin” + din” ’ 
bloß von bir” ab (31.), und * Zeichen ift, weil i im 
wegen des geraden Exponenten n’ immer poſitiv bleib, 


“ 
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+ ober, jenachdem b pofitiv oder negativ iſt, unter 
welchen Bedingungen alfo auch 
ain 4 bin’ + ein” + die”... Zain 
ift. 
34. ft in dem Polynom 
a 4 bie’ + cin” + din” L.., 
n’ eine gerade Zahl; fo ift für fehr kleine Werthe von i, 
dieſe Groͤße mag poſitiv oder negativ ſeyn, immer 


a C a 4 bie + ci” 4 die” -..... 
wenn b pofitiv ift, Dagegen immer 
a>a-+ bin 4 cin” + din” —— 


wenn b enegativ iſt (33.). Iſt alſo n’ eine gerade at: 
ſo ift der partifuläre Werth a des obigen Polynoms Eleiner 
oder größer als alle benachbarte Werthe viefes Polynoms, 
dv. h. ein Minimum oder Marimum, ein Fleinfter 
oder größter Werth deffelben, jenachdem der Eoefficient 
b des zweiten Gliedes pofitiv oder negativ ift, wobei nur 
wohl zu merfen ift, daß der partifuläre Werch a nur ein 
Minimum oder Marimum in Bezug auf die benachbarten 
Werthe des Polynoms ift,. welche man erhält, wenn dem 
i unendlich Fleine Werthe beigelegt werden, d. h. diefe 
veränderliche Größe in der Nähe ihrer Gränze o bleibt. 


Meberhaupt find die obigen Saͤtze bei einer ftrengen 
Darftellung der Lehre von den Marimis und Minimis 
fehr wichtig, wobei wir aber hier nicht länger verweilen 
dürfen. 


39. In Bezug auf die weitere Auseinanberfegung der 
Lehre von den unendli großen Größen begnügen wir uns 
bier, wie au Cauchy (Cours d’Analyse de l’ecole 
royale polyt. p. 33.) thut, bloß mit folgender allgemei- 
nen Bemerfung. Bezeichnet nämlich f(i) eine unendlich 
Fleine Größe einer beftimmten Ordnung, fo kann jede un— 


endlich große Größe derfelben Ordnung durch 47 5 darge: 


ftellt werden, und es würden fich, hierauf geſtuͤtzt, manche 
den obigen analogen Saͤtze über die unendlich großen Größen 
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entwickeln laſſen, auch in Bezug auf Polynomien, wenn 
die unveraͤnderliche Groͤße — waͤchſt. ft z. B. 
ax" 4b" Le? +. ‚+hx+k 


‚ein nach den fallenden Potenzen von x geordnetes Poly⸗ | 


nom, wo aud) einige Coefficienten — 0 feyn koͤnnen; fo 
wird, wenn wir x unbegränze wachfen laffen, viefes 
Polynom endlich einmal immer einerlei Zeichen mit ſeinem 


höchften Gliede ax" behalten. Denn man fege x =, 
‚wo i unbegränzt abnimmt, fo wird obiges Polynom 
=a-tb + op +... TAA. 
=;(: +Zir+lor.. er +"): F | 
Da nun für fehr Fleine i der Factor 
1+ 214204 BE ae * 
immer mit dem erſten Gliede 1 einerlei Zeichen behält (31.), 
d. i. pofitiv bleibt; fo wird für fehr kleine i, oder ſehr 
große x, obiges Product, d. i. dag gegebene Polynom, 
mit dem Factor — — a (7) — ax", oder dem erften 
Gliede des gegebenen Polynoms, immer einerlei Zeichen 
behalten. | 


Ganz auf ähnliche Weiſe laffen fich auch andere Saͤtze 
von den unendlich großen Größen auf die Lehre von den 
— kleinen Groͤßen zuruͤckfuͤhren. 


36. Noch haben wir den bei den aͤltern Infiniteſima⸗ 
liſten, namentlich bei Leibnitz, welcher ihn zuerſt ge— 
braucht und in die Mathematik eingefuͤhrt hat, durchgaͤngig 
vorkommenden Satz, wenn ich dieſe Benennung gebrauchen 
darf: „daß eine unendlich kleine Größe gegen eine ende 
„liche, eine unendlich Fleine Größe einer höhern Ordnung 
„gegen eine unendlich Fleine Größe einer niedrigern Ords 
„nung verfchwinde 7 aufzuklären, und zu erläutern, wozu 
einige aus den Gründen der. Differentialvechnung herge— 
nommene Deifpiele am geeignetften zu fen fcheinen. Zus 
erft bemerfen wir über den Begriff des Differentialquos 
tienten Folgendes. 
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37. Wenn die veränderliche Größe x einer Function 
y== f(x) eine beliebige Aenderung Ax erleidet, fo gebt 
yin y—f(x + 4x) über, und der Unterſchied y —y— 
f(x 45) — fx) wird befanntlih die Differenz 
von y genannt, und dutch Ay bezeichnet, fo daß alfo 
Ay=fx+4f) — f(x), a 
und der Differenzenquotient, der Erponent des Verhaͤlt— 
Zune dx: Ay 
| N. a; 6) 


if. Setzt man nun Ax—i, d. h. laͤßt man x ſich 
der Graͤnze o unbegraͤnzt naͤhern, welches offenbar immer 
moͤglich iſt; ſo wird 


2) _ er) — f m. 
| AxXx 

wo fowohl der Zähler als Penner dieſes Bruchs un⸗ 
endlich kleine Größen find, d. h. beide ſich der o unbe— 


graͤnzt nähern. Deffen ungeachtet kann aber obiges Ver: 
haͤltniß felbft fich einer beftimmten endlihen, von o ver 


ſchiedenen, Größe nähern, wie fi durch Beifpiele leicht 


zeigen läßt. Iſt z. B. fx)—=x"; fo it nach dem 2a 
miſchen Lehrſatze 
—— 0 gm + en am? 
„key a: ——— 

und das Verhaͤltniß * naͤhert ſich alſo in dieſem Falle, 
wenn ĩ ſich der o nähert, der Graͤnze nx-1, einer. be: 
ſtimmten endlichen, von o Ion, Größe. ° Die 
Gränze nun, welcher fi u I nähert, wenn dx —ifid) 
der o nähert, heißt in der FSunctionentheorie die deri— 
vierte Function vory—f(x), weil ihre Form 
offenbar von der Form der Function y in jedem befonvdern 
alle abhängig ift, und wird durch £’ (x) bezeichnet. Nach 
den gewöhnlichen Begriffen der, auf die Lehre von Gräns 
zen — Differentialrechnung heißt die Gränze 


von ZI ” der Differentialquötient von y, und 
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wird durch = beseichmer, welches aber bier nicht als ein 
getrenntes, fondern als ein einfaches Zeichen zu betrachten 
if. Es ift aber immer j 
| ea =n: 

Sest man ĩ — Ax, wo, indem dx eine endliche bes 
ſtimmte Größe bezeichnet, oo fich der Gränge 0 unbegränge: 


nähert; fo wird .. 139 
tar) io) = _ Extern utte), Me a BER 
azlx Mr 


Hirte) 10) „ = aD iO) ge, * 


und die Graͤnze ‚, welcher der erſte Bruch ſich naͤhert, wenn 
ex ſich der o unbegraͤnzt nähert, heißt das Different igl, 
von — E(x), und wird durch dy bezeichnet. Nimme 
“man nun, AX ‚als eine beſtaͤndige endliche Größe bes 
frachtend, auf beiden Seiten obiger Gleichung die Graͤn⸗ 
zen; fo. "erhält man mittelft obiger Veleicnungen au⸗ 
| genbficktich Be 
dy=ölk)=flx). n= a, Be 


oder, wenn man x — dx feßt, immer: aber — 
merkt, daß ax eine endliche beſtimmte Groͤße, und? = 
ein einfaches Zeichen ift, welches nicht getrennt werdem 
darf: 
| öy = dt) =). de = Yon. - 
38. Sey nun z. B. der Differentialquotiene des Pros 
duets pq zweier Functionen p und q zu beſtimmen; fo hat man " 
A.pg = (p+Ap) (+ ID) — pa = 2 + ap + ap. Ag, 
Be 2 2 Ze EL SR 2 eye Po ü 


oder, wenn man /x unendlich Elein PR d. 5. ber einge | 
o ſich unbegraͤnzt nähern läßt : 
PR UBPE: VIPE. ERDE. Tsee 
Nimmt mar nun, um ben Differentialquotienten zu firts 
dent, auf beiden — die reed ® if nach dem 
V. 
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—X —A— EL 4.29 * d.p7 a 


Lim. 4 = p-Lim. 4,8, 


Lim. <= q Lim. SP 48, 


wo zu rn, daß p,q endliche Größen fi nd die von 


der Veränderung x — i jetzt nicht mehr afficirt werden, 


daher als conſtant zu — ſind. Da ſich nun 
A zwar der endlichen Gränze % 7, Ap felbft aber mit i fi 
unbegränzt der Graͤnze onähert; fonähert ſich auch das letzte 
Glied Ap ZT felbft unbegraͤnzt der Gränzeo, und es ift 


alfe' 
Lim. — — p Lim. 1 144 Lim, Z® 
d. i. 24 





EL ER? 
und — folgt nach dem Obigen unmittelbar: 


Ban PT up Fin gr, 


’ | d.pq = poq + qop 

39, In der ältern Infiniteſi malrechnung würden diefe 
Schluͤſſe a“ folgende Weife abgekürzt worden feyn. Das 
Glied A I ift eine unendlich kleine Größe, und kann 
daher. gegen die, übrigen . endlichen Glieder weggelaffen, 
— o gefegt werden. Der wahre Sinn hiervon ift fein ande: 
rer als folgender; wenn i fih der Gränze o unbegränzt 
nähert, nähert obiges Glied fi) ebenfalls diefer Gränze, 
und braucht alfo bei Beftimmung der endlichen Gränze von 
X nicht berückfichtige zu werden, fondern eg Fann, wenn 
es bloß auf die Beftimmung diefer Gränze anfommt; weg⸗ 
gelaſſen, und in dieſer Daraus, 

ZM -„Arı® 


gefegt werden, woraus — wa ie Gränzen auf bei⸗ 
den Seiten genommen werden, ganz richtig wie vorher. _ 


u. 
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9. BI —p 4 04 rg A 

do. = * — 
erhaͤlt. 

40. In der That iſt aber die eigentliche Shrahhe 
der Infiniteſimaliſten noch ungenauer, als die, welche wir 
fo eben geführt haben. Aendert ſich x um Ax, fo wird, 
wie oben, | 
4d.pqg = pdg + gAp + Ap. Ag. 

Sest man nun Ax unendlich Flein, fo gehen, da die Dif: 
ferentiale als unendlich Fleine Differenzen betrachtet wers 
den, die obigen Differenzen in die Differentiale über, und 
die Gleichung verwandelt ſich in: 

d.pq = pdg 4 qõp + Ap.0g; 
wo pdg, qap unendlich Fleine Größen erfter Ordnung ſind, 
Op .Og.aber eine unendlich kleine Größe zweiter Ordnung iſt, 


welche gegen jene vernächläffigt, — 0 geſetzt werden kann. 


Dies giebt 
d.pg = poq + qõp. 

Daß diefe Sprache, wenn fie auch zu einem — Reſulta⸗ 
te führt, einer eignen Interpretation beduͤrfe, die in den beis 
den vorhergehenden Nummern volftändig gegeben ift, wird 
gewiß Niemand in Abrede fielen. Daß aber jede Sprache, 
welche nicht völliges Licht über die Sache verbreitet, aus der 
Mathematik zu verbannen fey, ſcheint eben fo gewiß zu feyn, 
und ich fann wenigftens den Marhematifern nicht beipflich: 
ten, welche in neuerer Zeit diefer Sprache wieder dag. 
Wort geredet haben, obgleich auf ver andern Seite aller: 
dings die z. B. von Carnot und v. Öuffe gemachten 
Berfuche, eben diefe an ſich gewiß unrichtige Sprache 
aufjuflären, und zu zeigen, wie man dennoch dadurch zus 
fo vielen. richtigen Nefultaten, welche auf die ganze Willen: | 
fhaft einen fo. bedeutenden Einfluß gehabt haben, ges 
langen Fonnte, in vieler Nückficht wichtig und intereffanf 
find, und den Scharffinn ihrer Verfaſſer beurkunden. Durch 
die Methode der Gränzen wird Ales deutlich und Flar, 
und hat man derfelben auch nicht mir Unrecht den Vorwurf 
gemacht, daß fie oft zu großer Weitlaͤufigkeit führe, tritt 
uns diefelbe auch in der That in dem erſten Ir Se 
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Werke, worin ſie ausfuͤhrlich behandelt iſt, der Expositio 
‘ elementaris principiorum calculi differentialis et 
int. Tub. 1795.) von L’Huilier, nicht immer auf 
die anfprechendfte Weife entgegen; fo ift der Weg, auf 
dem fie uns führt, doch aud in neuerer Zeit bedeu⸗ 
tend geebnet worden, in welcher. Beziehung Cauchy's 
ſchon oben angeführtes Werf: Resume des lecons sur‘ 
‘le calcul infinitesimal. Paris. 18%.  unzweideutige 
Verdienſte zu haben fcheint. Weitere Auseinanderfegun: 
gen über diefen Gegenftand, auch in Bezug auf die Fun: 
ctionen, Theorie von Lagrange, und ihr Verhältniß zu der 
Methode der Gränzen, wobei es ung vorzüglich auf eine 
Trennung zwiſchen dem rein analgeifchen Theile der Differen- 
tialrechnung , und ihren, vielfältigen Anwendungen aller - 
Art, befonders auf Geometrie und Mechanif, SPLRREE 
ſcheint, gehören jetzt nicht hierher. | 

41. Wäre das Differential des Quotienten I zu en 
flimmen; fo fliege man nad) der Infiniteſimalmethode 
auf folgende Art. Wenn fic) p, q um die unendlich Flei= 
nen Differenzen Op, 0q aͤndern; fo wird die unendlich Eleine 
Differenz von v d. i. 

P_P+Pp _P_aPtinD—plgtig)_ dp —pdq , 
 drg = gtign T qa(qg+ög) Prag 
Da nun qoq gegen q? unendlich Flein iſt; fo Fann man es 
gegen q? weglaffen, und erhäft 
2. R — g0p — Pog 
q? 

Hier laͤßt ſich an warum läßt man nicht auch im - 
Zähler die unendlich Fleinen Größen qap, p°q weg, da 
man doch berechtigt ift, im Nenner fie wegzulaffen? Thaͤte 
man dies, fo erhielte man allgemein d. = = © 
Gewoͤhnlich (f. z. B. L’Hopital Analyse des infini- 
ment petits, Paris. 1694. p. ale diefe Schwierig» 
feit dadurch umgangen, daß man I s — z,p = gz feßt, 
woraus, nach dem Sage für das Differential des OR 
öp = 902 + zöq, alfo 
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I ni — — äde * * Pag . 
a q gq?® 


wie oben. ( 
- Der wahre Sinn obiger Schlußart iſt ig Ver⸗ 
aͤndert ſich x um 4x; ſo wird 





7. EB 
AT g(g+ag) ° 
und, unter der Vorausfegung, daß x unendlich klein 
wird, d. h. der o ſich unbegraͤnzt naͤhert: 
Ap Aq 
glatt) 
Nimmt man nun auf beiden Seiten die Gränzen, fo 


— ſich — =: = den endlichen beftimmten Gränzen 
ze ! =, — Yu der Gränze o,g+ dat ber Gränge 
g, ſo daß alſo 
| 42 OP 1 — Pr 
Lim. = = 
und, mit dx — (37.): 
or = AR ne =. — 


Alſo darf man“P, 2 nicht — weil ar e fih den 
endlichen,. im Allgemeinen von o verfchiedenen, Graͤnzen 
| a ‚ = nähern, 49 Fann aber bei Beſtimmung der Gräns 


zen vernachlaͤſſigt werden, weil es ſich der Graͤnze 0 ee 


und man Fan | in diefer Beziehung bloß 
n ni 
a. 97 — PT 
53 2 


. fegen, woraus diefelben Gränzen ober Differentiafguo- 
tienten, wie vorher, folgen. 


534 Unendlich, 

42: Soll die Berührende für irgend eine Curve, deren 
Gleichung P (x, y) = o ift, beftimme werden, fo 
ſchließt man in der nfinatifimalrechnung auf folgende | 
Weiſe. In der Mähe des Berührungspunftes fälle die | 
Berührende mit der Eurve zufammen. Laͤßt man nun die 
Abſciſſe x um die unendlich kleine Größe 9x fich verän- 
dern, fo verändert fih die Ordinate y um das unendlich 
Fleine öyr und man erhält leicht folgende BERN 

Subtang : y= a: Oy 
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke. Dies giebt 
Subtang = =. 

Nicht eier weitläufiger ift der Beweis nach der Methode 
der Gränzen. Man laffe fih x um x verändern, fo 
ändert fih yum Sy, und, wenn v die Entfernung des 
Durchfchnittspunftes der durch die. Endpunfte der Ordinas 
ten yundy + Sy gehenden Sehne mit der Abfciffenare 
von der Ordinate bezeichnet; fo hat man augenblicklich 





vıy= J: 4y, =, 
oder, wenn Ax fich der o unbegraͤnzt nähert, 
| SE ; 
— 


Dann — ſich aber die Sin der Sant, vnähert 
fi der Subtangente, und = der Gränze X 7 Alfo, wenn 
man die Gränzen nimmt: 


Snbtang > 2 s 


welches man abgefürst getsäßntich ss m ſchreibt. 
Noch kuͤrzer ſchließt man ſo. Bezeichnet ꝙ den Neigungs: 
winfel obiger Sehne, & den: Neigungswinfel der Beruͤh— 


renden gegen die Abfeiffenare; fo erhält man augenblicklich 


ung = =. 


Wenn Ax fi der o nähert, nähert ſich die Sehne der 


Berührenden, ꝙ dem Winkel, fo daß alfo, wenn man 
die N nimmf, | 


Unendlich. 535 

“ tange - 4 : | 

woraus ferner unmittelbar obiger Ausdruck für die Sub- 
tangente folgt. | | oo‘ 

Endlich kann man auch fo fihliegen. Die Gleichung 
der mehrgenannten Sehne fey | | 
— Y=aX+b; .. — 

fo hat man, wenn x, y die Coordinaten des Berührungs: 


‚punftes find: 
y=ax+b, 


| y+r4Ay=alx+A)+b, 
woraus durch Elimination | 
; a — x’ b’ = h — 27 — | 
und folglich, zugleich unter der Vorausfegung, daß 4x 
fich der Graͤnze o nähert: Ä 
Ye4x+y-:®. 


Dann nähert ſich aber die Sehne der Berübrenden, folglich 
auch die conftanten Größen in der Gleihung der Sehne 
den conftanten Größen in der Gleichung der Berührenden, 
und legtere wird aus erfterer erhalten, wenn man bie 
Gränzen der conftanten (von X, Y unabhängigen) Größen 
nimmt. Dies giebt als Gleichung der Berährenden: . . 
| - varlay-rd,: 
welches man gewöhnlich fo ſchreibt: 
ar fi) Ox — xoy] 
vy=X\ pe + —— 


wo dann auch dx, Ay die Differentiale felbft (37.) be» 
zeichnen Fönnen. | 

43. Diefe einfachen Beifpiele mögen hinreichen, ben 
eigentlichen Sinn der Ausdrüde der Infinite ſimalrechnung 
zu zeigen. Sie laſſen ſich in allen Faͤllen auf die ſtrenge 
Betrachtung der Graͤnzen zuruͤckfuͤhren. Außer den mehr: 
mals genannten neuern Abhandlungen von Cauchy, und 
den meiften Altern Werfen über höhere Analyfis,. ſuche 
man weitere Belehrung in folgenden Schriften: 
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Euleri Inst. calc. diſf. Tom.I. Cap, II. 


Anfangsgruͤnde der höhern Analyfis von Tempel: 

hoff. Thl. I. Berlin. 1770. Fünfter Abfchnier. 

Käftners Analyſis unendlicher Größen. . 

| Deffen Abhandlungen de vera infiniti notione und 
de lege continui in natura in feinen Dissertationes 
mathematicae et physicae. Altenburgi. 1771. P, 39. 

P. 142. — 

Ej. Progr. inaug. de cautione in neglectu quan- 
titatum infinite parvarum observanda. Lips. 1746. 


Karftens Abhandlung vom Mathematifh = Unend- 
lihen, mit Ruͤckſicht auf eine im Jahre 1784 aufgegebene 
Preisfrage (vergl. Thl. J. ©. 816. diefes Woͤrterbuchs) 
in feinen Mathematifchen Abhandlungen. Halle. 1786. 
©. 1., und deffen übrige befannte Schriften, 

Exposition elementaire des principes des 'cal- 
culs superieurs par L’Huilier. Berlin. 1786. 

Deffen Principiorum cale. diff. et int. expositio 
elementaris. Tub. 1795, Cap. IX. De infinito (quod 
vocant) mathematico. | 

‚Betrachtungen über die Theorie der Infinitesi- 


malrechnung von e arnot. Uebers. von Hauff. 
Frankfurt. 1800. 


v. Busse: Bündige und reine Darstellung des 
wahrhaften Infinitesimal-Calculs.' Thl, J. Dres- 
den. 1825. 

Krafftii Dissertatio de infinito mathematico, 

. Ein Auffag von Raymond in den Mem. de la 
Soc. acad. de Savoie. T. II. p. 170., vorzüglich über die 
geometrifche Bedeutung‘ des Symbols des Unenplichen: 
©. aud) Bulletin, univ. des sciences. Mathem. 1822. 
N. 10. p. 225. 

E. Halley: Account of the several species of 
infinite quantity, and of the proportions they bear 
one to the other. Philos. Transact. 1692. p. 556. 

Frangois Achard: Reflexions sur Pinfini 
mathematique. Mem.: de Berlin, 1745. p. 88. 143. 


| | 
Unendliche Reihen. 937. 
- Gerdil: De.linfini absolu considere dans la 
“ grandeur. Miscell. Soc. Taurinensis. T. II. p. I. 

Euler: De infinities infinitis gradibus tam in- . 
finite magnorum quam infinite parvorum. Acta 
Petrop. 1778. P.I. p. 102. | 

Martin: Memoire sur la maniere de demon- 
trer ; par les methodes des anciens, les hypotheses. 
de Leibnitz dans le calcul differentiel. Mem. 
de Toulouse, T,I. p. 43. Ä 

Ej. Memoire.contenant l’application des prin- 
cipes tires de la Methode des limites aux diverses 
parties du calcul de Pinfini. Mem. de Toulouse. 
T. III. p.29. a | 


Unendliche Reihen (Seriesinfinitae) find folche, 
deren Glieder nach einem beftimmten, allen gemeinfchaft: 
lihen, Gefege in’s Unendliche fortlaufen, ohne jemalg 
abzubrechen. Ueber ihre verfchiedenen Formen, Summia« 
rung, Umfehrung und Umformung f. m. die Artikel 
Reihe, fummirbare Reihe, Summirung der Reihen, Um: 
fehrung der Reihen, Umformung der Reihen. "Auc) vergl. 
man Unendli (22.) An diefen Orten findet man auch 
die nöthigen hiftorifchen und literarifhen Motizen in Hinz 
reichender Ausführlichkeit. | - 


Unendlicher Kettenbruch ift ein folcher, deſſen 
Glieder nach einem beftimmten allgemeinen Gefege, ohne 
jemals abzubrechen, in’s Unendliche fortlaufen. Beifpiele 
finden fih im Art. Kettenbruch (39. ff.), fo wie Loga- 
rithmus (164. ff. ), und Quadratur (58. ff.) mehrere. 


Unermeßlich, f. Sncommenfurabel. 


Ungerade Zahl (numerus impar) ift jede 
ganze Zahl von der Form Zn —1 oder 1. Die 
Zahl Zn — 1 iſt die nfe ungerade Zahl in der Reihe 1, 3, 
9, 7, 9, 2... derfelben, 2n +1 dagegen die (n+1)te. 
. Da 2Qn+1) + =2m+r) +1, (Qan+1)— 2 
=2(n—r)+1, an +1)+ A+H)=2(n+r+1), 
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(+ A+dD=n—n), (214 1). 2—2 
2.r(2n #1),(2n +1) (2r + 4)=2(inr+n+r) +1 
iſt; fo ift die Summe und Differenz einer ‚geraden und 
einer ungeraden Zahl ungerade, zweier ungeraden Zahlen 
gerade, das Produck einer geraden und ungeraden Zahl 
‚gerade, zweier ungeraden Zahlen ungerade. 
Ungerad.- ungerade Zahl (numerus impari- 
ter impar, doppelt ungerade Zahl) ift eine Zahl, welche 
fi durch eine ungerade Zahl ohne Reſt dividiren läßt, 
und zum Quotienten eine ungerade Zahl giebt; alfo 
jede Zahl von der Form (2n + 1).(2m+1)= 
4mn +2?(m+n)+1. | 
Gerad: ungerade Zahl (numerus ihhpariter 
impar) dagegen ift eine Zahl, welche durch eine gerade 
Zahl theilbar ift, und zum Quotienten eine ungerade Zahl 
giebt; alſo alle Zahlen von der Form 2n (2m +1), 


Ungereimt, f. Abfurd. 
Ungeſchickte Vierung, f. Trapeium. 


Ungleich if, was in Anfehung der Größe nicht 
für einander gefege werden darf... | 

1. Sind a und b zwei ungleiche Größen; fo. ift 

a>bobrb <a, , 
wenn bie Differenz a — b pofitiv iſt. 

Diefe von Cauchy (Cours d’Analyse de l’eoole 
royale polytechnique. Paris. 1821. p. 438.) herrübs 
rende Erklärung gilt für. pofitive und negative Größen. 
Laͤßt man eine pofitive. Größe nach und nach abnehmen, fo 
wird fie endlih — 0, und dann, wenn fie abzunehmen - 
fortfährt, negativ, welches zu dem Ausdrucke: eine nes 
gative Größe fey Fleiner als Null, Beranlaffung gegeben 
hat. Yu ift — U — /3, wenn & > P ift, indem, 
fra—=ß +4, -—a—=— PB — Lift, und demnach 
aus — Hentſteht, wenn davon d abgezogen wird. Ale 
diefe Fälle find, wie man leicht fehen wird, unter obiger 
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Erklaͤrung, aus der wir nun einige Si ableiten wollen, 
enthalten. 
2. Wenn 
a>b,a >», a’ >, Sur. 
iſt; ſo iſt aach * 
a 4 a“ 4 a“ 4a . . ꝰ hB .. .... 
Denn die Differenzen 
a—b,a—b', a — bb)”, a” — B,..... 
find pofitiv; folglich offenbar auch deren Summe 
Cab) + a y + (ab) + (ab) Hi. 
zZata+a@”+a”h...—(b+b+b"+b” th...) 
3. Iſt nun Sn | 
Gr Ey Pe er a A .. 
ſo find die Differenzen 
a—ß,a— Pf,” - £", a" m A,. * 
ale DO, und folglich offenbar auch 
ara ra’ ba”... +e+@ +0" to” +... 
>btb + HB HEHE HR ++. 
4 Wenna>b,a’>b’iftz fo ift 
a—b>b—a, 


\ 


Denn es ijt 
a>b,a>b,- a —-b=-—a— 

Alſo (3.): 

d.t —ö, 

cr | 


a—b>b—a, 
9. Wenn alle Größen pofitiv find, und 
>, >, ars 
iſt; fo ift auch 
BER BD br. 
Die Differenzen | 
| a—b, °—b, a” — bh”, a” — bb", ..4: 
A nd nach der Vorausſetzung poſitiv; folglich ſind auch, da 
alle Groͤßen poſitiv ſeyn ſollen, in Bezug auf fünf Größen 
z. B., alle folgenden Producte poſi tiv: 
(a—b)aa’a” N — a a'“ a“ a““ a“““ — baata”a”, 
(— b)ba’ a““ a“ =baaa” "bb aaa”, 


.“ 


540 “ Ungleid. 
SCH — b") bb’ a” ar" =bhbb’a’ a” a” — bb’ b” a” a””, 
(a” —b”) bb’ bh" a” P bh’ bb" a” a" bb b" bh" a", 
(a””—b”") bb’ b” b” — bb" b’ b’” a”” _ bb’ h” b”’ pe”, 
Die, Summe diefer poſi itiven Groͤßen, naͤmlich 
aaa’a” och bi Pit, 
ift alfo auch pofitiv, und demnach (1.): 
aaa”a”a””>bb h ꝰ B — 
Daß dieſer Satz nur dann allgemein gilt, wenn alle 
ee pofi tiv ß nd, fällt u in die — indem 
— 2.3—6 3 | 
6. Sey a bzʒz ſo iſt ra wenn r pofitlv—, da⸗ 
gegen ra <rb, wenn r negativ if. 
Denn — -b ift pofitiv, und folglich 
4 r(a—b)=ra—rb 
pofitiv oder negativ, d. i. ra > oder <rb, jenachdem r 
pofitiv oder negativ ift. a und b Fönnen hier * tiv und | 
negativ ſeyn. 
- 7. Wenn alle Größen poft tiv find, und a > Ki a ‚Sy 
iſt; ſo iſt immer 
a b 


>=; 


Denn a aa’ > bb’ (5, ab —=ab,; all fear 
> bh B>%. 


8. Wenn a, b pofitiv find, und a > bift, fo iſt 
.a® > oder < be, jenachdem « pofitiv oder negativ ift. 

Da nämlich a, b pofitiv find; fo if. > 1, weil 
a> b; folglich offenbar der Bruch 

=) 

> oder <1, d. i. ae > oder < be, jenachdem « poſitiv 
oder negativ ift. Uebrigens kann « eine ganze oder ges 
brochene Zahl ſeyn und der Satz gilt alfo auch fuͤr Wur⸗ 
zelgroͤßen. 

9. Iſt a poſitiv, und > y5 fo iſt ae >ober < ar, 
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jenachdem a > oder < Lift, @ und hiögen poſitiv oder 
negativ ſeyn. 

Da — poſitiv iſt; fo iſt offenbar 


— 


> oder <1, d. i. aa > oder <ar, jenachdem a 
oder <1 iſt. 

- 10. Bezeichnet man die Logarithmen in dem Spfteme, 
deffen Grundzahl b ift, durch log, und a, a’ find zwei 
pofitive Zahlen ‚, fo daß a > a“ iſt; fo ift log a a ober 
<.log a’, jenachdem b > oder < Tift. 
Denn es iſt 


loga ; lga a 
’a 


— loga—Ioge 


j a=b —=b 


Aber nach der VBorausfegung >13; alfo auch 


— > — J 


und folglich offenbar loga — loga@ pofitiv oder negafit, - 
d. i. loga > oder < loga, —— b > oder 
<1 if. 


Die Baſis der natürlichen sche aaa — | 


30.) ift = 
e = 2,718231838 . 1% 5; 
alfo > 1, und folglich immer | 
. lognata > lognata’ I 
unter der Vorausſetzung, daß a a“ iſt. 
11. Es iſt immer 
| a? - b2 > 2ab, 
Denn a? +b?— ab —=(a—b)?, alfo immer pofi tiv. 
Folglich iſt auch immer 
a? 4.2ab + h? > 4ab, — > 4ab. 
12. Sey 
Aa b Cd Pe . 
die Summe von n Größen, und B die Summe ihrer Bi⸗ 
nionen; fo ift ee (n—1) A? > 2nB. Denn es 
it. (11.):. 
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a®+b?>2ab, dt? >2ao, a?+d?>2ad, a?-tei>Qae,.., 
b?+4c?>2be, b’+d?>2bd, b: +a?>2be,... 
0? td’ 220g, c?+e?>2ce,... 

— d?--e?>2de,.. 

uff uff 
Setzt man nun die Summe der Quadrate — Q, 
und addirt auf. beiden Seiten der Zeichen >; fo erhält 
man auf der linfen Seite offenbar jedes Quadrat n —1 
Mal, und auf der rechten jede minien. 2 Mal. Ufo 


ie a 
(n-1}:Q0 > 28. | | 
ber A: =0 u 2B, (n—1) Arm (a-1) a4 4 
2(n—1)B. Folglich 
(n—1) A? + (n—1)Q> (u-1)Q+3 a1) B + 2B, 

d. i. (n-1) A2> 2nB, w. z. b. w. 

13. Sind a und b willkuͤhrliche, nur pofitive, Groͤ⸗ 
gen, und n eine poſitive ganze Zahl; fo ift immer 
| han + ba > an 4 nan-i ph, 
Die Differenz diefer beiden Ausdrücke iſt 
nam 4. ha — an u nan—i 

— nan-l (a—b) — (a"— ba). 


. ® - 
2 —— 0. vn 


== (a—b) [man=t —an-t an? b—.,—abn-2_ ha-ı | — 


Iſt nun a >b; ſo iſt offenbar _ 

nani > a +an2b+4..+ abn-2 + bn-1,. 
und eben fo, wenn < bift: 

nan—i — an-i + au=2 6 +. «+ abi? + bn-t, 
Folglich ſind die beiden — obigen Products immer 
zugleich pofitiv und negativ, die Differenz alſo i immer — 
ſitiv und demnach immer 

nan 4 ba > an 4 nan-i B. 
14. Iſt b<a; ſo folgt hieraus leicht: 


nan — nan-1 b > au — bn, 


aa (1-2)>a(1-%), 
(1 -2)51-(2), 


welches alfo immer ſtatt finder, wenn 2 ein echter Bruch, if 
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45. Wenn a, a’, a”,.... willkuͤhrliche Größen find, 
an der Zahl nn; fo ift immer der abfolute Werder Summe | 
| a+tata’t... 
kleiner als das — 
| Ya Hat ha...), 
vorausgeſetzt, fr die Größena, a’, d”,.... nicht = 
unter einander gleich find. 
Denn es ift offenbar oo. 
(aa ta” ta”... 2 
+ (a—a')? + la—a”)? + (aa)? Hla-a” he..a 
+a—a)? + (aa? la”)... 
| + (aa) aa") ho... 
| + a")... 
€ Enten, > 
und demnach, wenndie Differenjena—a‘, a—a",a—a”, 
u. f. f. nicht alle 0, d. i. die gegebenen Größen nicht 
alle einander gleich find, weil ein Quabrat i immer pofitiv 
ift, offenbar: 
(at+a+a” EL 
atat+a +. <rmra@t+ar tar) 
wo es aber natürlich bloß auf den abfoluten Werch der 
Summe a + a + a” +... anfommt. | 


16. Durch — on mitn erhält man hieraus unmit- 
telbar: | 

"Letet.: oe yäteher. =, 
ſo daß alfo das arithmerifche Mittel zwifchen a, a’, a”,... 
immer Fleiner als diefe Quadratwurzel ift. F 


17. Sind die gegebenen Größen alle einander gleich; 
fo folge aus (15.) unmittelbar, daß 
after t.. ey. Yan 
immer bloß in Berug auf den er Werth der 
Summe. > 


18. Wenn dr a’ ’ a 243 — e, — willkuͤhr⸗ 


liche Groͤßen ſind, und jede dieſer Reihen n Glieder ent⸗ 
haͤlt; ſo iſt, wenn die Bruͤche e 
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"vie alle unter einander gleich find, der abfolute Werth 
der Summe | 
aa + a’ a’ +a’a” La”a”’ th... 
immer Feiner als das —— Br 
v(at+a°ra?hr...).Yla tor tert h...); 
Denn es iſt ' 
(aa + aia’ »a”’a” La”a on)”. 
+ (a0’—a’ @)? +(aa” — a” a)ꝰ 4(aa "ar a)? + (aa””—a”" a)? hu 
F + (ae — a”)? +a’e” a" a’)-Haa’’ aa) 
+a’a”-a” a”)? —— 
Ha "hu 
= (a a?hark...)le+ ha’ h...). 
: Solglih, wenn nicht alle obigen Brüche einander 
gleich, alfo auch nicht alle e Differenzen ac’ — a0, ad’ —a"dy 
au" — aa, u. ſ. f. = o find, offenbar Ä 
AR {aa ae pa” Haas.) 
<(a? Fa?+a’?...)(? +e?+ — +...) 
wu: da ka pa” a” he 
"<Yla tat + a2...) Y(e Kerpen. .)s 
natürlich. bloß in Veug auf den abſoluten Werth erſterer 
Summe. 


19. Dividirt man durch n5 fo hä man augen, 
blicklich 


ao —* a’ + a’a” 4 aa” + Be 
Pr REP). EEE i . . r —— 


n 
.<Y- + te Le, yat Erlhen, 
woraus fi) Be ein leicht in Worten auszufprechender 
Sas vom arithmerifhen Mittel ergiebr. 1 
20. nn bie Brüche 

a: a A" a 


— 


alle einander gleich; ſo erhaͤlt man aus (18. unmittelbar 
(aa + aa. + ae + a”a” +...) 
= (&? +.@2. 4. a”? ++ DB 
as + a’a’ En WR, + a”e”. +... 
SY@+asyarr. .+).Y(a + a? + hen) 
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ebenfalls bloß i in Bezug auf den abſoluten a — 
Summe. 

21. Setzt man in (18.) — 2, n=3; fo erhale 
man.aug der dortigen Hauptgleichung die befonberen, an 
fi) merfwürdigen, Gleichungen: | 

(aa+aa)? + (ad — ar)? = (a?+a’?)(a?+a?), 
(aataa Kern — aa)? +(ao”— a’a)?+(ao ER PT 
=(a’ta° ra®)lei+ette?), 
(aa —a’a)? + (aa’—a "2)2? + (aa”—a’a')? 
= (a’?ha? +4?)(6 ta? ra?) — (a tae +a’a”), 

22. Sind die Größen a, b, c, d, ...., an der 

Zahl n, alle pofi tiv; r ift immer 











aba... < arbreräh 
Fuͤr n —2 iſt 
— RER: _ (>), >); 
Yah tb .r2, 


‚ Ä 2 
* — 2 — 2 
h 2 
3 Ä Pe Pr >) (#2) <PF e+! 2 


tt . + < (rrtetl), 


Alſo iſt 

















abed < (Ferets),, . 


Yabcd I< atbtets, - 


Eben fo ift ferner 
ebca < (Ar +et N)", ergh < ritgtt), 


4 
abcdefgh :<. —— —— 


a+b+ Herd ‚erikgtb _ (ehishöher tg >)’; 


4 
abcdefgh < (etbtetdretitstt) 2 


Hieraus erhellet fhon, wie man weiter gehen fann, 
= der Sat gilt alfo überhaupt, an von der 
im 
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Form qm if. Iſt aber n u; von dieſer Form, ſo 
ſetze man 


-a+rb+c+dr+. I — 
und nehme, welches offenbar i immer moͤglich iſt, an > n, 
Dann ift nach dem Vorhergehenden 


abed. ... en < — d tm" 


a+b+c+d+.: sp2mo—(arbrec+d+. ...)]? 
'< Un ” 
ın 


b. i. abed.... aaa; 


abcd ... . er a2 tn abed ee. <a; 
a+yb+c+d+t....\e 
abed..... <( ish), 
w. z. b. m. | 
Folglich ift auch immer 


n 
a+b+c+d+re+.. .>nTYabcde.. 
Vabadenn  atbtordter. 

a 


Fuͤrn — 23. B. if Vab < in, d. h. die mitt: 
fere geometriſche Proportionale zwifchen zwei Zahlen ift 
immer Eleiner als ie arithmetifches Mittel, Eben fo ift 


Ya; <rit, 





Yanca tötet, 


b 
— ct tetäte Te FU FR. 


— uf f- 
Daß hier a, b,c, d, .... nicht alle einander gleich 
ſeyn ER verfteht ſich von ſelbſt, weil ſonſt 


Ve rer rn: 
n 


alfo auch | ’ 


Yabcd... = a+b+ce+tdt... 
n 
feyn würde. 


= Aa, 
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23. Aus dieſem Satze aſſe ſich verſchiedene Folgerun⸗ 
gen ziehen. Sind z. B. a, b zwei willkuͤhrliche ungleiche 
poſitive Größen, und m, n zwei pofiti tive ganze Zahlen ; 5 
fo ift, da in der Summe 

namtu 4 mbıntn 
die Potenz am "= nmal, b"t= dagegen mmal bortonimm, 
nach vorigem Satze: | — 


ıntn 





namin + mbintn ET —— 
— En > V ann“. (bmin) 
ıntıl min 


( — RES r * ig‘ 


d. i. namtn namin + m inhmin > .. hu, 


——m+n 
namtn  mbmin > -(m-+n) an hu, 
Fuͤr m—n=1 erhält man: 
a? + b? > 2ab (11.). 

Auf den hier bewiefenen allgemeinen Satz hat G. A. 
Rothe in ſeinem ſehr zu empfehlenden Spftematifchen 
Lehrbuche ver Arithmetik. Leipzig. 1804. Thl. II. Kap. 15. 
einen fehr firengen elementaren Vortrag der annähernden 
| ——— irrationaler Logarithmen gegruͤndet. 


24. Bezeichnet e, wie gewöhnlich, die Bafis der natürs 
lichen Logarithmen, und x eine willkuͤhrliche teete vor 
five oder negative, Größe; fo ift immer 

1+-x< ex, j 

Da, x mag pofitiv oder negativ ſeyn, offenbar e* * 
mer poſitiv iſt; ſo iſt der Sag, wenn 1 + x negativ iſt, 
für ſich klar, und alfo bloß noch der Fall zu betrachten, 


— + x poſitiv iſt. 
s iſt naͤmlich ed 31. * 
1———3*7 tn ea 


er El * ir 
Wenn nun 1 + x pofitiv ift, x felbft mag pofitiv oder 
negativ ſeyn; fo find doch die Größen 

14,14, 14 Ss 14 Sci 44 


Mm 2 
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alte * die — 


| z(t + 3) ri 7 —* — a 
immer pofitiv. Folglich offenbar 
ex >1+X,.: 

Were b. w. 

285. Alſo iſt auch co. * wenn 1 — x — iſt, 

lognat ex > lognat (1+x), 

d. i. immer lognat (1+x).<x. 

26. Im Art. Umformung der Reihen (29.) iſ ge⸗ 
zeigt, daß, wenn x eine ganze Zehl iſt, immer fuͤr jedes 
ganze poſitive k: 


log nat x <k — >k Ki = — * 


yYı 
277. Sind | 
1*x, 1+ry,1#2,1+ru,...., | 

— poſitive Größen; fo iſt (24.): 

. 1#x<e,i+y<e, irz<e, 1iFu<en,... 
Alſo (5.) 

 A+R)UHN)U+z) Hu)... <ettytztur.. 
eine Melation, die immer flart finder, wenn nur das * 
duct auf der linken Seite bloß poſitive Factoren enthaͤlt. 

28. Sind or o , « r ... willkührliche pofitive 
Größen, und a, a, a’, ..:. andere willführliche 
ae: welche reſpective — als 


ſind; fo folgt aus (27. ), wenn man 
x=as, y=aa,ı=a’a’,u=a”"a”,.... 
fest, ſogleich Ä 
(1+ae)(1+a’a’) ar IE as 4 ale 4 alaꝰ 4. .. 

. Sind nuna, a’, a“, a”, .... alle kleiner als eine 
gewiffe Graͤnze, die wir durch N bezeichnen wollen; fo 
ift (6.2): 

aataara’a”h...< A(a+a’+a’ +...), 
und folglib (9.): | | 
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—R ah lteta’t...) | 
da e pofitiv und > 1 iſt. Alfo auch immer 
Greta)... eltern), 
29. ft x poſitiv; fo folgt aus der Natur bes u 
unmittelbar‘ daß immer 


sin x < x 
iſt, sinx ſelbſt mag poſitiv oder negativ ſeyn. 
Iſtx <Htn; ſo iſt offenbar auch immer 


sinx 
> x; 
cos x 





ltaugx x, d. i. 
sin x 
Y1.— sin x? 
sinx? > x’—x? sinz?, ee >x; 


>x, sinx? > x? (1 —sinx?); 


sinxY1 1:+-x?>x, sinx > — — 
Yi+x 


Alfo ift, wenn x pofitiv und < + ‚ immer 

sinx < x, sinx > ——— = : | 
wodurch der Sinus eines Bogens zwifchen zwei Gränzen 
eingefchloffen wird, Die einander offenbar * naͤher 
kommen, je kleiner x iſt. 


30. Die Zahl dieſer Formeln der Ungleichheit wuͤrde 
ſich leicht vermehren laſſen; die Beſchraͤnktheit des Rau— 
mes gebietet uns indeß, nur noch Folgendes in der Kuͤrze 
‚zu bemerken. Es erhellet nämlich aus den oben (2.bis 7.) 
bewieſenen Saͤtzen ſogleich, daß ſich mit Ausdruͤcken, welche 
durch die Zeichen > oder <, mit einander verbunden find, 
ganz ähnliche Verwandlungen vornehmen laffen, wie mit 
den gewöhnlichen algebraifchen Gleichungen. Die franzöft: 
fhen Geometer, und unter ihnen zuerft Fourier im 
Sabre 1823, obgleih auh Gergonne ſchon 1811 in 
den Annales de Math. T. UI. p. 195. ähnliche Ideen 
geäußert hat, haben hierauf einen eignen Caleul gegründet, 
den fie calcul des inegalites nennen. Dann haben 
Navier und Cauchy dieſe Ideen weiter verfolgt, erfte> 
rer im Bulletin des sciences de la societe philo- 
matique (mai et juin. 1825. p. 66. 81.), letzterer im. 
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Bulletin des sciences mathematiques par le Bar. de 
Ferussac. Juillet. 1826. Wir geben nur ein Paar. leichte 
Beiſpiele. 

31. Eine Zahl zu finden, deren Dreifaches um 7 
vermindert, groͤßer iſt als die um 11 vermehrte geſuchte 
Zahl. Dies giebt die Bedingung 3Z5 — 7 >x+11, 
3X >x+18, 2x > 18, x>9I. Alfo thut jede 
Zahl, welche > 9 ift, der Aufgabe Genuͤge. 

32. Eine Zahl von folher Befhaffenheie zu finden, 
daß die gefuchte Zahl größer als 15 ift, ihr Dreifaches, 
um 1 vermehrt, Fleiner als das Doppelte plus 20, und 
daß, wenn man die Zahl um 1 vermindert, und um 3 
vermehrt ‚ der Quotient jener Differenz durch diefe Sum: 
me > 3 if. Dies giebt folgende Bedingungen : 


—34 
>15, KH1<400, 07, >55 


x>15,x< 19, 5x—5 > 4x + 12; 
x >15,x < 19, x > 17. 

Sex >17; foift es auh > 15. Alfo bleiben bloß 
bie Bedingungen x >17, x< 19, fo.daß alfe jede 
Zahl zwifchen 17 und 19 ver Aufgabe Genüge leiſtet. 
Werden aber bloß ganze Zahlen verlangt; fo giebt es nur 
eine — nämlih x — 18. 

33. Eine Zahl zu finden, deren Dreifaches um 2 ver: 
mindert nicht Fleiner als 7, und deren Zehnfaches weniger 
1 nicht größer ale 11 plus dem Sechsfachen der gefuihten 
Zahl iſt. Alſo 





= = 
22.7181 114 683 
3X x 9 men 4x — 1 23 
2 3,x <3- 


Folglich FE die Aufgabe n nur eine Yuflöfung, naͤm⸗ 
lich x 3. 

34. Eine Relation wie Z > o der 2 < o kann 
man auch durch eine Gleihung 2 — ao oder + a 
== 0, indem man nämlich eine willführlice Größe & ein: 
führe, darftellen, wodurch die Aufgabe immer auf ein ge 
wöhnliches Problem der Algebra reducirt wird, Climi: 
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niet man nun die unbefannten Größen, fo viel fih deren 
eliminiren laffen, fo wird man eine oder mehrere Sleichun. 
gen zwifchen den gegebenen und den eingeführten Größen 
0, ß,Y . . erhalten, denen man nun zu genuͤgen ſuchen 
muß. Die eingeführten Größen werden immer als pofitiv 
angenommen. In Bezug auf das Problem in (33.) hat 
man z. B. die Gleichungen: . 
3x—2=7+e, 1x —1=11+6x—P; 





BURN. u Bee Ya ESP 
za a TE BE 
36 + da = 36 — 34, de = — 34. 


Da «a, P pofitiv find; fo wird legterer Gleichung nur 
genügt fr a—= B=o. Alſo x 3. 

35. Die Einheit in drei Theile zu theilen, welche un: 
gleich feyn koͤnnen, aber fo befchaffen feyn follen, daß ver 
größte Theil das Product deg Fleinften in die pofitive Zahl 
1 + r nicht überfteige. 

Dies giebt, wenn man brei pofitive willhrlche 
Größen &, 3, y einführt, die Gleichungen: 

xt y+tı=1, 
y-ı+t BARTH z=(r+i1)r— y 
Beftimme man nun aus den drei lekten Gleichungen x, 
y, 23 fo erhält mans 


— —— 
r 


yarra-Ütletftr, 


a=y+g-tletätr, 


Setzt man diefe Werthe in die erfte Gleichung; fo kommt 
nach einigen Reductionen: 

Or +3)a + (r+3)? +y=r 
Da nun a, ß, y alle brei poſi tiv ſind; ſo ergiebt ſich 
hieraus zunaͤchſt 37 <r, y <zr. Ferner iſt | 


| RER 
! — = =r1-% 
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Man kann folglich für y jeden pofitiven Werth fegen, 
welcher Zr ift, und jedem einzelnen Werthe von 7 jeden 
Werth von 9 zuordnen, welcher —X. Sind nun 
fo die Werthe von A und y beſtimmt; fo beſtimmt ſich « 
aus der Gleichung | 
| - yet 
| | | 2r +3 

Die Werthe von x, y, z ergeben fich dann ebenfalls 
leiht, dax, y, z oben bloß durch a, A, y ausgedrückt 
worden find. Es wird hieraus erhellen, wie man fich bei 
der Auflöfung ähnlicher Aufgaben zu verhalten hat. Meh— 
reres ſ. m. in den angeführten Schriften. ine elegante 
Eonftruction der legten Aufgabe hat Fourier im Bulle- 
‚ tin de la société philomatique. Juillet. 1826. p. 99. 
gegeben, die auch im Bulletin des sciences mathema- 
tiques de Ferussac. Janvier. 1827. p. 1. mitge: 
theile ift. Beſonders benutzt ift bei diefem Artikel das 
ſchon oben (1.) erwähnte Werf von Cauchy (Note II. 
p- 438. sqq.). | 

Ueber die Ungleichheit. ver Verhäftniffe f. m. den Arr. 

Verhaͤltniß. 


Ungleiche Vierung, ſ. Trapezium. 


Ungleichſeitig heißen im Allgemeinen alle ebenen 
geradlinigen Figuren, deren Seiten nicht alle unter ein— 
ander gleich ſind, wie z. B. das ungleichſeitige Dreieck 
(triangulum scalenum). Das gleichſchenkliche Dreieck 
iſt im Allgemeinen auch eine ungleichſeitige Figur, oder 
ein ungleichſeitiges Dreieck, wird aber durch den Namen 
gleichſchenklich von dem Dreieck mit drei unter einander 
ungleichen Seiten unterſchieden, welches vorzugsweiſe un— 
gleichſeitig genannt wird. Das Rechteck, Rhomboid und 
Trapezium find ungleichſeitige Vierecke. 


Ungleichſeitige Hyperbel Heiße jede Hyperbel, 
deren Axen ungleich ſind, zum Gegenſatz der gleichſeitigen, 
welche gleiche Axen hat. S. Hyperbel (34). 


Ungleich + ungleiche Zahl. 553 
Ungleich= ungleiche Zahl (numerus inae- 


qualiter inaequalis) ift bei den ältern arithmetiſchen 
Schriftſtellern eine Flächenzahl mit zwei ungleichen Seiten, 
d. h. eine Zahl, welche als durch Multiplication zweier 
ungleichen Sactoren in einander entftanden gedacht werden 
fann, wie z. B. — 3. 8, 305.6. Solche 
Zahlen werden eigentlich den Quadratzahlen entgegengeſetzt, 
die fih immer in zwei einander gleiche Factoren zerlegen 
faffen, und daher numeri aequaliter aequales genannt 
werden. — | 


- Ungleich= ungleich= ungleiche Zahl nume- 
zus inaequaliter inaequalis inaequaliter) ift eine , 
Körperzahl mit drei ungleihen Seiten, d. h. eine Zahl, 
welche als durch Multiplication dreier ungleichen Factoren in 
einander entftanden gedacht wird, wie 5. Bd. 24—2.3.4, 
30 — 2. 3. 5. Die Eubifzahlen heißen zum Gegenfage 


numeri aequaliter aequales aequaliter. 
Ungula, f. Hufförmiger Abſchnitt. 
Uniform, f. Gteiförmig. 


Unionen heißen in der Combinatorifhen Analyfis 
bei den Eombinationen und Variationen die Complexionen 
ber erfien Klaffe, welche nur ein Element enthalten. | 


Unmögliche Aufgabe iſt eine folde, welche die - 
Erfüllung ſich widerfprechender Bedingungen verlangt, und 
daher unauflösbar ift. Oft find Aufgaben nur in gewiffen 
befondern Fälen unmöglid. Die Beurtheilung, vb eine 
Aufgabe möglich oder unmöglich iſt, iſt nicht felten mie 
Schwierigkeiten verknüpft. ‚Die unmöglichen oder ima- 
ginären Größen (f. diefen Artikel) Leiften aber bei ver 
analytiſchen (algebraifhen) Auflöfung der Aufgaben vor: 
treffliche Dienfte. Man behandelt nämlich jede vorgelegte 
Aufgabe ohne Unterfchied als möglich, d. i. als wirklich 
cuflöstar. Enthält nun Tas Endrefultat Feine imaginä- 
ven Größen, und wird. auch in Feinem befondern Falle 
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imaginär, fo ift die Aufgabe allgemein auflösbar,’ d. h. in 
allen Fällen möglih. Enthält aber das Endrefultat ima- 


ginaͤre Größen, oder wird in gewiflen ‚befondern Fällen 


imaginär, fo ift die Aufgabe entweder überhaupt, oder in 
eben diefen befondern Fällen unmöglihd. Mur ift in leg: 
tern Falle zu bemerfen, daß man fi in jedem Falle zu 
verfichern hat, daß das Endrefultat nicht vielleicht bloß in 
einer imaginären Form erfcheine, und, bei weiterer Re— 
duction, die imaginären Größen fi) gegenfeitig aufheben, 
wie dies wohl zuweilen der all ift, wo dann die Aufgabe 
dennoch möglich ſeyn würde. Fuͤhrte z. B. die Auflöfung 
einer Aufgabe auf eine cubifche Gleichung im irreduciblen 
Sal; fo erſcheint (Cardans Regel. 1.) der Ausdruck der 
Wurzel nach der Cardaniſchen Regel unter einer imaginä- 
ren Form, die Gleichung hat aber drei mögliche Wurzeln, 
und e8 giebt alfo drei verſchiedene mögliche Auflöfungen der 
Aufgabe. 
Die Aufgabe: eine gegebene gerade Linie a fo zu thei⸗ 
len, daß das Rechteck zwifchen beiven Theilen einem gege: 
benen Quadrate b? gleich fey, führt fogleih auf die qua— 
bratifihe Gleihung 

x(a—x)=b’,xt—ax—=— b:, 
ohne für jegt weiter zu berücfichtigen, ob die Aufgabe 
möglich oder unmöglich ift. Löfee man nun die, quadratifche 
- Gleichung auf; fo erhält man 
x=4tar Ya? —-b?, 


woraus man, da, für 2a? <b?, 2a? —b? ne 
gativ, V4 a® —b? alfo inasinkt wird, fogleich ſiehet, 
daß die Aufgabe nur möglich ift, wenn + a bift, aber 
unmöglih wird, wenn za b iſt. Die Aufgabe: eine 
gegebene gerade Linie a um ein folhes Stuͤck zu verlän: 
gern, daß das Rechteck zwifchen der ganzen fo verlänger- 
ten Linie und dem angefegten Stüce einem gegebenen 
Quadrate b? gleich ift, führe fogleich auf die quadratiſche 
Gleichung 

x(a+x)=b’?,x’ + ax — b3; 

x=—4ar Martbi; 
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woraus ſogleich erhellet, daß die Aufgabe in allen Faͤllen 
moͤglich iſt. Die doppelten Zeichen beziehen ſich bei dieſen 
beiden Aufgaben darauf , daß man das beſtimmte Stuͤck 
x fowohl an dem einen als dem andern Endpunfte der ge: 
gebenen Linie a von derfelben rn, und an fie an⸗ 
fegen kann. 


Ein Dreieck aus drei —— Seiten zu beſchreiben, 
wenn zwei Seiten nicht groͤßer als die dritte ſind; einen 
Kreis zu beſchreiben, welcher drei unter einander parallele 
Linien zugleich beruͤhrt, u. ſ. f., ſind ebenfalls einfache 
Beiſpiele unmoͤglicher Aufgaben aus der Geometrie. 


Unmoͤgliche Ausdruͤcke fuͤr die goniomes 


triſchen Linien, f. — Srhßen (9.), und 
NEN (47, ff.). 


Unmoͤgliche, eingebildete oder imaginäre 
Größen nennt man alle folhe Ausdruͤcke, für twelche fich 
Feine wirkliche Größe als Werth angeben läßt, wie z. B. 
Arcsinx, Arccosxfürx>1. Die Werthe folcher 
Größen, wenn fie den Regeln des Algorithmus unter: 
worfen werben, eriftiren alfo bloß ſymboliſch, und find 
nur eingebildet oder imaginär, Deffenungeachter find aber 
folhe Größen in der Mathematik von großem Nugen, 
und werden oft abfichrlih zur Abkürzung in Nechnungen 
eingeführt, wo fie fich aber im Laufe der Rechnung wieder 
aufheben, und das Mefultat reell oder möglich bleibt, - 
Uebrigens aber rechnet man in der Mathematif mit ima- 
ginären Größen, wie mit mwirflihen. Jede Aufgabe, | 
einer, analyeifhen Behandlung unterworfen, wird als 
möglih, d. i. als auflösbar, betrachtet, und unter diefer 
Annahme behandelt... Enthält aber das Endrefultat ima= 
ginaͤre Größen, welche auf Feine Weife aus demfelben 
eliminirt werden koͤnnen; fo hat man hierin ein Kriterium, 
daß die Aufgabe ſelbſt unmöglich ift, d. 5. die Erfüllung 
fi) widerfprechender Bedingungen verlangt. Jedoch hüte 
man fih, niche zu voreilig auf Diefe Art zu fehließen, 
weil zuweilen durch ſchickliche Verwandlungen und De: 
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ductionen die imaginären Größen doch weggefchafft werden 
Fönnen, indem fie fi gegenfeitig aufheben laffen, wozu u. 
A. der Art. Cardans Megel ein Beifpiel darbierer. 


1. Die Arithmetik führe ſchon in den Elementen auf 
unmoͤgliche Größen, denn jede Wurzel mit geradem Erpo: 


nenten auß einer negativen Größe, wie, 8. / — a, iſt 
offenbar imaginär, da fie weder = + x, noch = — x, 
noch — 0 feyn fann, indem (+ x)?" —= ((+ x)? — 
x?2", 02" o, alfo nie = — a iſt. Die Theorie diefer 
imaginären Wurzelgroͤßen, wenn fie ganz den gewöhnlichen 
Megeln des Algorithmus unterworfen werden follen, beruht 
auf zwei Prineipien. Mach dem Begriffe der Wurzel 
muß immer 
) Ta)" = —a 

‚gefetgt werden. Ferner ift jede Wurzelausziehung eine 
Zerlegung in gleiche Factoren, und die Ordnung der Facto: 
ren ift nie von Einfluß auf die Größe des Products; alfo 
wird man | 

P) auch wenn imaginäre Größen vorfommen, aug 
einem Product die Wurzeln erhalten, wenn man das Wurs 
zelzeichen mit demfelben Erponenten jedem einzelnen Factor 
vorſetzt. 

2. Euler bat die imaginären Wurzelgroͤßen auf eine 
fehr finnreiche Arc mit der Goniometrie in Verbindung 
geſetzt. Dazu iſt folgender Sag noͤthig. Man erhält 
nämlich bloß mit Hülfe von (1. «.) und fehr befannten go: 
niometrifhen Formeln, wenn 7° — 1 immer durch i be: 
zeichnet wird, leicht: | BER 

(cosp +isinp)(cosp +isinp).... 
=c0s(p+p+..)+isin(py+p’ +...) | 

3. Folglich rpy = —=y"—..., wenn die 
Anzahl der Factoren — n geſetzt witd, 

&) für jedes ganze pofitiven; I 

(cosp + isinp)" = cosnp + isiung. 


9) Ferner ift nach) (2.) 
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C(eos ny +isinng) (cos (np) + isin. Cap) 
= cos (npP—np): + isin (np—np) = 1; 
(coshp +isinnp)-' = cos(—np) + isin (—np) 
i. nah ©): 
(sosp + isinp)7n =, cos(—np) + EN 
für jedes ganze —n. 


y) Folglich nad) «) be jedes ganze poſt tive m: 
(cos Ip +isin —gp)m = eos ꝙ * i sin p, 


und no (&, P) für jedes ganze pofi tive oder negativen: 
(cos p-+isin 7 pJm = (608@ + isinp)>. 


Folglich für jeden pofitiven oder ‚negativen. Bruch Z: 
ad + PR TE == co⸗ p+isiın =p. 
Folglich für jedes n, wenn man zugleih — 9 für p fest: 


(cosp Fisinpy)r = cosnp+isinnp. 


©. über diefe nach Mo ivre benannten Gleichungen auch 
HL. I. ©. 554. 


4. Da nun cos =—1, sinnz=oift; fo iſt 
— 1.-=.cosn + isin, 
Test, — 
Aber (1. RE 2.1) D=th. 1: 
Alfo | “ 
Y-ı= rs | 
2n “ m.) 
d.i. A — A +Bi, auf welche Form alfo jede ima- 
ginäre Wurzelgröße immer gebracht werden kann. 


5. Ale Rechnungen mit imaginären Wurzelgroͤßen 
‚werden am leichteften und ficherften ausgeführt, wenn. man 
fie zuvor auf obige Form bringt, nnd dann, beruͤckſichti⸗ 
gend, daß immer i? — — 1 (1. «.), nad den ge: 
wenden Regeln der allgemeinen Arithmetik verfährt; 
3. DB. aD =ifaifı iVb 
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— > und eben ſo in ähnfichen Fälle. Auch if 


ai 


immer 2 — % = —— — — ai, wovon wir —— 
‚zuweilen Sehraud machen werben. — — 


5% Die nähere Betrachtung der‘ iitdgindren Ferm 
N + Bi, oder a + Pi ift für das Folgende fehr wichtig. 
Unter derfelben find auch alle reelle Größen RE wenn 
man B, over f, — 0 ſetzt. 


‚Sol u + Pi — « + fi ı ſeyn; fo muß — dc, 
B== ß feyn, weil fonft 


i — — — 
ein reeller Ausdruck fuͤr eine imaginaͤre Groͤße waͤre, wel⸗ 
ches ungereimt iſt. „ Dagegen sie rad, PP e 
augenblicklich — - —, welces- Deranaah. jede Größe bes 


deuten Fann. 
Zwei imaginäre Ausdrüde wie a + Pi, & — fi 
heißen ae conjungirt. Da | 
a-+fi) + (a—Pi)= 2e, 
— — (ei) = 2i, 
(a+fi)(e-fi) =a:+ß, 
@ a + fi en ar— ß? + 2a Pi 
a—fi — aehp 
iſt; fo erhellet, daß. Summe und Product zweier imagi⸗ 
nären conjungirten Ausbrüce reell, Differenz und * 


tient dagegen imaginaͤr ſind. 
Es iſt 


(a+Pi)la +Pi)= ad — pp + (af+op)i, 
(eBi)(—pi)=aa— BR — (aß +ap)i, 
(a+Pi)(e +Pi)le—Bi)(®—Fi) = 
2, = (a + fi)(e—Pi)(o + Fi) Pi) 
= (a — PP)? + (aß +aP)? 
= (e!+P?)(a?+P”); 
woraus alfo erhellet, daß das Product(@? +?) («’?+P’?), 
und‘, nach einer leichten: Schlußart, auch überhaupt das 
Product 


’ 


(a? +P?)(a’2 + B?)la”2 +2). 
immer die Summe zweier Quadrate ift. Ein allgemeiner 
Satz wird im Art. 3a hl (&. 3.) vorfommen. 
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6. Die imaginäre Form « + Pi Fann immer * die 
Sorm 
e(cosp + isin p) 
gebracht werden. eo heißt ver Modulus, und cosp-+ 
ising der. geducirte Ausdrud. Man erhält naͤm⸗ 
lich leicht aus 
a+ Pi = eo(cosp+isinp): 
@ = ecosp, f = esinp; 
a? +? = 0? (005? + sing?) e3; 
| ; a — ‚AHRARP 
e= Ya? +Pß?, ser a 





9 = Ärc cos 





= Arcsin 


ß 
— —— 
woraus ſich ꝙ immer beſtimmen laͤßt, da Va? +? > a, 
— 53. Für 36 iſt «+ Pi reell, und man erhaͤlt 
e=0, o, oder auch ⸗ ⸗ — «, 9—n 
7. Es ift 
(ati) rl +Pi) + (arPi)t... 
= (+0 +0” +...) + (BrPrPß"+...)i 
(ti) (Hi) le Hr 
= (oda...) + (BP... )i-- 
(+ Pille +Ri)la” HB)... Ä 
= e(cosp+isinp).e’(cosp +ising)... 
='og’ı..(cosp+isinp) (cosp’+ising’)... 
= gg’...tcos(p+ Yp +...) + isin(p+@+..)} (2) 
s+fi _ _eleosp+isinp): 
«+pi e"(cosp’ + ising’) 
* Zr (eosp + ising) (eos ꝙ + isin @’)—! 











= legt isinp){eosc-y rise? )) Re ) 


= & 00s(9-g')+ isin(p— BRSTTCHE ARE } 

Folglich koͤnnen alle Summen, Differenzen, Producte 
und Duotienten der imaginären Form & + Pi auf diefelbe 
SormA +Bi gebracht werben. Wir wollen die übrigen Fun⸗ 
ctionen von « + Pi in diefer ——— auch unterſuchen. 

8 Es iſt 

(a+ file — on (cosp+isinp)a (6.) 
= or (cosnp+isinnpy)=A+Bi (3.), 

von derfelben Form. 
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9. Entwicele man e * mittelſt der Exponientialreihe 
(Logarithmus. 31.) in eine Reihe; fo ergiebt ſich mit: 
. telft der er Reihen für sin und cos (Eyflo: 
metrie. 5 . 6.) leicht: 

errin cosp +isingp, 
woraus auch) leicht durch. Addition und Subtraction der 
beiden durch dag doppelte Zeichen angedeuteten Ausdrücke 
die fhon Th. I. ©. 876. bewiefenen imaginären Ausdrücke 
der trigonometrifchen Linien folgen; 


! 
J 





gi vi | wien 
’ 9 ⸗ 
— 1+e 
- tangy= —— cotp= — 
ice241) iu 


Das Imaginaͤre hebt ſich hier bei der Entwickelung gu; 
‚Dbige Formel giebt aber auch: 


er ee ine = + gi. 
Alfo | 
Geh = logle(cosp+isiny)](6.) 
= loge + log(oos 4 isinp) 
= loge + Myi‘ 


= log Ya?+#? Mi Are cos 





Ya J 
I Ya? 22 MIA > 
og +? + Mi Arc sin — 


wo M den Modulus bes logarithmiſchen er bezeich⸗ 
net. Alſo auch 
. | log(e+fiA=m A +Bi, 
10. Da überhaupt pi — elosn pt — exlommp iſt; fo 
ſetze man 
(a + iyatbi _ = e(at bi)lögn («a + Per 
* ela +bi) decae + gi). g, a 
— erlogue— by ‚eer+blogee)i 
= e* logn ge —by . |cos(ap+blogne)+isin — — e6. 


= . -by . {cos (ap-+ blogne) + isin(ap + blogne)]} 
se =A-+Bi. 
11. — +Pi) = + ooa wein (Bi)} 


‘ 
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j: 





— _ 
cos (fi) = et: ,„‚sin(fi) = — — (9.)1 
TR, RER — 
| sin (+ aa + re een, — 
12. Ganz eben ſo erhaͤlt man 


————— a i(ef — en) sina 


=A+ Bi. 
13. sinvers (a +fi)=1—cos(e+ Bi) 


=1— (A+Bi) (12) =A + Bi 
cosvers(a + fi) =1—sin(a + fi) 


=1— (A +Bi)(11.)=A + Bi. 
_ sin(@+fi) 

14. tang (0 + i)= ——— | 
tn nn (11.12) =A + Bi (7.) 
cos(z + fi) 

cot(« +fi) = "sin(a + Bi] 
A + Bi 
u‘ "Pi 





(11, BIT IE BIT). 
15; soo(e + fi) =e 


cos 5 
en (A FRITISAHNE) 
cosec (a + fi) = = ar 
= (A + Bi) (1.)=A + Bi (8.). 
16 Sei nun ferner Arc cos- er Pi) gegeben, Es 
A) | 


evi = cosp + isingp. 
Folglich, für p == Arccosxt 
e!Arccosx - :4+ ıYi x, 
ilArccosx = logn (x + iY1—x?), 


iArccos(a+ fi) = logn(e+fi + if1—e’+ P?—2e fi) 
= logn (+ Ai 4 i (a + bi)) (8) 


=logu(e —b+ca+ß)i)=a +bi (9) 
Are cos (- + i)=b—ai=A+Bi. 


17. In dem befondern Falle, wo 4 0 if bat 
man; 
sen +i/1l—a?) 
woraus fih fuͤr — + 1 ergiebt; 


Na 
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logen(+1)=+ ni, logn (-1)=+(% + 1)ni; 

log(+ a) =loga + 2kMni, | 

log(— a) =loga + (2k + 1) Mni, 
woraus alfo zugleich folgt, daß jeder Logarithmus unend- 
(ih viele Werche hat, welche für log (— a) alle, für 
log (+a) alle, außer einem, wo nämlih k— o, ima: 
ginär, immer von der Form A + Bi, find. 


Sei 13 fo if Yı — 02 = il a —1 
eine imaginäre Größe. Alſo ir 1I— —— Va—1 
eine reelle Größe. Iſt nun zuerſt @ pofitiv; fo ift 
a — Va?—1 offenbar pofitiv, und 
Arc cosa = — ilogn («— Ya?’— 1) 

= ilogn (a + Ye”’—1) 
= illogn(a + Ya? — 1) + %knil 
= 7 2%r + ilogn(e + Ya? 1). 


Iſt dagegen-a negativ; fo find « — Va —1 und 
@ + V a2 —1 negative Größen, und man erhält nad) 
dem Obigen; | 
Arccosa = ilogn(a + Y%?— 1) 
‚ =itlogn(— a — Ya? Zi) +(% +1) mil 
. =#(%«k +1)” + ilogn(— a — Ya?_T), 
wo nun — — V a2 —1 pofitiv, und folglich Arc cos « 
für « > 1 immer eine imaginäre Größe von der Form 
A + Biift. 
18. Da immer 
Arcsinx = In — Arccosx; | 
fo ift auch 


Arcsin(a + fi) = in — Arccos(a + fi) 
| 2A47 — A—Bi(16.)=A + Bi. 
Fir? =o, wenne >1, erhält man eben fo, wenn « 
pofitiv ift: 


Arcsina = in + 2kr — ilogn(a + Ya?’—1) 


— er — ilogn(« + Ya?—1), 


und, wenn « negativ iſt: 
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Arcsine ⸗ in + (%k + 1) “ilogn(—e— Ya?_1) 
= aazt®_ ilogn (— a — Ya? _T). 

weldes -alfo auch — imaginaͤr und von der Form 

A -Bi iſt. 

19. Eauchnh in feinem trefflichen Cours d’ — 

lyse de l’ecole polyt. T. J. Paris. 1821. 

p. 323. entwicelt Arc cos (q + Pi) auf folgende Ark. 


Sei 
— 4 41) = x + yi; 
cos(x+ yi)J=« + fi, 
cosx cos(yi) — sin“sin(yl) = a-+ fi, 











—y Y_o7 
Tr T urn m - sinx. ize+fi, 
Ywıa-) i — 
e’+e e’ —e | 

2 cosxX = a, — sinx — — ß; 

y AR [+3 — — _ a ß : 

cos X iux’ D C0SsX ” sinx ° 
Vi ——— 
u u Zn cosx? sinx? ” 
int — (1— 42 — 42) sinx — 22 0, 


sinx? — — A —— er| 


————— Peer | 


rer 
Folglich — 
x = ÄArccos 


FT 


und wenn wir diefen Werth — A feßen: 


y- logn (—— _ —) = B, 
Arccöos(e F fi)J=A + Bi. 

Ueber diefen Ausdruck ift aber Folgendes zu bemerken. 

Für BP = 0 wird A—Arccosa, B=o, aljo 
Arccosa = Arccose. 
Iſt 3 nicht — 0; fo folgt aus der Form des Aus— 
druckes für cos A leicht, daß derfelbe < e ‚ B alfo eine 
n 
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‚mögliche Größe if. Für A == o wird aber Arccos « 
durch obigen Ausdruck nicht auf die Form A + Bi. ge: 
bracht, fondern man erhält bloß die obige identifche Glei— 
chung, wo aber Arccosa für « > 1 felbft imaginär iſt. 
Auch B muß im Allgemeinen eine reelle Größe feyn, wel- 
ches auch in der That der Tal iſt. Denn es ift nach dem 
Dbigen 


a? 62 
cos A? sin A? 


alfo u > Er, fo daß alfo das Zeichen von 


= 1353 


cos A? 

nur von dem erften Gliede abhängt. Damit nun diefe 
Differenz immer poſitiv, ihr natürlicher Logarichmus, d. i. 
B, alfo immer möglich fey, nehme man den obigen Aus: 
druck für cosA, weldes wegen der Quadratwurzel im 
Menner verftattet ift, pofitiv oder negativ, jenachdem « 
pofitiv oder negativ ift. Dann giebt obiger Ausdruck für 
Arccos(@ + Pi) immer einen Ausdrudf von der Form 
- A + Bi, wenn P nicht = o iſt. Arcsin(a+ fi) ge 
ſtattet eine ganz ähnliche Behandlung. 

2. Ferner ift Arcsin v(@+ Pi) Arccos 1—a—Pi) 
—Arccos( +Pi)=A+Bi(16.); Arc cosv(a+ßi) 
= Arcsin(1—a— fi) = Arcsin( + fi) = 
A+Bi(18) - 


: : e@-+ fi 
. Ar = Ar — — 
21 etans (a + Pi) a gear sn 








“+ Pi Er 
Vita frz. 
= Ares — a (8.) 
=Arcsin(@” +P"i)(7.)=A + Bi (18.) 
Arccot(a+ fi) =4n —Arctang (a + fi)=4in—A'—Bi=A+Bi, 
1 Ä J 


— 
& 81 


= Arcsin 





22. Arcsec(a + fi) = Arccos 


= Arc cos (a + fi)! = Arccos(a’+Pi)(8.)=AHBi (16.) 
Arccosec(a+ fi) = 4r — Arcsec(« + fi) 
=ir A Bi=A+ Bi. 
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23. Nach dem Bisherigen kann alſo jede einfache 
Function der Größe @ + Pi auf -diefelbe Form gebracht 
werden. Da nun unter & + Pi auch alle reelle. Größen 
enthalten find, wenn == o gefegt wird; fo fann auch 
jede einfache Function einer reellen Größe auf die Form 
A + Bi gebracht werden, wo B nothwendig verfchwinden 
muß, wenn die in Rede ftehende Function reell ift, aber. . 
nit = o ſeyn wird, wenn diefe Function imaginär iſt, 
wie 3. B. oben bei Arccos« und Arcsin«, jenachdem « 
zwiſchen — 1 und + 1 enthalten, oder rückfichtlich feines 
abfoluten Werthes > 1 if. Man fieht alfo hieraus,‘ daß 
fich jeder auf die in der Analyfis vorfommenden Funetionen 
beziehende imaginäre Ausdruck auf die Form. A Bi brin— 
gen läßt, da nach dem Obigen offenbar auch alle Verbin— 
dungen der einfachen Sunctionen von @ + Pi auf dieſe 
Form gebracht. werden kann. Obiges ift freilih nur ein 
Beweis durch) Induction. Wer einen allgemeinen Beweis 
für ven Saß, daß jede imaginäre Größe auf die Form 
A + Bi gebracht werden Fann, führen wollte, müßte 
denfelben, wie es ung ſcheint, aus der gleich zu Anfange 
diefes Artifels gegebenen Erklärung imaginärer Größen 
durch ganz allgemeine Schlüffe abzuleiten fuchen. Meh— 
rere Mathematifer haben fich mit diefem Beweife befchäftige, 
aber fein Verſuch feheint mir, in Bezug auf die fo eben 
ausgefprochene Forderuug an einen ſolchen Beweis, völlig 
gelungen. Die obige Induction, vorzüglich in Verbindung 
mit Kreisgrößen, gehört dem Wefentlihen nah Euler 
(Mem. de Berlin. 1749.). Außerdem find befonders 
noch zu erwähnen: D’Alembere (Mem. deBerlin. 
- 1746. Opuscules mathem. T.V.), Fuß (Acta 
Petrop. 1781. P. 2.), Canterzani (Mem. della 
Soc.Ital. T. IE P. 2.), Foncener (Misc, Soc. 
Taurin. T.I.), $ontana (Mem. della Soc. 
Ital. T.VIIL), Eoffali und Riccatidaf. T.IX.T.IV. 
Playfair(Philos. Transact. 1778.). (a+ßi)*+”i 
auf Die Form A + Bi zu bringen zeigt auch D’Alembert 
fhonindenReflexionssurlacausedes vents. 
P. 182., mittel der Differentialrechnung. Auch f. m. 
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Lagrange Resolution des equations nu- 
meriqwes. An. VI. p. 182. Befonders f. m. auch 
Cauchy a. a D., -und Thibaut Grundriß ver 
allgem. Arithm. Göre 1813. M. v. den Art. 
Logarithmus (160.). 

24, Mehrere der oben betrachteten Functionen von 
a + Pi haben mehr als einen Werth, zu deren Unter: 
mn wir jeßt übergehen indem wir zunächft 


(@ + fi jr 

betrachten, wo m jede pofitive oder negative Zahl bedeuten, 
eben deshalb aber n immer als poſitiv angenommen wer— 
den kann. Man bringe nun @ + Pi nach (6.) auf die 
Form | 

e(cosp + isinp), 
bezeichne irgend einen Werth von (u + Biy: durch x, und 
ſetze 
te x—=r(cosy + isiny); 


fo hat man die Gleichung: 


ın 
|e(cosp + isinp) "= r(cosy + isinw), * 
em(cosp + isin ꝙꝓ)n = rmM(cosv + isinyı)n, 
em (cosmp + isinmp) = rmcosny + isinny, 
gm Cosmp — rn cosny, emsinmp — rasinny. 


Quadrirt man nun auf beiden Seiten, und addirt; fo er: 
hält man leicht: | 


en = ra, mmrn, x ou; 
und folglich auch 


cosmy = cosny, sinmp = sinny. 
Afo ny = mp + ?%kı, vy= — fuͤr jedes ganze 
poſitive k. Bezeichnen wir nun nach einer von Cauchy 
vorgefchlagenen Bezeichnung, welche allgemeinere Aufnah⸗ 


me verdiente, den Inbegriff aller Werthe von (a + Bit 
durch ((a + A)", einen beftimmten Werth dagegen 
durch (a + Bi): , und auf ähnliche Art in ähnlichen Fällen; 
jo ift 
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la + Bd, 
m + 
eo Pr + isin MEER | Ä 


n 


ın .. — 





oder auch, wenn wir — 
m — 
pn = isi * — ' CE 
| (cos + iin) = R TE 
ſetzen: ne 


m ‘ 
((a+Pi)) = (0 + isin Kr 


für jedes ganze pofitive k. | 
25, Sei nun einml k>n, — +0 = 
nten+!=(a+1)n+Jd, wö<n. Sf 
a + 1 gerade; fo muß auch Ö° gerade feyn, und man 
- ann fegen 2k — 2k’n + 2k”, wo 2k” <.n. Iſt aber 
'a+1 uneras; ſo yar1i—= W—1, !k= 
(2X —1)n + = kn — (n—J’), alfon — ⸗ 
eine gerade Zahl — 2k“, und natuͤrlich auch w. Alſo 
hat man 2k — 2k’n + 2k”, wo 2k” n. Folg— 
lid) auch 


kr = 2knn + 22km, 





2kr ’ Ik” . 
_ %kr + — 
kr kn , 2kre . rn 
cos — = cos — ,„ sin — = + sin — ; 
n n n n 
k —2 ar or 
er a OOo sin 
n — 2 — n 


“ unter der Vorausfegung, daß die obern und untern Zei: 
chen fich auf einander beziehen, wenn 2k — 2kn + 2k”, 
daß fich aber die obern auf die untern beziehen, wenn 
2k — ?k’n — iſt. Allgemein aber ergiebt ſich hier: 
aus, daß für k > n oder k > + n die Werthe von 
(Ca + Pi))" wiederfehren. Alfo braucht man nur zu 
fegen: 
(Ca + fa = 2(00 * isin =*) ; 


fodaß2k Zn, kn. 


ssßs Unmogliche Groͤßen. 


Iſt n eine gerade Zahl — 2v; fo iſt der größte Werth 
vnk=r Fuͤr k — o und k— v reduciten ſich die 
dur) Hangebeuferen vier Werthe auf die zwei Werthe & 
und — D, fo daß alfo die Anzahl aller Werthe — 
2(v—1)+2=Ir—nift, wie es nach der Theorie der 
Gleichungen auch ſeyn muß. Iſt en ungerade — +4, 
ſo iſt der hoͤchſte Werth von M— Wv, k—v. Die letz⸗ 
ten beiden Werthe find; le 
Iyre _.. vn 
b (cos; 1 + i sin ʒ ); 
für k Z 0 reduciren ſich aber wieder beide Werthe auf 
ven einen Werth D. Die Anzahl aller Werthe iſt alſo 
—=?2v+1=n, wie eg ſeyn muß, 

26. Wenn P=o, a+ Pi alſo — a, eine'reele 
Größe iſt; fo find zwei Fälle zu unterfcheiden, jenachdem 
©. pofitiv oder negativ ift, inden: ‚man ‚nämlich in (6.) 

a" +? immer pofitio nimmt. ft alfo « pofitiv; 
fo bat man oe = eo, cosp=1, sinpy=o, y=o, 


cos — — sin 2 =0, (5. Folglich 











(ja or. (cos®% + — 
wo a“ eine reelle Größe ift, und kZ 4 n genommen wird. 
Folglich auch unter derfelben Bedingung; 

. (Hi cos +.i sin”, 

Iſt aber @ negativ; fo erhält man, Fa? + 22 immer 
pofitiv nehmend, 0 — — / cosyp — — 1, sinp==o, 
y=n. Folglich 

0 = (a (co! + isn). 
Alfo fir m — 1; | 
CE ER 
(-eje (cos + isinZ) (eos + i sinn 


— 2%k+1)x ",. . (2k+1)r 
= (en (a isn ER), 
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nah (2.), daman Te 
2 —— 
| na Fien® De 
ſetzen kann. Die obern und untern Zeichen beziehen: ſich 
auf einander. Nach dem Obigen fek tn, k Zu 


nehmen. Alſo hat man folgende Werthe von Kay: 


— (eo⸗ — iein —) 


kr , ..., %r 
cos —— + isin —— == 005 








l 
1 . 
— Te u; 
— a). (cos + i sin) 
(— ja (cz isinn) 


1 . 


(or. (EI + iin 


— „(cos FED 4 — | 
Ä on n ⸗ 
wo k Zn. Nah. (25.) find die folgenden Werthe bloß 
wiederfehrend. Der erfte Werth ift mit beizufügen, da 
im Obigen auch 2k —o geſetzt werden kann. Cs ift aber 
cos —— — isin — = 00 — + isin rn — 
fo daß alſo der erſte Werth auch wiederkehrt. fen eine 
ungerade, alfo n + 1 eine gerade Zahl; fo ift 2k +1=n 
1 
zu feßen, und der legte Wereh wird =—(—a)", bie 
Anzahl aller Werthe offenbar —= 2k +1 =n, wie es 
feyn muß. Iſt aber n gerade, alfon + 1 ungerade, fo 
muß man nah dem Obign 2k +1 =n+1 fegen. 
Dann wird der legte Wert) — Ä 


= (ar (cos(m +7) F aha! (a + z)) 


= (air: (cor(a -7) _ isin(=—2)) 
* mer (DE _ iin A127) 


1 
= (= ajn- (2k—1)r (2k—1)n 
(a) (cos en ri IS — ) 
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welcher alfo ſchon unter den erfteren enthalten. Alfo hat 
man nut, 2k +1 ——ın —1zu fegen. Die Anzahl aller 
Werthe iftin diefem Ice = 2 (k +) =%k+H+H = n, 
en es ſeyn muß. 

Fuͤr ein negatives mift alſo: 

— (mern ———— | is (2k-H1 um), 

für k +1 In, kZn—1, kZ4(n—1), wie aus 
dem Dieherigen leicht feige. Alfo (3.): 


(= ud. (ost lm. + iin 2% me) 


Folglich auch 


ın 
(0 cos ur, i — 


für <$(n—1), 

MV. Eotefifher Lehrfag und! Anwendung 
der, Geometrie auf die Algebra. VI. VII. 
RT, Nah (9.) iſt, wenn die ai Logarith⸗ 


men durch 1 bezeichnet werden: 
l((a + Bi)) = 


z p 4a? +2) + iärecon(( TrFR)) 
Ar \ = 1l(a? + 9°) £ iAresin ((7== rg a *)) 


wo Ver + 3? immer pofitiv genommen wird, fo daß die 
Zeichen: des Eofinus und Sinus von und /4 abhängen. 


Auch iſt 





— 
tang Arc cos ——— Y: = 3 Zu 
Sind nun die ‚beftimmten Werthe der Bogen (welche 
alfo nach Cauchyꝰs Bezeichnung nicht mit doppelten Pa- 
renthefen behaftet find) immer dem abfoluten Werth nach 
die.möglichft Fleinften; fo ift, da für ein pofitives « der 


Coſinus pofitiv ift, und die Tangente — Feinerlei zeigen mit 
dem Sinus hat, wenn « pofitiv iſt: 


Arccos nn ee Arc tang — . 
Ya: + Pp? 
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Sf aber a, folglich auch der Coſinus negativz ſo 
hat die Tangente Z das — Zeichen des 
Sinus, und es iſt folglich 


are cos En = 'n + Arc ie, | 


Yet 


wenn, tie gefagt, hier a bie möglichft kleinſten ie 
der Bogen genommen werden, Aber | 


rec (ei )) = * + %n, 
Alfo, wenn o pofitiv iſt: | 
Ile + )) = a 
+1(o? + 4325 7 iArc ung. + * SEE 
und, wenn « negativ ift: nu Er 
Ile + ))= 3; 
+l(a? + 4* 2) +iArotang + (ya; | 
oder, da fowohl 2k +11, als auch. 26-1 gend e eine 
ungerade Zehl bezeichnet: 
Kt m) = EYE 
Il(a? + PB) + iäretang“ + + mn es i 
Sir? =o alfo, wenn a pofitiv: a 
 1(te)) = le + 2kni. 
Iſt © negativ; fo iſt boch ar Nah = (—a)?. 


Folglich 
4la? = — = Ken 
wo nun — a pofitiv. Alſo | 
ey) =K—e)+(2k+1)mi. 

Jeder Logarithmus hat alſo unendlich viele Werthe, 
die fuͤr imaginaͤre und negative Groͤßen alle, fuͤr poſitive 
Groͤßen dagegen alle bis auf einen, welchen man erhaͤlt, 
wenn man 2k — o ſetzt, unmoͤglich find. Mach (17.) 
kann man diefe Formeln auch fo barftellen, Wenn. 0 
pofitiv: | | 

v | l((a + fi)) = 
1l(a +) + i Arc tang Z- + +0), K@)=ia+1(+1)); 


“ 


| 
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wenn a negativ: TR 
— iICA— 
21((@2 +99) + iAretang 410-9), Klee) N). 
Andere Logarithmen als narärliche erhält man, wenn 
man mit dem Modul multiplicirt. 
28. Fuͤr æ — o und 41, erhält man, da 
Arctangt ⸗In iſt: | | 
OU) =tni+ 2kri m 
und fuͤr k = o z. B. 


2 i 
eine nach Montucla(Ill.p.285.)von$oh.Bernoulli 
gefundene Formel. J | = 
29. Aus unſern allgemeinen, Ausdrücken (27.) laſ— 
fen ſich auch einige vom Grafen Jules Charles de 
Fagnano und feinem Sohne Jean Francois de 
FagnanoimJournaldelitterature helveti- 
que (Montucla a. a. O.) gegebene imaginäre Aus: 
druͤcke für zr ableiten, wobei wir immer k — o ſetzen 
wollen. Fuͤr o=lmwpf—=—1, ww oa—1, 
P=1 ift Arctang Z=—in, und —+4rn. Alfo 
(1-1) = 412 — 4ai, I(d+i) = 412 + ini; 
1-—i ; def Kein 
Gr) = CHI =IGEN Sie 
Folglich, wenn man im Zähler und Nenner mit 
41 —imultipliciee. | 


41 ii (—i). 


30. Die Formel In — m (28.) giebe Teiche: 


(1 + 4k)ni 
— — 


1 1 1 i 
* — er: "2 an ij az 
I11 let”, inet”; isi =iTt=e ‚’=e — 
Alſo | 
4 
— 
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Hieraus findet man: a | 


ü = 0,207879 ..., ai | 

31. Sest man in den Formeln (11. 12.) « — 
kr +47, und a = kn; fo erhält man, da im erften 
 Salle,cose, im andern sin a = o iſt: Ä 

et 

2 3 
eır a? 
—., 


sin (2krr + 4 ++ fi) — 





cos(kr + fi) = + 
2kr + In -$ Pi == Arcsin (=) » 


Kr + fi Arc cos (+ en) a 


fo daß es alfo feheint, als Fönnten reelle Sinus und Coſi⸗ 
nus imaginäte Bogen haben. Cs iſt aber 
— _ He He 


——— 
— — 


_ ze? ge P 


2 
alfo immer — = Danın(a—1)?—a?-+1— 2a, 
e 
alfo immer pofitiv, d.i. 1+a? immer >2a iſt; fo ift 
obiger Bruch immer >1. Alfo Fönnen die obigen, ſchein⸗ 
bar reellen, Sinus und Coſinus im Kreife nicht eriftiren. 


Verbindung der Lehre von den unmögli 
hen Groͤßen mit der Theorie der 
Gleichungen. 


32. Die Theorie der Gleichungen beruht ganz auf 
dem Satze, daß es fuͤr jede Gleichung immer wenigſtens 
eine reelle oder imaginaͤre Wurzel gebe, welches von Kaͤſt⸗ 
ner (Anal. endl. Größen. 210.) noch als Grund 
fa angenommen wird. Die neuern Mathematifer haben 
‚ fi) aber bemüht, genügende Beweife diefes Sages zu fins 
den, und ich werde daher hier den. mit der Lehre von den 
unmöglichen Größen in unmittelbarer Verbindung ftehen- 
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den Beweis nach Cauchy (Cours d’Analyse, P,I. p. 331.) 
mitteilen. Ze | 


. 33. Der zu beweifende Sag ift folgender: 


 Wennn eine pofitive ganze Zahlift, unda, , aı, ayr.. 2, 
beliebige reelle oder imaginäre Größen bezeichnen ; fo giebt 
e8 immer eine reelle oder imaginäre Wurzel der Gleichung 
a, xn'4a, mh... Fans tanmp. 
Man bezeichne diefer Gleichung erften Theil durch wx; 

fo wird, da auch jede reelle Größe unter der Form u + vi 
enthalten ift, der Beweis darauf anfommen, daß nıan 
zeigt, daß es reelle Werthe von u, v giebt, für welche, 
x—u+vigefest, var —omird. Wirdx — u 4 vi 
in unſere Gleichung geſetzt; ſo wird ſie ſich (8. 7.) auf die 
Form: | Pr 

Fi AN) H+irlu,n)=o ‚an 
bringen laſſen, fo daß alfo u, v fo zu beftimmen find (5°.), 
daß zu gleicher Zeit 

| f(u,v)J=o0,f(u,v)=o. 
Diefe beiden Gleihungen find aber offenbar erfüllt, wenn 
u, v fo beftimme werden, daß | 
fCu, x)2 + fu, vr)? =o 

it. Daß nun diefe Beftimmung von-u, v immer mög: 
lich ift, laͤßt fih, den erften Theil letzterer Gleichung durch 
F (u, v) bezeichnend, fo zeigen. 


Man fege, welches immer möglich ift (6.): 


a,= e,(cosyp, -4 isingp, #6; 
a,=go,(cosyp, Fisinyg,)=e®#,, 
a, = o,(cosp, Fisinp)=0,#,, | 
an = On (COsyn + isinpa) = on Pa 
u+vi=r(cost+isint); 
4 0, Po-.rr(cost Hisint)a 
+ o, $,.rtn-l(cost -+- isint)n—t 
+ en-ı Pa-ı.T( cost — sint). 
* en Pa’ “ 
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eo * r lcosnt Tisinut 
+0, PM! [eos(n—1)t + iein(m—ajth 


———— r [cost +isint] h iR | 

+ en Dad) — 
go vafcos(nt + po) + icin(nt + po)l 

ee 


t 


3 en—ı rfeos(t+qn-ı) Hi et 
+ mi cosyn + isingyn! (2.) 
= Ku,v)+if(u, v), 
wo alfo f(u, v)= 
eorrcos(nt-+y,) + ee 
+..t+en-ırcos(t+ym-7) + gneospn 
Flu,v)= 
rMsin(nt+y,)+ e, rn-1sin((n—N)t+y,) 
7 +. t+en-ırsin(et+gm-ı) + en sinpn » 
Entwicelt man nun die Quadrate diefer beiden Größen; fo 
erhält man leicht: 
F(u,v)= {fu v)i? + FC, „= 
” 2 og, cos( t o—%Pı 
in. | en eerlthm ng) 


+ 07 +2000, co (2t + Ya — Yr) —* 
r? | 


Nah (6. )iftr?=u? + v2, alfo r?* = (u?+v?)", 
eben fo wie F(u, v), welches die Summe zweier Qua⸗ 
drate iſt, immer poſitiv. Demnach iſt auch der zweite Factor 
von F(u, v), immer pofitiv. Laͤßt man u und v wach— 
fen, fo wird auch r fortwährend wachſen, . und fann grö- 
fer als jede gegebene Größe werden. Der zweite Factor 
nähere fih dann immer mehr und. mehr der Größe E?, 
und fann derfelben beliebig nahe gebracht werden, „da of: 
fenbar alle einzelnen Brüche durch Vergrößerung von r, d. i. 
von u und v, (alfo auch ihre Summe‘, da die Brüche in 
endlicher Anzahl vorhanden) fleiner gemacht werden fönnen 
als jede gegebene Größe, immer in Bezug auf die abfoluten 
MWerthe, ohne Ruͤckſicht auf die Vorzeichen. Man hat hier: 
bei zu bemerfen, daß die Cofinus in den Zählern die Ein- 
heit nie überfteigen Fönnen. Da alſo — eine Factor 
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mit u, v in’s Unendliche wächft, der andere aber ſich im- 
mer einer beſtimmten Gränze nähere; ſo waͤchſt auch das 
Product F(u, v) unendlich‘, went u, v, oder nur eineg, 
unendlih wachfen, und behält nur dann einen endlichen 
Werth, wenn u, v beide einen endlichen Werth behalten. 
Ferner iſt F(u, v) offenbar eine ganze reelle Function von 
u, v, und wird ſich daher offenbar ftetig ändern, wenn 
u, v ſich fiefig ändern, ſo daß man fie ſich als eine zu— 
ſammenhaͤngende Frumme Linie: dargeftellt denken Eann. 
Auch ift Flu, v) immer pofitiv, und muß fich daher 
offenbar, weil fie nie < o werden kann, im Abnehmen einer 
beſtimmten Gränze nähern, welche fie nie überfchreitet. Sey 
A diefe Gränze, und u,, v,, zwei Werthe von u, v, für 
welche F (u, v) diefe sen BED erreicht, fo daß alfo 
f F(u, %,) = A. j 
Nach dem Vorhergehenden iſt für jede zwei andere Werthe 
u,+t oh, v, Pok von u, vimmer " 
Ä FCuo F'ah, v Pak) F(uo, v,) 
oder die Differen | 
Flw-+teh,v, Faek) = F(u,, v,) 
eine pofitive Größe, wie. Flein man auch & nehmen 
mag. In der Function y(u ++ vi) gebe man jetzt den. 


alfo 
utfi=ewtrite(h+k). 
Mittelft des binomifhen Lehrfages kann man offenbar 
y(u+ vi) nad Portenzen von @(h+ki) entwiceln, fo 
daß die Reihe mit @ (h + ki) anfängt, und mit 
a"(h+ki)* endigt. Die Eoefficienten der einzelnen Glie— 
der, auf die gewöhnliche Form gebracht, feyen: 
r,(cost, +isint,)=r,T,, 
r,(cost, Fisint,)=r,T,, 
Intı (cos tati + isintas) Yıtı Tott, 
und b + ki fey — g(cosp +isingy); ſo iſt 
vw tvwitelh+k))= —2 
1, T, + r.T,.ae(cosp + isinp) 
+ 1, T,.0?0?(cosp + isinp)? 


"+ ratı Tnti an gn(cosp Fisinp) . 
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= r,fcost, + isint,} 
+or,efeos(t,+y) +isintt,+p)} 
+ 42 5, ę* leos (t, &29) + isin(t,+2p)} 


4 aær rati ęnl eos (tau np) + isin (fntı «+ BL 
* (2.3.). Alſo 
v(ugtvoitach+ki)) = T+Ti, 
wo dieWerthe von T, T’ in den beiden obigen Vertikal 
reihen enthalten. . Aber 
y(w+vitaech+k))= = v(u,+ceh+ (m. tak)i) 
— f(u,+eh, vu tek) + rn wa 
Folglich — 
t(u⸗ 4 ch,v,„+ ek) = 2 
fu, + eh,v, + ek) = 


Alſo 
F(u t+eh,v, + ek) = 
‚IK + eb, vo+t ek)? Frisch ep v, + ek)}? 
— T+-T 
woraus für eo? 
F(u,, v0) = (1,.cöst, )? + (rt, sint, )? 
== r,?(cöst,? Lsint?)=r’, 
d. i. —— — — — 1, = YA: 
Sehen wir nun 
| Taercs, 4 U, 7 erst, +05 
o erhält man 
j 9 F(u, + eh, v.+.ck)= 
r,2cost,? 4 2r,cost, UFU? + r,?2sint,? Fr, sin, U’ Aus 
= r,? «+ 2r, (cost, U+ sint, U) + U? - U”?. 
Folglich, dar, = A=Flu,, v,) iſt, nah 
einigen leichten Entwidelungen: 
F(u, + eh; vo + ck) — F(u, to) 
= 2At ap Y, eos (t,—t, #9) 
4 aor, eos (tʒ ⸗t. +29) 


4 RE Intt —  t, + np) 
Fcr, cos Hy) eoer, cos (ta -42) tr: — 
..4an-i ꝙn-i rnti cös (tntı + np) I 
3: Ya EN + ogt, sin(t;+2%p) +. I 
.-+ et“ Int sin (tuti np) 


4 42 0? 
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welches nach dem Obigen, fo klein auch « genommen wer⸗ 
den mag, doc) nie negativ werden kann. ft nun ru44 
dag erfte nicht‘ verſchwindende Glied in der Reihe r,, vr, 
—— ; ſo iſt, wenn A nicht — oift, das erfte 
. nicht verfihmintenbe Glied in obiger Reihe: 


| 2A? aM 4M Pit C08 (tm —t, + mp) 

mie der niedrigften Potenz von «. ft aber A= 05 fo 
iſt das erfte nicht verfehwindende Glied; n 

a” e*] [ m: rat eos (Imtı + mp) | 


+ E mi om—1 rarısin (tm + I. 
= atm „2m (rnit)? » 
| Hat man nun irgend eine Reihe mir einer endlichen 
Anzahl von Gliedern 
Aa + Bab + Cae +... + Non, 
woa, b, c,. .* n wachfende pofitive ganze Zahlen find; 
fo kann man immer « fo Flein nehmen, daß in Bezug auf 
die abfoluten Werthe : | 
Aa: > Bub + Car — . + Non, 
Denn fen F der größte Coefficient der gegebenen Reihe; 
ſo ſetze man zunaͤchſt für @ einen aͤchten N Dann 2 


Fab-aı T > S Baba , 
Fab-a > — 


Fab-a Nan-a; 
alſo, wenn die Anzahl der Glieder der — Reihe 
— 5 
kFab-a > Bab—a + Coca +. . + Nan-a, 
Erfuͤllt man nun, welches offenbar immer möglich. iſt, 
zugleich die beiden ae 


ı 


ü 4 — 1, 8 Io = s 
ß iſt A > kFa r folglich auch immer A > kFar* 
Alſo 
A> Bab⸗⸗ * Caar...+ — 
Aas Bab + Coae 4... + Nur, 
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fo daß alfo immer Aa* größer als das Aggregat aller fol 
genden Glieder gemacht werden kann, und folglih das 


Zeichen von 
/ Aa®t + Bab + Cae +... + Naar 


nur von Aa abhängt. | | 
Alſo kann man in Bezug auf das Obige & immer fo 
Flein nehmen, daß dag Zeichen von 
F(u, + ch,v, + ak) — F(u,, v.);5 
wenn A nicht = o iſt, nur von 
| 2AF am EM Fntı E08 (im —t, mp); 
wenn A == o iff, nur von 
a?ın „2m A ( Yıntı )? 
abhängt. Da nun in der Gleichung 
h+ki=oe(cosp + isinp) 
h, k ganz willführliche Größen find‘; fo kann offenbar auch 
der Bogen p jeden Werch erhalten. Man erhält nämlich 
aus diefer Gleichung leicht: | 


e=h? + k?, tangp =; 


woraus umgefehrt: 
Yi-+tangp? YI-+ tangg? 
fo daß man alfo 0, 9 ganz willführlih annehmen, und 
daraus h, k beftimmen kann. Folglich wird fich ꝙ leicht 
fo annehmen laffen, daß | 
\ cos (tn —t, + mp); 
alſo auch, unabhängig von a, 
2A? om g@ Yıntı 608 (tn —t, mp); 
und demnach, bei hinreichender Kleinheit von @,. 
F(u, + eh,v, + ek) — F(u,, vo) 
negativ wird. Diefe Differenz ift aber immer pofttiv, wie 
wir oben gefehen haben. Alſo Fann auch 
, 2a? am GM nt cos (tmı—t, + mp) 
nicht das Glied ſeyn, von welchem bei hinreichender Kleinheit 
von'a ihr Zeichen abhängt. . Diefes Glied würde aber durch 


vorftehende Formel ausgedrückt werden, wenn A nicht — 0 
r | 202 
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ware. Alſo kann auch dies nicht ſtatt finden, und A muß 
— o feyn, wie denn in der That das Glied 


(am g® .Kntt )? > 


von welchem bei hinreichender - Kleinheit von «, wenn 
A— o ift, das Zeichen obiger Differenz abhängt, immer 
pofitiv ift. Alfo giebt es immer zwei Werthe u,, v, von 
u, v, für welche F(u, v) — o wird, und folglich auch 
immer einen Werth u, + v,i von x, für welden 
yx — o wird, d. i. immer eine reelle oder imaginäre 
- Wurzel der Gleihung 


a, za, x... Fan X tan =0, 


. Wären v5, Kar Yar ++ Inpı ale — 0; fo wäre 
nach dem Obigen 


ylu Vital + ))=ylm + ch + (vo + ak)i) 
für jedes, h, k, — 035 folglih y(u + vi) für jedes 


u, v, — O, d. i.e8 wäre yx identiſch — 0. 


34. Wir wollen nun den Fall, wo alle Eoefficienten 
der gegebenen Gleichung mögliche Größen find, etwas 
näher betrachten. Zuerſt erhellet leicht, daß, wenn 
u, + v„ieine Wurzel der Gleichung ift, dann in diefem 
Falle auch immer u, — v,i eine Wurzel feyn muß. Sey 
nämlich | 

u +tvwime(cop + isinp); 
fo ift | 


u, = gC0Sp, v. =esiny; 
’ wv— vi=e(cosp —isinp). 
Da numu, + voi eine Wurzel unferer Gleichung ift, 
fo ift 
o—= a,e(cosp + isinp)n 

+ a, @n-ı(cosp + isinp)n-i 

+ An-ıe(cosp + isinp) 

+ An i 


= a," | eos nꝙ + isinng | 
+a, enzı|cos(n—1)p * isin (n—1)p} 


- . hr hr ao  —s 


Unmögliche Größen. 581 


4 —R cos p +i sing! 


+ An ; 
= p+ Pi. 
Da alle Corffeieuten, alfo auh D, &’, reelle Größen 
find; ſo iſt 
$=o,#P=o R 
Folglich uch B— Pıiızmo, di. 
o * a. en|casnp — isinnp| 


+ a, ex-i co⸗ (n -1)4 — isin(n—1)g} 

+ an-ıg|c0s% — ising | | R 

+ an 
— A,0n(cösp — isinp)" 

+ a, @n—ı(cosp — ising)a—t 


+ an-ıe(cosp — isinp) 

+ an 
= a,(u—vi® +a,(u—vi)m!h...+ an-l(u—vi) + a"; 
alfo u — vi eine Wurzel der —— Gleichung. Die 
imaginären Wurzeln find folglich, wenn alle Eoefficienten 
mögliche Größen find, immer paarweife, alſo immer in 
gerader Anzahl vorhanden, und immer von der Form 
u+ vi. 


35. Es erhellee leicht, daß für jedes a; 


xa__an 





— yn—l L xn-2a > .,. + xaı- + an-i 
x—a + 4 


eine ganze rationale Function des (n — 1)ten Grades von 
x iſt. Die Wurzel, welche es für die Gleichung x — o 
wenigftens immer geben muß (33.), ſey un +.Vu13 


ſo iſt 
ya Farm... 4 an-ıX + au, 
o=a,(u, +vin+a, (u, +v,ijpir... +amn-iiu,+v,i)a, 
woraus durch Subtraction, und beiderſeitige Diviſion 
durch x — u - voi: 


a — + Vvoi)e! 
— —7 * x——v3i 


a,jxa-!— (u vi)n-u An-ı)x—(u, +v.i)! 
— — e e e—— — — +..+ nn 
KU—Wi KU, — Vol 


+ 
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Alfo ift diefer Quotient offenbar eine ganze rarionafe 
Junction des (n—1)ten Gliedes von x, und ‚folglich, 
wenn v, x eine ſolche Function von x bedeutet; | 

xw= (k-Ww,—vi)y,x. 
Da es nun auch für y,x—o wenigftens eine Wurzel 
u, + v,igeben muß; fo erhält man hieraus durch mehr: 
fache Anwendung des fo eben Bewiefenen leicht: 
y=(x—w—vi)y,x 
yız=(x—u —vi)y,X 
va2x — (Xx — m, —vi)y,x 


Ya—1X = (X— Un-1—Vn-1l)YnX , 
wo Y.x eine Function des oten Grades, d.'i. eine con⸗ 
ſtante Größe = C, iſt. Alfo 
yx = Cx—w—vi)x-w—vi).(x-Wm-i— Vai), 
fo daß fi) alfo jede ganze rationale Function des nten 
Grades in n Factoren von der Form —u— vi zerlegen 
läßt. Die erften Glieder auf der linfen und rechten Seite 
find a,x" und Cx". Da nun offenbar beide Entwickeln: 
gen identiſch feyn müffen; fo ift 
ı ya, (x m,—vi)x—u—Vv,i)...(X—Un-i—Vva-ıl) . 
36. Diefe Zerlegung in Factoren ift nur auf eine ein- 
zige Art möglih. Wäre nämlich auch | 
 R=B(lI-y—Zi)(X—y —2,1)...(X— Yn-i—Zzn-ıi); 
fo wäre 
(tw —vi)(x—u,—vi)..(-m—r-ıi) 
= (x—y—2i1)(x—y, — 2,1)... (X— yn-1—z-ıl). 
Das erfte Product wird — o fürx—u, +vji. 
Für denfelben Werth von x muß alfo auch das zweite Pro: 
Duck, folglic für diefen Werth von x einer feiner Factoren 
= omwerden. Sey z. B.x — y, — z,i diefer Factor; 
fo ift alfo uns Ä 
w+twviey.- imo, 
wtrwi=y, + %i, 


u yimi-yoni: 
Folglich durch Divifion 
(x — u, — v.3)...(% r-Unes-— VYneıi) 


= (z—y, — zi)..(2- )], 
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woraus durch ähnliche Schlüffe nach und nach die Gleich: 
heit aller Factoren abgeleitet wird. 
"37. Da das Product 
g—-w—ni)lx—u, —v,i). (X Uni va-ı1) 
— o wird, wern man dem x einen der Werthe 
us + Vol, Up + Vals are, Unmt + Vn—ıi 
beifegt; fo find alle diefe Größen Wurzeln der Gleihung 
yx —o. Ufo hat jede Gleichung des nten Grades n 
Wurzeln, unter denen indeß auch vielleicht einige gleiche- 
vorkommen koͤnnen. Mehr alsn Wurzeln kann aber keine 
Gleichung des nten Grads haben, weil fonft die Zerlegung 
der Function yx in n Factoren von der Form x — u — vi 
auf mehr als eine Art möglich ſeyn müßte (35.), welches 
nach (36.) unftatthaft if. | Zr 
38. Sind alle Coefficienten ‚ver. Öleihung wx = 0» 
mögliche Größen; fo find die imaginären Wurzeln, wenn eg ' 
deren giebt, immer paarweife, wie unt+v,i (34), alſo 
auch die imaginären Factoren von yx immer paarweife, wie 
x — u, FVi SEA 
vorhanden. Gegen wir nun 
u,+viz=e(cosp tisinp); 
fo ift (x—u,—voi)(x—U, + Vo1) 
| = (x—ecosp—eisinp)(x—egcospteisinp) 
.x- gt ꝙ Y- ir sinp*, , Aueh 
— x — 2xpcosp + e?cosp? + e?singp? 
| = x? — 2xpcosp + e*? 
eine reelle Function des ziveiten Grades. Hieraus ergiebt ' 
fi der für die Algebra überaus wichtige Satz, daß 
jede ganze reelle Function irgend eines Grades immer in 
lauter reelle Factoren des erften oder zweiten Grades, 
welche Tettere von der Form x? — xp cosp + g*, oder 
x2—2xu, +uo2+vo? find, zerlegt werben kann. 
Schon in dem: Art. Gleichung. (155. ff.) iſt von diefem 
Satze gehandelt, aber aufeine fehr ungenügende Art, Der 
bier. nah Cauchy geführte Beweis hängt zu eng mit der 
Theorie der imaginären Größe zufammen, als daß er an 
einem andern Orte hätte vorgefragen werben koͤnnen. In 
den Zufägen zu diefem Werke werde ich bei dem Art. 


\ 


— 


gemeinen Gleichung 


A Unmdgliche Größen, 


Gleichung wieder auf ihn zurück kommen, vorzüglich auf 
die fhönen von Gauß gegebenen Beweife, die dore ganz 
an ihrem Orte feyn werden. Mehrere literarifche Notizen 
ſ. Gleichung. (163.) | 

39. Da die Anzahl der imaginären Wurzeln immer 
gerade iſt; fo kann eine Gleichung eines geraden Grades 


‚ame eine gerade, eine Gleichung eines ungeraden Grades 


nur eine ungerade Anzahl reeller Wurzeln haben, eine qua- 


‚ dratifche Gleichung: z. B. zwei oder Feine, ‘eine cubifche 
drei oder eine. Alſo hat auch eine Gleichung eines unge: 


raden Grades immer wenigftens eine mögliche Wurzel, 
Sind bei einer Gleichung eines geraden Grades alle Wur: 
zeln imaginaͤr; fo muß das legte Glied, welches in diefem 
Falle nach (35.) offenbar das Product der Wurzeln ift, 
nothwendig pofitio feyn, weil immer zwei Wurzeln 


‚von der Form u, + v., i vorfommen, “deren Product 


== u,?+vo?, alfo jederzeit pofitiv ift. Iſt alfo bei 
einer Gleichung eines geraden Grades das legte Glied ne; 
gativ; fo muß fie wenigftens eine reelle Wurzel haben. 
Mehr über die imaginären Wurzeln in den Zufägen zum 


‚ 


Art. Sleihung. 


Anwendung der imagindren Größen Bei 
der Summirung der Reihen. 


40. Cauchy handele im Iten Kap. feines angeführs 
ten Werkes fehr ausführlich von den imaginären Neihen. 
Um eine Anwendung der unmöglichen Größen in der Ana: 
Infis zu zeigen, theilen wir hier, daraus einen elegan- 
ten Beweis der Reihen für sinx und cosx mit, daim 
Art. Eyelometrie diefe Reihen nur durch die Integralrech- 
nung gefunden worden find. — 

41. Sey fx irgend eine imaginaͤre Function von x, 
Man fol ihre Form fo beftimmen, daß fie zwifchen jeden 
zwei reellen Gränzen eontinuirlich bleibe, und der all: 


IH 
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Sür x = o erhält.mans 

fy=fo.fty,f=1, i 
fo daß alfo fx —1 fuͤr x — o. Da nun fx zwifchen. 
jeden zwei reellen Gränzen von x continuirlich bleiben foll, 
und diefe Functionfür x = den pofitiven Werth Lerhälez 
fo muß fie in der Nähe diefes Werthes, d. h. für ein fehr 
Fleineg a, zwifhen den Graͤnzen x = 0, x a, immer 
pofitiv feyn. Sey nun allgemein | 

fx=yx + iyx, 

fo wird firx = 0: 


1=yo +iyo,yo=1,yo=o. 
Auch ift 
| "fa = va + iva , 


und, wenn man, welches befanntlich immer möglich ift (6.): 
fa = e(cosp Fisinp) 
ſetzt: 


. geösp — ya, esinp = ya (5*.)5 A 
e = yo)? + (vu), p=Aretang . 
42. Man hat nun nad) der Bedingungt - 
Sx =ı fx, | 
Kxr)=i.fr, £ | 
fx+xYrr+x)=flxtr).’ = fx.fx,fx”, 
Extra er) it heat de” 
Ä u. ſ. w. u. ſ. w. 
folglich für x — x = lm. 
f(mx) = (fx)n, f(ma) = (fa)m 
— gm(cosp+isinp)® = ger(cosmp-tisinmp) , 
für jedes ganze pofitivem. 
Fuͤr x — x — 30 erhält man leicht: 
(f0(—44)) = fa = e(cosp + isinp) 
Ede) = (eos 49 +isin4p) (3.) . 
Mehrmalige Anwendung hiervon giebt: 
Sag = e(cosp +isinp) 
£(4e)= e° (cos3p + isin4p) 
f(4e) = e?(cösip + isin!p) 


2 8. ko he 


1 ; 
(=) — © (005 5uP +i in f Y- 
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Folglich nach dem Obigen, ; La für gefege: - 


i(z ER cos np + Fein wer). 
Iſt num u irgend eine 5 tive Größe; fo Fann man offen- 
bar m, n fich fo ändern laffen, daß der Bruch 5, ſich der. 


Größe u unendlich nähert, dieſe alfo für jenen geſetzt werden 

kann, und folglich für jedes pofitive u: | 

ge f(ue) = er cosup + isinup)- 

Da nun in (41.) firx — ua, y=—ue: | 
fo=1 = flua).f(—ue) if; 

fo ift 


£(— na) = (faa))”! EP leo Cup) + isin (— 1?) 
alfo für jedes m! 
f(me) = eg" (cosmp + isinmp). 
Für jedes reelle x alfo, wenn man. m — — feßt 


x= “( cos (x) +i in (2x) h 


+ 


Alfo fürg® —a, -=b: 
fx — ax(cosbx + isinbx) 
wo a, b wilführlihe Conftanten find, und a Pf iſt, 
da ꝙ es immer iſt. 
Hat man nun die beiden Reihen: 


x x? x3 
Heratnatnn 
ı+l+ — pe. 13 

1.2.3 


ſo iſt das allgemeine Glied von XY = 


xn zu z xn—2 y2 
1% tere 1. .(n — 2 * + .». . » 


x yn-1 5 y n 











Sg, .(n—1):; u er 
+y% 
u ver 1 here Kar (=. I 


>» 


‚na 
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nach dem bingmifchen Lehrſatze. Die Erponentialreihen 


geben daffelbe Reſultat. Alſo 


an x+y , (zx+y)? , (x+y)°® 
a ze ls Dre A 1.8 — 
Setzt man ix, iyfürx, y; fo wird: 


xt x’ ö x3 x 
Piste ra tn | 








2 4 3 5 FR Bir 
x 15 tn] 

— (x+y)? , (x+y)® 

— | oe ve Weiler ET year .. 

(x+y)’ , (zx+y)° 

F ltr Gr br Ger | 

fo daß folglich unfere Reihen der Gleichung 
ix.fy=f(x+y) 
genuͤgen. Alfo ift nach dem Obigen 
X = a*(cosbx + isinbx) 

x x+ xs 
J—— 


x⸗ xs x? 
m ix — Sata are | 


—= 1 


x? x? 


axcob =1— .—. + 77” 
x? x’ i 
axsinbx = x — 1.7.3 + 1.5 — . : . (5*.) 


Sest man — x für x; fo wird 


az cos(—bz) 21 — * 4 — 
d. i. aTcos(—bx) — a* cos bx. 
Aber cos (—bx) =cosbx. Alſo a” — a”, 
a=—l,am1, a1. Folglid Ä 





43 24 
cosbx = 1 — — + ——r — 1.9 
i x’ x5 , 
sinbx = x — 1.2.3 + 7.5 — 1, 0100. + 
Hieraus erhält man: : 
sin bx x° x’ : 
1-74 +; — 





Alſo nähert ſich, wenn x abnimmt, "immer. mehr 
der Einheit. Eben fo nähere ſich offenbar, wenn x ab: 
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nimmt, "E27 immer mehr der Einheit, "F>*;b alfo im- 
mer mehr der Gränze b. Da nun offenbar J 
| sin bx _ sinbx 'b: | 
J 

fo würden dieſe beiden gleichen Größen für ein abnehmen: 
- des x, wenn b nicht — 1 wäre, fich verſchiedenen Gränzen 

nähern, welches ungereimt if. Alſo ft b=1, und 
fl Ä 





x x‘ 


c035X =1- 1.2 + wer Dual .. 
sinx = x 2 + x 
TI DS 1.5 ve 


Diefer. finnreiche Beweis ift ein gutes Beifpiel, wie | 
man durch abfichtliche Einführung imaginärer Größen oft 
zu wichtigen reellen Ausdrücken gelangt. 


43. Mehr über die Anwendung der imaginären Größe 
zu fagen verbietet die Befchränftheit des Naumes. Das 
angeführte Werf von Cauchn gewährt viele und gründli- 
che Belehrung. Den Gebrauch der imaginären Größen 
in der Analyfis überhaupt und befonders in der Integral— 
rechnung lehrt Euler in drei befondern Abhandlungen in 
ben Nov. Act. Petrop. T. III. T. X. T.XH., fo wie die 
befannten Werke über die Integralrechnung. Beſonders 
wichtig ift au) Cauchy Memoire sur lesinte- 
grales definies prises entre des limites’ 
imaginaires. Paris. 1825. In Bezug auf die 
Anwendung der imaginären Größen bei Summirung der 
Meihen f. m. auch eine Abhandlung von Abe! über die 
Binomialreihe in Crelle’s Journal der reinen 
u. angew. Math. B.1.H. 4. S. 311. — 


Unnmoͤgliche Wurzeln aus der Einheit, - 
f. Unmögliche Größen (26.), Coteſiſcher Lehrfas, Anwen: 
dung der Geometrie auf die Algebra. VI. VIL: 


Unmögliche Wurzeln einer, Gleichung, 
ſ. Gleichung (153. ff), und Unmoͤgliche Größen (32. fi.) 
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Unreine Gleichung, ſ. Gleichung (4). 


Unſichtbarer vielfacher Punft (punctum mul- 
tiplex invisibile), gleichbedeutend, beſonders bei aͤltern 
Schriftſtellern, mit conjugirter Puntt; ſ. dieſen Artikel 
und vielfacher Punkt (5.). 


Unterſchied, ſ. Differens- 


Untheilbar, Methode des Untheilbaren, 
f. Cavaleri's Methode des Untheilbaren. 


Unveränderliche Functionen (fonctions inva- 
- riables) heißen zuweilen (3. B. in Francoeur Cours 
complet de Mathematiques pures. ed. 3, T. II. Paris. 
1828. p. 114.) die Functionen, welche fonft gewöhnlicher 
ſymmetriſche Functionen genannt werden; ſ. dieſen Artikel. 


Unveraͤnderliche Größe, auch befändige Größe, 
ift eine ſolche, welche, während andere Größen ihre Werthe 
ändern, immer denfelben Werth behält. Die unverändet: 
lichen Größen werden durch die erftern lateinifchen Buch: 
ftaben a, b, c, d, ...., die veränderlichen durch die - 
letztern x, y, @, U, v, .... bezeichnet. In der Glei— 
chung x? + y? — r? des Kreifes aus dem Mittelpunfte 
find die Coordinaten x, y verändetliche Größen, der Ra— 
dius r dagegen ift eine unveränderlihe Größe, da fein 
Werth für alle Punkte des Kreifes derfelbe bleibt, Eben 
fo ift bei der Parabel der Parameter eine unveränderliche, 
der Radius vector aber z. B. eine veränderliche Größe. 
Die Aren, die Errentricität, der Parameter der Ellipfe 
und Hnperbel find unveränderliche, die Radii vectores aber 
auch hier veränderliche Größen. 


Unveränderlicher Punkt einer Curve iſt ein — 
welcher feinen Ort nicht verändert, wie z. B. der Mittel: 
punft des Kreifes, die Brennpunkte ver Kegelfchnitte, u 
ſ.f. Der Punkt dagegen, welcher eine Eurve durch eine 
ſtetige Bewegung befchreibt, ift ein veränderlicher Punkt. 


Unvollfommene zahl, f. Vollkommene Zahl. 
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